Zeitschrift fiir 
angewandte Mathematik 


und Physik | 


2AM P 


Journal of Applied Mathematics and Physics 
Journal de Mathématiques et de Physique appliquées 


Editores: J.Ackeret E.Baldinger E.Baumann R.Mercier P. Soherrer: E. Stiefel 


F.Stissi W.Traupel H. Ziegler 


Redactor: R.Sanger 
ee EEEEEEEET 


‘Co 
= 
< 

sage ta 
iain’ | 
Gc? Ge 
—_— 3) we, 
eres ee ee 
we an 
Ca | x 
> 

FA 

b 

aol 

ss 


Fasc. 5/6, Sonderband 


Pag. 1=777 | 25. 3. 58 | 


Birkhauser Verlag - Basel und Stuttgart 


Si Saget ir i Mk ea Mair i 


FESTSCHRIFT 
JAKOB ACKERET 


ZUM 60.GEBURTSTAG 
17.MARZ 1958 


1958 
BIRKHAUSER VERLAG BASEL 


UN Dr SiU TibGA RA? 


m3 wi piney: J 


foe 


~ 


DRUCK VON BIRKHAUSER AG, BASEL 


%e, = 


_ Vol. IXb, 1958 


INHALT —- CONTENTS - SOMMAIRE 


TANK, F.: Jakob Ackeret . ad: 0 gd SUL Ro Cen wae Compete eee 
_ Bibliographie Ackeret. Zusammengestellt von TH. GinspurRG, L. MEYER und 
H. SPRENGER rea & - 2 ‘ a das hanes : yoo 
Gye1, H.: Professor Dr. sc. techn. ass Aieerot | die rive ene hinehinon 
industrie ate 
WATTENWYL, R. von: eile? ord Se and die Dehaeaverteinicuny 3 
_ Betz, A.: Ackeret in Géttingen ct ie - : : 
‘GERBER, A.: Aus der Zusammenarbeit des Tnsticetes fiir se ence mit dee 
privaten Riistungsindustrie - 4 Beate : 
KELLER, C.: Aus dem Werdegang der Be catches Warmed&atiantagen (AK- 
Anlage) . 


WISSENSCHAFTLICHE BEITRAGE 
Scientific Papers — Articles scientifiques 


KARMAN, TH. von: Address . Se Pa Ae ag ae ET Ca Oe eras, Poy 
AsHiLey, H., BRUNELLE, E., and Moser, H.H.: Unsteady Flow Through Heli- 
copter Rotors Sg it PPS aeee Chere ing Peewee M Teor eee Oh owe sear ce ac 
Baxter, D. C., and Friiccr-Lotz, I.: Compressible Laminar Boundary Layer 
Behavior Studied by a Finite Difference Method . ‘ ae: 
Bereu, H., and Bere, B. vAN DEN: On the Visualization of (arate Pouanae 
Layer Oscillations and the Transition to Turbulent Flow Ba Pa 
BERNDT, S. B.: Theoretical Aspects of the Calibration of Transonic Test Sections . 
Betz, A.: Die Begriffe Auftrieb, Widerstand und Zirkulation bei Schaufeln von 
Str6mungsgittern. : all eas Se 
BRIEDEN, K.: Die paeeaiors Ree a euistonune odes Beerreneiiters ; 
Broer, L. J. F., and Haan, R. E. DE: Total-Head Measurements in Fluctuating 
Flows . : : . SY ches 
Bruun, G., und aac W.: Bin Pees ioh cent ertatnen “fiir fain ensionale 
instationare Gasstr6mungen . aa E ett acne 
BusEMANN, A.: Aus- und Eintrittsstdésse an S Senselpiéters : 
Cuatx, B.: Mesures et calculs relatifs au couple de pivotement agissant sur les 


aubes de turbines Kaplan . 


55 


oO” 


81 


97 
105 


12 
132 


162 


173 
191 


203 


6 Inhalt 


Darrieus, G.: Le flux d’énergie en mécanique: Application aux turbo-machines 

Drigest, E. R. van: On the Aerodynamic Heating of Blunt Bodies .. ae 

DryYDEN, H. L.: Combined Effects of Turbulence and Roughness on Transition. 

Eckert, E. R. G., und Hartnett, J. P.: Einfluss eines Verbrennungsvorganges auf 
den Warme- und Stoffaustausch in einer laminaren Grenzschicht . f 

Frinpt, E. G., und ScurticutineG, H.: Berechnung der reibungslosen Stroémung fir 
ein vorgegebenes ebenes Schaufelgitter bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten 

FROSSEL, W.: Beachtenswerte Vorgainge bei hochtouriger hydrodynamischer 
Lagerschmierung . Seared o) (ae ans ee oy © ae 

GOrTLER, H., und WiTTING, H.: Pinige eonwars Grengschiceserenian dens berech- 
net ities einer neuen Reihenmethode . ee - 

GRASSMANN, P.: Einordnung der Gleichungen der caxommeessTiee Panendee Be 
schweren Fliissigkeit : : a 

GREBER, I., HAKKINEN, R. J., and eaters os nes Beerdacs Naver Oblique 
Shock Wave Interaction on Flat and Curved Plates. Aes eee 

GrouNE, D., und Manonar, R.: Uber ein Charakteristiken-Differenzenverfahren 
zur Besccmuuee laminarer Grenzschichten . 

Heinz, C.: Verwundene Uberschallfliigel und Uberschallifliigel ir im Wirbelfeld . 

Hutton, St. P.: Tip-Clearance and Other Three-Dimensional Effects in Axial 
Flow Fans. rs Arg Fe 3 ete eee 

Jaquet, E.: Uber einen Ried civeerech aus fr Gebiete act Physiolanie 

Jaray, P.: Aerodynamik und Maschinenbau . a“ sh jaa hee ; 

JARRE, G.: The Dissociation of a Pure Diatomic Gas Behind a Sica Normal Shock 
Wave 

Krart, H.: The Depemneee of a Puan Wing Te Turbine eee 

LuKASIEWICZ, J.: Some Problems in Design and Operation of Blowdown Wind 
Tunnels . : 

MAEDER, P. F., and ore H. ‘U:: On the Boies ee er at Perfobaed Walls 

Meyer, R. E.: On the Structure of Supersonic Flow Ayes ots se 

OswatitscH, K., und Trerpet, I.: Die Pulsationen von Stossdiffusoren 

Oupakrt, A.: Couche limite tridimensionnelle . i 8 See se Cee 

Paul, W.: Zur Thermodynamik dissoziierter Gleichgew iteremiecee in ausseren 
Kraftfeldern . 


PLASKOWSKI, Z.: Einige Mloaatenieate von konisch ne eed Zylindleret in Uber- 
schallstr6mung . : : owe - 
RESLER jr., E. L., and SEARs, Ww. R: ee Carag hate Channal Fléw : 
Rossow, V. J.: On Magneto-Aerodynamic Boundary Layers . sade 
RotH-DEsMEULES, E., und SANGER, R.: Uber den Einfluss eines mit tee Hohe ver- 
anderlichen Winded auf die Flugbahn einer Rakete . 
Rott, N.: On the Viscous Core of a Line Vortex > gre eae : 
Roy, M: Remarques sur |’écoulement tourbillonnaire autour des ey en fl&che : 
RUDINGER, G.: The Reflection of Shock Waves from an Orifice at the End of a Duct 
RuTIsHAUSER, H.: Zur Bestimmung der Eigenwerte schiefsymmetrischer Matrizen 


SANGER, E.: Einige optische und kinematische Effekte in der interstellaren Raum- 
fahrt . 


Vol. IX b, 1958 Inhalt 


Saver, R.: Uberschallstromung um Rumpf- Fliigel-Anordnungen . é : 

SCHARDIN, H.: Ein Beispiel zur Verwendung des Stosswellenrohres fiir Probiags 
der instationaéren Gasdynamik . TE Wn do) ose, eee Cals ale Ae 

‘Scuipt, E.: Das Gleichgewicht eines Wasserringes mit freier Oberflache i in einem 
rotierenden HohlkG6rper . 5S ot ere ead es 

SCHULTZ-GRUNOwW, F.: Ein neues jeotopentrenrivertahres : 

SHAPIRO, A. H.: A Note on the Vorticity Downstream of a ore Shock ; 

SPANNHAKE, W.: Dimensionslose Theorie der isentropischen Gasstrémung durch 
Kreiselrader unter der Voraussetzung kleiner Breite und unendlicher Schaufel- 
Za MM OELOMIta CENTMEOIME) learns, ets 4s) eh a) Mel Ste WO ts carl ea wl oe 1 $e Se Sis 

STRSCHELETZKY, M.: Geschwindigkeitsverteilung in rotationssymmetrischen Drall- 
stromungen inkompressibler Fliissigkeiten . ee, 

Stuss1, F.: Zur Prandtlschen Membrananalogie der een é 4 ; : 

THEODORIDES, Pu.: Parallel Effects of Bulk Viscosity and Time Lag in Kinetiéa of 
Non-Monatomic Fluids 


TRAUPEL, W.: Theorie zur ean ee ace Weer tels bei “rut binasonttard ri 


Watz, A.: Naherungstheorien fiir die Berechnung von Str6mungsgrenzschichten . 

WENK, F.: Bewegung und Ansammlung von Ionen und sonstigen Schwebeteilchen 
in Wirbelstr6mungen . eee aia ce au 8 Fieesp a chtiih 

WESEE, J. R.: Ein Beitrag zur Untersuchung seiec fad ainbbetiger dreidimensio- 
naler Strémungsfelder in Turbomaschinen . ; Sue 

WINTERNITZ, F. A. L.: The Use of an Electronic Contes in Diffuser Beagieae 
Layer Investigations 

ZAND, ST. J.: Three Hundred ase of Vibration eitreatinie : 

ZIEGLER, H.: An Attempt to Generalize Onsager’s Principle, and its Sionifeaare 
for Rheological Problems aes : c ; mie 

ZIEREP, J.: Der senkrechte seg ee ae am einen Profil : 


* Ok O* 


SANGER, R.: Nachwort 


748 
764 


Ang 


os 4 “+ a . : s : ‘ol tied 

oy ot ‘ y r ee eee ed 
Sal Sri + livk-ce tat Gye feet ad all oan 
a A we a ’ : v meh ag adeongeg ls 


-y : 3) 
* : ' ¢ yi sy is 
aS tb ' — ; »! ; a . a” or ue | a iv eS aft > 


nee 


Lae : [ 
Da xe Sal is : — Vi 
ov we ha . i _ ; a diet? Leeda and i. oo ae 
a : . 
> F : 7 . a = } 4 s i a ; 
7 34 


eX. 


. 


Vol. IXb, 1958 9 


Jakob Ackeret 


«Werde, was du bist.» 


An Gliickwiinschen von nah und fern, an Zeichen aufrichtiger Verehrung 
und Dankbarkeit wird es JAkoB ACKERET am 17. Marz 1958 zur Feier seines 
60. Geburtstages nicht fehlen. Mit ganzem Herzen schliessen wir uns den 
Gratulanten an. Ein reiches Lebenswerk im Dienst der Wissenschaft und 
Technik liegt hinter ihm, der noch keineswegs gesonnen scheint, sich be- 
schaulicher Ruhe hinzugeben. 

Wenn ein wesentlicher Sinn des Lebens darin liegt, zu werden, wozu Anlage 
und inneres Gesetz uns bestimmt haben, so hat ACKERET diesen Ruf des 
Schicksals verstanden und in Treue seine Lebensaufgabe nach ihm ausgerichtet. 
Seine Welt war und blieb stets die Welt des wissenschaftlichen Denkens und 
der technischen Tat. Die Versenkung in die Wunder der Schépfung ist ihm 
angeborenes Bediirfnis; der Physik und ihren Meistern gehdért seine besondere 
Liebe. Und doch kennt er sehr wohl das Feld, wo um die Verwirklichung tech- 
nischer Gedanken gerungen wird — gerungen bis zum klaren Entscheid. «Es 
ist so wichtig, etwas Angefangenes wirklich fertigzumachen» — dies hérten 
wir mehrfach aus seinem Mund. Ihn reizt, was es noch nicht gibt, was aber 
kraft immanenter Moéglichkeiten einmal sein kénnte. Ein Gesprach mit 
ACKERET ist deshalb so reizvoll, weil seine technische Phantasie unersch6épflich 
scheint — aber nie verlasst sie den Boden der durch die Naturgesetze vorge- 
schriebenen Tatsachen. Wenn es um die Bemeisterung von Problemen geht, 
dann erwacht in ihm der Kampfer. 

Die ACKERET von Seuzach bei Winterthur tragen ihren Namen von einem 
uralten, heute verschwundenen Hof. Naturverbunden durch ihre bauerliche 
Tatigkeit, wurden sie mit der Zeit ein verzweigtes, tiichtiges Geschlecht. 
Jakos ACKERETS Grossvater hat noch mit eigener Hand das Land bestellt. 
Ein Winterthurer Chronist berichtet eingehend von einem rechtsgeschichtlich 
merkwiirdigen Raufhandel zwischen den ACKERET und den WIPF von Seuzach 
aus dem Spatherbst 1530. 

Im elterlichen Heim in Ziirich-Riesbach wuchs JAKOB ACKERET auf. Die 
Schlosserwerkstatt des Vaters war sein Tummelplatz. Zwischen Esse und Am- 
boss, bei Drehbanken und Maschinen wurde ihm das gestaltende Handwerk 
zum Jugenderlebnis, das ihn der Technik entgegenfiihrte. Zusammen mit der 
lieben Schwester wurden Staubs Bilderbiicher studiert, die damals sehr ver- 
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breitet waren. Lesen und Rechnen waren des jungen Schiilers grésste Freude. 
Spiiter gesellte sich dazu das eifrige Interesse fiir die Tier- und Pflanzenwelt, © 
fiir Heimatkunde, Geschichte und Geographie. Jugendbiicher wie Der gute 
Kamerad, Das Universum, Technik und Wissenschaft wurden zu seinen Lieb- 
lingen. Und wenn ihn dann JULES VERNES Schépfungen wie Von der Erde zum 
Mond, 20000 Meilen unterm Meer, Reise um die Erde in 80 Tagen in ihren Bann 
zogen, so war dies wohl nur zu verstandlich. 

Der Vater gab seine Einwilligung zum Besuch der Oberrealschule und dann 
der Eidgenéssischen Technischen Hochschule — wohl nicht leichten Herzens —, 
darauf verzichtend, in seinem Sohn dereinst einen Mitarbeiter und den Nach- 
folger im eigenen Betrieb zu erhalten. Das Studium bot keinerlei Schwierig- 
keiten. Seinen Lehrern und Kurskameraden blieb ACKERET auch spater in 
Anhanglichkeit verbunden. Die Diplompriifung an der Abteilung fiir Maschi- 
neningenieurwesen bestand er 1920 und wurde anschliessend Assistent bei 
Prof. StopoLA. STODOLAS fesselnde Pers6nlichkeit, seine hohe Auffassung vom 
Wesen der Wissenschaft und von der Sendung der Technik verfehlten ihren 
tiefen Eindruck auf den jungen ACKERET nicht. Der Ruf, den STODOLA ins- 
besondere auf dem Gebiete des Dampfturbinenbaues erlangt hatte, war ein 
tiberzeugender Beweis fiir den Erfolg der kritischen, theoretischen Betrach- 
tungsweise im Vergleich zu einseitiger Empirie. Aber die Anwendung und Er- 
probung des Neuen ist ein Ziel, das auf die Jugend stets eine besondere An- 
ziehungskraft ausiibt. So bot die Griindung der akademischen Gesellschaft 
fiir Flugwesen «AGIS» ACKERET die willkommene Gelegenheit, neben seiner 
Assistententatigkeit mit einem in voller Entwicklung begriffenen, technischen 
Zukunftsgebiet in nahe Beriihrung zu kommen. In diesen verheissungsvollen 
Strom hinein steuerte er sein Lebensschifflein. 

Im Herbst 1921 beschloss ACKERET auf STODOLAS Rat, in Géttingen weiter- 
zustudieren und sich auf dem Gebiet der Aerodynamik auszubilden. Es hatte 
keinen besseren Weg fiir ihn geben kénnen. Und doch war es keine Kleinig- 
keit, nach dem Ersten Weltkrieg in Deutschland zu leben. Das deutsche Staats- 
gefiige zeigte noch keinerlei Stabilitat; Entbehrungen waren an der Tages- 
ordnung. Aber Deutschland hatte an seinen alten Hochschulen den Geist der 
Wissenschaft durch die Fahrnisse der Zeiten hindurch gerettet. Gottingen mit 
seiner grossen Tradition war ein fruchtbarer Acker geistigen Lebens geblieben. 
Wo man stand und ging, in den Horsalen und den Korridoren, auf der Strasse 
und im eigenen Heim galt das Gesprich in erster Linie der Wissenschaft und 
ihren Problemen. In Lupwic PRANptL fand ACKERET den Lehrer, der ihm 
zum grossen Vorbild wurde. Nicht nur erfuhr er durch ihn eine ausgezeichnete 
Einfiihrung in das Gebiet der Aerodynamik, sondern er erhielt bald Gelegenheit, 
sich unter PRANDTL in der aerodynamischen Versuchsanstalt Géttingen zu be- 
tatigen. Nach einem Jahr, anlasslich des Wegganges von Dr. WIESELSBERGER, 
wurde er daselbst Abteilungsleiter; dies war ein vielversprechender Anfang. 
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Figur 1 


ACKERET auf dem Flugzeug « Hero» der «AGIS» (1921). 


Zunachst hatte er die Leitung der aerodynamischen Versuchsarbeiten inne. 
Zu den iiberraschenden Leistungen des jungen Maschineningenieurs gehérte 
hier unter anderem die Konstruktion eines Elektromotors zum Antrieb von 
Modellpropellern mit der sehr hohen Umdrehungszahl von 50000 Touren in 
der Minute. Von 1925 bis 1926 beschaftigten ihn dann vor allem Entwurf, Bau 
und Ausstattung des neuen Kaiser-Wilhelm-Institutes fiir Str6mungsforschung. 
Bereits 1926 konnte er mit den neuen Einrichtungen Untersuchungen durch- 
fiihren, die den Problemen der Gasdynamik und der Kavitation galten. 

Der G6ttinger Aufenthalt formte ACKERETS wissenschaftliche Persénlich- 
keit. In jener Zeit sammelte er den Schatz von Anregungen und Kenntnissen, 
durch welchen auf Jahre hinaus seine wissenschaftliche Tatigkeit bereichert 
wurde. 

Wir diirfen in diesem Zusammenhang auf den Beitrag von A. BETz, 
Ackeret in Gottingen, in dieser Festschrift hinweisen. Eine Reihe von Ver- 
6ffentlichungen legt Zeugnis ab von der Fruchtbarkeit der Géttinger Jahre, 
als deren Abschluss er uns den Abschnitt tiber Gasdynamik im Handbuch der 
Phystk (1927) schenkte. 

Nach 514jahriger Tatigkeit (1927) verliess ACKERET Géttingen, um die 
Stellung eines Chef-Hydraulikers bei der Escher Wyss AG in Ziirich zu tiber- 
nehmen. Die wichtige Aufgabe, das hydraulische Versuchswesen in dieser Firma 
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neu aufzubauen, hat ACKERET glanzend gelést. Wie wusste er seine Mitarbeiter : 
durch seinen Schwung mitzureissen; wie bewunderten sie sein Wissen und | 
seinen Ideenreichtum; wie oft wurde iiber der Arbeit die Nacht zum Tag! 
Und immer war er der Unermiidlichste von allen. Er konnte 1931 seinem Nach- 
folger, Dr. C. KELLER, eine wohlgeordnete und leistungsfahige Versuchsab- 
teilung tibergeben. 

1928 habilitierte ACKERET sich als Privatdozent an der Eidgendéssischen 
Technischen Hochschule. Seine Habilitationsschrift Der Luftwiderstand bet 
sehr grossen Geschwindigkeiten bedeutete nicht nur einen ausgezeichneten Uber- 
blick iiber den damaligen Stand des Fachgebietes, sondern geradezu ein Pro- _ 
gramm kiinftiger Forschung. Kennzeichnend ist auch hier ACKERETS Fahig- 
keit, im Einzelnen das Allgemeine zu sehen und die Probleme im Rahmen um- 
fassender Gesichtspunkte zu betrachten. Fiir ihn stand fest, dass die Ge- 
schwindigkeiten der Flugzeuge noch weiter wachsen -wiirden und dass der 
Aerodynamik héchster Geschwindigkeiten die Zukunft gehdre. Liebenswiirdig 
ist der Kranz, den er dem hochverdienten Physiker Ernst Macu widmet. Er 
sagt: «In der Aerodynamik héherer Geschwindigkeiten tritt das Verhaltnis 
v/a dauernd auf (v = Geschwindigkeit des betrachteten Kérpers bzw. der 
Luftstrémung, a = Schallgeschwindigkeit). Es empfiehlt sich deshalb, eine 
abkiirzende Bezeichnung einzufiihren. Da der bekannte Physiker ERNST 
Macu auf unserem Gebiete die grundlegende Bedeutung dieses Verhdaltnisses 
besonders klar erkannt und durch geniale experimentelle Methoden bestatigt 
hat, scheint es mir sehr berechtigt, v/a als Machsche Zahl zu bezeichnen.» Seit- 
her ist der Ausdruck «Machsche Zahl» in die gesamte Fachliteratur bis zur 
popularen Darstellung eingedrungen. 

Was andern ein Endziel wissenschaftlicher Bestrebungen bedeuten kann, 
nadmlich das erfolgreiche Ablegen der Doktorpriifung, ist fiir ACKERET eine 
Angelegenheit, die mehr oder weniger nebenbei erledigt wird, «...weil-es doch 
einmal so sein soll!» Eine Studie tiber Kavitation wird als Promotionsarbeit 
eingereicht und bringt ihm den Titel. Die Berufung zum ausserordentlichen 
Professor fiir Aerodynamik an die ETH erfolgt 1931 und zum ordentlichen 
Professor daselbst 1934, unter gleichzeitiger Ernennung zum Vorstand des 
neugegriindeten Institutes fiir Aerodynamik. Dies veranlasst zu haben, war 
eines der Verdienste des damaligen Schulratsprasidenten Roun. Der rechte 
Mann war nun am rechten Platz, Eine Zeit angespanntester Tatigkeit, aber 
auch schonster Erfolge, beginnt. 

Der Bau des ersten grossen Uberschallkanals mit kontinuierlichem Betrieb 
1933/34 erregte in der Fachwelt berechtigtes Aufsehen. Er wurde zum Vorbild 
ahnlicher Anlagen im Ausland. Seine Verwendungsméglichkeit beschrankte 
sich nicht nur auf Messungen an Flugzeugmodellen, sondern er war von An- 
fang an auch fiir Untersuchungen auf dem Gebiete der Ballistik sowie des 
Dampf- und Gasturbinenbaues geplant. ACKERET hat dariiber und iiber sein 


Vol. IXb, 1958 Jakob Ackeret 


Figur 2 
ACKERET in Géttingen (1924) bei einem aerodynamischen Versuch 
(rotierender Zylinder). 


\ 
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Institut im allgemeinen ausfiihrlich in der Schweizerischen Bauzeitung (Bd. _ 
111, Nr. 7/8, S. 73) und in den « Mitteilungen aus dem Institut fiir Aerodynamik 
an der ETH» (Nr. 8, 1943) berichtet. 

Das Institut wurde zum Anziehungspunkt begabter junger Ingenieure, die 
hier ihre wissenschaftliche Ausbildung erweiterten und abschlossen und die 
berufen waren, spater der Wissenschaft und der Technik ausgezeichnete Dien- 
ste zu leisten. Ein Stab bewahrter Mitarbeiter bildete sich heran und wurde 
zum Kern der anerkannten Leistungsfahigkeit des aerodynamischen Insti- 
tutes. Bei der Bewertung der Erfolge ist nicht zu vergessen, dass sich dieses 
Institut nicht auf eine grosse Spezialindustrie stiitzen konnte, wie dies im 
Ausland der Fall ist. Zahlreiche Verdffentlichungen wurden zum dusseren 
Spiegelbild intensivster interner Tatigkeit. Es erschienen: aus dem Gebiete der 
Strémungslehre Arbeiten tiber Kavitation, Grenzschicht-Absaugung und 
Winddruck auf Gebaude; aus dem Gebiete der Strémungsmaschinen Arbeiten 
iiber Gittertheorie, Ahnlichkeitstheorie, Kaplan-Turbinen, Luftschrauben, 
Gasturbinen, Windrader, Axialverdichter; aus dem Gebiete der Aerodynamik 
hoher Geschwindigkeiten Arbeiten tiber Gasdynamik, Luftkrafte auf Fligel, 
Grenzschichten bei kompressibler Strémung und Raketentheorie. Es ist 
schwer, in Ktirze einzelnes hervorzuheben, doch seien der Verstellpropeller 
und die Ackeret-Keller-Gasturbine besonders erwahnt. Letztere wurde von 
der Escher Wyss AG gebaut und nach ihrer Vollendung im Januar 1945 einer 
grdésseren Anzahl geladener Gaste vorgefihrt. 

Sich selber treu, hat ACKERET die moderne Entwicklung der Aerodynamik 
nicht nur verfolgt, sondern auch massgebend beeinflusst. Zu erwahnen ist in 
diesem Zusammenhang seine grundlegende Arbeit Zur Theorie der Raketen 
(Helv. Phys. Acta 7946, 103). Damit war letzten Endes der Schritt zu den 
Fragen der Weltraumfahrt getan. Der Folgerichtigkeit dieses Schrittes ver- 
mochte sich ACKERETS unvoreingenommenes Denken nicht zu entziehen, und 
so sehen wir ihn 1953 in Ziirich den vierten Kongress der Internationalen 
Astronautischen Féderation eréffnen. Ihm war es um die Diskussion der vielen 
weitgespannten, noch schwebenden Probleme zu tun. Als eine ehrenvolle An- 
erkennung wurde ihm die Einladung zu einer Vortragsreise in den USA zuteil, 
wo auch eine Reihe seiner ehemaligen Schiiler und Mitarbeiter erfolgreich tatig 
sind. Sechs Vortrage hatte er mit Sorgfalt vorbereitet; vierundzwanzig Vor- 
trage hat er im Laufe von vier Wochen im gesamten Gebiet der USA gehalten. 
Dazu kamen noch die vielen Besprechungen und Besichtigungen. Man muss 
zum Stamm der ACKERET von Seuzach gehéren, um einer solchen Belastung 
gewachsen zu sein. 

Fiir ACKERET ist die Technik ein Stiick und Bestandteil des Lebens, ein- 
gebettet in den Strom einer machtigen Entwicklung. Daher lasst sich fiir ihn 
das Verstandnis der Technik nicht vom Wissen um den geschichtlichen Werde- 
gang trennen. Seine Verehrung fiir die grossen Meister legt davon Zeugnis ab. 
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Als Max PLANCK 1947 die Augen fiir immer schloss, erinnerte er die Ingenieur- 

-welt daran, von welcher Bedeutung Prancxs Entdeckung des universellen 
Wirkungsquantums heute und fiir alle Zukunft fiir die Technik ist [Schweiz. 
_ Bauztg. 65, 651 (1947)]. Es war das Gegebene, in der Herausgabe von LEon- 
“HARD Evers Gesamtwerk die Redaktion des Abschnittes tiber die hydro- 
dynamischen Arbeiten dieses grossen Mathematikers ACKERET anzuvertrauen. 
Die Vorrede, die er schrieb, zeugt von tiefem Eindringen in die Aufgabe. 
Evers Kunst der Analyse lasst er die volle Wiirdigung zukommen. Bemer- 
kenswert ist aber auch seine Anerkennung intuitiver Begabung; so sagt er 
uber den Zimmermann Rennequin Sualem aus der Zeit Ludwigs XIV: « Hier 
erkennt man die grosse Bedeutung der Beobachtung. Auch wenn sie nicht 
rationell verstanden wird, weckt sie doch die tief verborgenen mechanischen 
Instinkte und gibt, verbunden mit Phantasie, den Weg frei zur Uberwindung 
von Schwierigkeiten. » 

Als eine Frucht dieser Beschaftigung ergab sich die Nachbildung einer 
Wasserturbine, mafstablich genau nach den Eulerschen Vorschlagen (1754) ; 
die Ausfiihrung itibernahm die Escher Wyss AG im hundertsten Jahr ihres 
Turbinenbaues (1944). Dariiber sowie iiber die Messergebnisse hat ACKERET 
eingehend berichtet [Schweiz. Bauztg. 723, Nr. 1, 2 (1944)]. Er bemerkt dabei 
liber EULER: «Wo immer er eine Méglichkeit einer rationellen Behandlung sah, 
egriff er zu, und dadurch, dass er sich nicht durch den primitiven Zustand der 
damaligen Technologie entmutigen liess, fand er ganz neue Zusammenhange 
und Beziehungen und kam zu Vorschlagen, die zu seiner Zeit wohl unausfiihr- 
bar waren, im Laufe der nachsten zwei Jahrhunderte aber schliesslich zum All- 
gemeingut der Technik wurden.» Dies klingt wie ein Leitmotiv in ACKERETS 
eigener Tatigkeit. 

JAkoB ACKERET hat den Sinn fiir schweizerische Eigenart stets bewahrt. 
Es bedeutete fiir ihn eine hohe Befriedigung, wenn er seinem Land dienen 
konnte; nie entzog er sich einer Verpflichtung, die im allgemeinen Interesse lag 
und die seine besondere Mitwirkung erforderte. So wurde er 1943 Mitglied der 
Eidgenéssischen Kommission fiir militarische Flugzeugbeschaffung, die er von 
1950 an prasidierte. Seine Verdienste um die Zusammenarbeit mit der Kriegs- 
technischen Abteilung des EMD sind in einem besonderen Beitrag aus der 
Feder von Oberst VON WATTENWYLI gewiirdigt. Ein gliicklicher Wurf war die 
Griindung der Studienkommission fiir Luftfahrt an der ETH, die ACKERET 
vorbildlich organisierte und deren erster Prasident er war; die Forschung an 
der ETH hat er dadurch wesentlich geférdert. Er ist auch Mitglied der Kom- 
mission der Schweizerischen Kriegstechnischen Gesellschaft, wo seine Erfah- 
rung und sein Rat Gewicht besitzen. Ferner finden wir ihn in der Eidgendssi- 
schen Kommission zum Studium der Hagelbildung und Hagelabwehr; hier 
waren es die wissenschaftlichen Probleme, die ihn fesselten, wie er tiberhaupt 
der Meteorologie viel Interesse schenkt. 
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ACKERET sorgte dafiir, dass seine Veréffentlichungen und diejenigen seiner 
Mitarbeiter nach Méglichkeit in der Schweiz erschienen. Die Entwicklung der 
«Helvetica Physica Acta» verfolgte er mit grossem Interesse; gerne hatte er 
hier eine vermehrte Beriicksichtigung der angewandten Physik gesehen. Die 
Mitgliedschaft in der Redaktionskommission der «Zeitschrift fiir angewandte 
Mathematik und Physik» ist ihm ein wichtiges Anliegen. Lebhaft befiirwortete 
er vor einer Reihe von Jahren die Griindung einer Sektion fiir angewandte 
Physik innerhalb der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft und tiber- 
nahm spater pers6nlich das Sekretariat dieser Sektion, um ihr zu vermehrter 
Aktivitat zu verhelfen. 

Nach Ehren hat ACKERET nie gestrebt; Gewinn war ihm nie wesentlich. 
Wie sehr die Fachwelt des In- und Auslandes ihn schatzt, wissen wir alle. Zahl- 
reiche Auszeichnungen und Ehren legen davon Zeugnis ab. Mége die vorliegen- 
de Festschrift unter den Zeichen der Verbundenheit und Anerkennung einen 
besonders schénen Platz einnehmen. Seinen Schiilern ist ACKERET ein Vor- 
bild, seinen Kollegen ein Freund, dem Vaterland ein treuer Sohn und der 
Wissenschaft ein unermiidlicher Diener. In diesem Dienst hat er sich oft zu- 
viel zugemutet und musste ein Ubermass an Arbeit wiederholt durch das 
Krankenlager biissen. Auch ersparte ihm das Leben Schwerstes nicht. Aber 
gerade auch deshalb verehren und lieben wir ihn. Und wenn wir ihm danken 
und ihm Gliick wiinschen, so schliessen wir in Dank und Gliickwunsch auch ~ 
seine nachsten Angehérigen ein, die ihm so eng verbunden sind. Mége ihm 
und den Seinen Gesundheit und langes Leben beschieden sein! 

FRANZ TANK 
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Professor Dr. sc. techn. Jakob Ackeret 
und die schweizerische Maschinenindustrie 


Von Hans GycI, Ziirich?) 


Seien wir froh, dass es Geburtstage gibt. Sie dienen uns als willkommener 
Anlass und geeigneter Rahmen, um Freunden oder Mitarbeitern gegentiber 
jenen Dank auszusprechen, den wir im stillen schon lange fiir sie hegen, so 
auch heute, am 60. Geburtstag von Prof. Dr. sc. techn. JAKOB ACKERET, dem 
langjahrigen Freund unserer Firma und hochverdienten Forderer des schweize- 
rischen Maschinenbaues. Wir gratulieren dem Jubilar zum Abschluss des sech- 
sten Jahrzehntes, und wir danken ihm fiir all die fruchtbare Forschertatigkeit 
und all die padagogischen Miihen, mit denen diese sechzig Jahre bis zam Rande 
angefiillt waren und die unserem Wirtschaftszweig sichern Gewinn brachten. 
ACKERET begniigte sich jedoch nicht damit, die technische Entwicklung durch 
originelle und geistreiche Theorien zu unterstiitzen, er nahm auch stets regen 
Anteil an der Realisierung seiner Ideen. Was dies alles fiir die gesamtschweize- 
rische Wirtschaft zu bedeuten hat, ist uns wohl bewusst. 

Unser Land verfiigt weder iiber nennenswerte Bodenschatze noch tiber 
gentigend agrarische Reserven. Kénnten wir diesen Mangel nicht durch indu- 
striellen Fleiss ausgleichen, so wiirde sich unser heutiger Lebensstandard kaum 
merklich von demjenigen der alten Eidgenossen unterscheiden. 

In Wirklichkeit aber zahlt die Schweiz, das ehemalige typische Bauernland, 
heute nicht nur zu den am meisten industrialisierten, sondern auch zu den in 
zivilisatorischer Hinsicht am weitesten fortgeschrittenen Staaten der Welt. Da 
sich der Umschwung jedoch rasch und ohne schwerwiegende Revolutions- 
erscheinungen vollzogen hat, ist er bis heute noch nicht iiberall ins Volks- 
bewusstsein eingedrungen. 

Die nachstehenden, dem Statistischen Jahrbuch der Schweiz, Ausgabe 
1955, entnommenen Zahlen veranschaulichen eindriicklich die industrielle 
Entwicklung: 


| 1888 | 1910 1930 | 1950 
Total Berufstitige | 1 304 834 | 1783 195 1 942 626 | 2 155 656 


In diesen Zahlen sind enthalten: 


Berufstatige 
im Land- und Forstwesen 488 530 477118 413 336 355 427 
in Industrie und Handwerk 539 856 805 148 852 371 998 041 


ee ee ee ee ee || 


1) Escher Wyss AG. 
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Der Maschinen- und Apparatebau einschliesslich der Fahrzeug-, Eisen- und 
Stahlwarenproduktion hat sich besonders stark entwickelt: 


| 1888 | 1910 | 1930 | 1950 
| Berufstatige 37 567 99 238 172 226 | 266 305 


Die Exportsummen der Maschinen- und Apparatefabriken zeigen entsprechend 
grosse Zunahmen: 


1900 | 1925 | 1950 | 1955 | 1956 


Ausfuhr des Maschinen- und 
Apparatebaues in Millionen 
Franken 


61 | 346 1230 | 1833 


Bei den obigen Exportsummen sind die Werte fiir die Jahre 1900 und 1925 
friiheren Statistischen Jahrbiichern entnommen. Bei der Beurteilung der 
Exportsummen ist zu beriicksichtigen, dass der Kaufwert des Frankens be- 
trachtlich gesunken ist. Der Grosshandelsindex ist beispielsweise heute etwa 
zweimal hoéher als zu Beginn des Zweiten Weltkrieges. Anderseits darf ange- 
nommen werden, dass die effektiven Produktionszahlen der Maschinen- und 
Apparateindustrie etwa 25% héher liegen als die Exportbetrage. 

In der Héhe der Ausfuhrbetrége folgen die Uhren- und die chemischen 
Industrien, die zusammen iiber 100000 Leuten Arbeit und Brot geben und die 
im Jahr 1955 eine Ausfuhr von 1077 und 923 Millionen Franken aufwiesen. 
An vierter Stelle unter den Industrien finden wir die Textilbranche mit einem 
Export fiir das Jahr 1955 von 884 Millionen Franken. Der vor allem im Aus- 
land viel zitierte schweizerische Fremdenverkehr spielt in unserem Wirtschafts- 
leben wohl eine wichtige, aber keine entscheidende Rolle. Heute betragen die 
von ihm erzielten’ Umsatze etwa 1 Milliarde Schweizer Franken. 

Diese niichterne Zahlenaufstellung und die erganzenden Bemerkungen 
zeigen drastisch den Aufstieg der Maschinenindustrie in den vergangenen 
Jahrzehnten. Derartige Entwicklungen sind nur méglich, wenn starke und 
iiberlegene Krafte am Werk sind. Zu beachten ist im weiteren, dass einige Pro- 
dukte der schweizerischen Maschinenindustrie, wie zum Beispiel die Dampf- 
turbinen, praktisch iiberhaupt keinen «home market» haben. Es mag dies wie 
ein nationaldkonomisches Wunder erscheinen, sprachen doch alle dusseren 
Umstande gegen eine solche Entwicklung. Wenn unsere Industrie erfolgreich 
auf dem Weltmarkt konkurrieren kann, so nur dank dem Umstand, dass sie, 
bei konkurrenzfahigen Preisen und bei gleichen Lieferbedingungen, héhere 
Qualitat der Produkte zu bieten vermag. Voraussetzungen dieser Qualitat aber 
sind ein tatkraftiges Unternehmertum, ein gut geschulter technischer Stab, 
ein tiichtiger Arbeiterstand sowie die erfolgreiche Forschertatigkeit wissen- 
schaftlicher Institute. Im Dampfturbinenbau beispielsweise hatte die Schweiz 
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wohl niemals eine fiithrende Stellung erringen kénnen, ohne das Wirken von | 
AUREL STODOLA. Und sie wiirde ihre Spitzenstellung bald eingebiisst haben, — 
hatte Professor StropoLa nicht wiirdige Nachfolger gefunden, die heute seine 
Werke weiterfiihren, erginzen und vollenden. 

Zu den prominentesten Nachfolgern Sroporas gehért unser Jubilar, der 
nach Abschluss seiner Studien an der Eidgenéssischen Technischen Hochschule 
zwei Jahre lang Assistent des hervorragenden Lehrers und Forschers war. 
Spater kam ACKERET ans Kaiser-Wilhelm-Institut in Géttingen zu LUDWIG 
PRANDTL und erhielt dort eine glanzende Einfiihrung in die damals noch sehr 
junge Aerodynamik. Die Erfahrungen und Erkenntnisse der Géttinger Zeit 
sollten fiir seine spatere Karriere bestimmend sein. 

Wieder zuriick in Ziirich, tibernahm ACKERET die Leitung des hydrauli- 
schen Labors der Firma Escher Wyss, wo er sogleich eine tiberaus fruchtbare 
Tatigkeit entfaltete. In dieser Zeit standen die Vorschlage von KAPLAN fiir 
raschlaufende, propellerartige Wasserturbinen im Mittelpunkt der Diskussionen 
unter den Hydraulikern. ACKERET wandte die Ergebnisse der Tragfliigeltheo- 
rie konsequent auf Berechnung und Bau dieser neuen Maschinengattung an 
und erreichte, dass schon die ersten Grossausfiihrungen erfolgreich waren. 
Uber das Wesen der Kavitationsphanomene, die bei raschlaufenden hydrau- 
lischen Maschinen einen entscheidenden Einfluss auf deren Gestaltung und 
ihren Anwendungsbereich haben, fiihrten er und seine Schiiler grundlegende 
Versuche und Studien durch. Er tibertrug als erster und in konsequenter Weise 
die neugewonnenen aerodynamischen Erkenntnisse auf die Praxis und stellte 
damit den Strémungsmaschinenbau auf eine neue Basis. Die alten, umstand- 
lichen Versuchsmethoden mussten leicht iiberwachbaren Modellversuchen 
weichen. Gleichzeitig wurden die viel kompliziertere Messeinrichtungen erfor- 
dernden Medien Wasser und Dampf durch Luft ersetzt, ein Vorgehen, das erst 
seit dem Bekanntwerden der Ahnlichkeitsgesetze méglich wurde. Der Erfolg 
blieb nicht aus. Auf Grund der neuen Untersuchungsmethoden konnte die 
Formgebung von Schaufeln und Kanilen bald entscheidend verbessert werden, 
und die Wirkungsgrade der Str6mungsmaschinen stiegen. Unter diesen Um- 
standen kann es nicht verwundern, dass sich die von ACKERET entwickelte 
aerodynamische Versuchsmethode rasch iiberall einfithrte und heute eigentlich 
als Selbstverstandlichkeit gilt. Eine grdéssere Anerkennung fiir den praktischen 
und originellen Geist ihres Schépfers ware kaum denkbar. 

Im Jahre 1934 ernannte die ETH in Zirich ACKERET zum ordentlichen 
Professor fiir Aerodynamik. Fortan konnte der Jubilar bei der Ausbildung junger 
Ingenieure auch seine pddagogischen Talente voll zur Anwendung bringen 
und damit der schweizerischen Maschinenindustrie einen weiteren Dienst er- 
weisen. Die lebendigen, oft brillanten Vorlesungen von ACKERET sind vielen 
ETH-Absolventen in bester Erinnerung; auch haben sie schon manchen Stu- 
denten zu eigener Gestaltung und selbstandiger Forschungsarbeit angeregt. 
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ACKERET weiss eben aus eigener Anschauung, was die Industrie von ihren 
Ingenieuren verlangt. 

Die anstrengende akademische Lehrtatigkeit konnte unseren Jubilar nicht 
davon abhalten, auch weiterhin in engem Kontakt mit der Praxis zu bleiben, 
Neues zu ergriinden und Neues zu verwirklichen. Von den zahlreichen Er- 
findungen, mit denen er sich eingehend beschaftigte, seien hier jedoch nur die- 
jenigen erwahnt, die in unserer Firma realisiert wurden. 

Der Verstellpropeller fiir Schiffe entstand auf Grund aerodynamischer 
Modellversuche und fand erstmals Anwendung beim Motorschiff «Etzel» auf 
dem Ziirichsee. Dabei bewdhrte er sich so gut, dass unmittelbar nach seiner 
Inbetriebnahme neue Bestellungen einliefen, darunter auch solche fiir Schlep- 
per und Tanker. Auch konnte mit der weltbekannten schottischen Werft John 
Brown ein Lizenzabkommen getroffen werden. Dank diesem neuartigen Pro- 
peller lassen sich die Schiffe rascher und leichter manévrieren, ein Vorzug, der 
im Hinblick auf die wirtschaftliche Nutzung der Hafen und der Docks von 
grosser Bedeutung ist. 

Neben dem Verstellpropeller fiir Schiffe entstand auf Anregung von ACKE- 
RET ein hydraulisch betatigter Verstellpropeller fiir Flugzeuge, der als erster 
seiner Art die Landebremsung erméglichte. Er wurde wahrend des Zweiten 
Weltkrieges von der schweizerischen Armee gekauft und viel gebraucht. Dabei 
erfiillte auch er alle in ihn gesetzten Hoffnungen. Wenn der Verstellpropeller 
sich trotzdem in der Aviatik nicht durchsetzen wird, so weil die zunehmende 
Einfiihrung des Diisenflugzeuges ihn mehr und mehr iiberfliissig macht. 

Ganz anders das Axialgeblase. Dieses war im Prinzip zwar bereits bekannt, 
hingegen blieb es ACKERET vorbehalten, das Axialgeblase mit Hilfe der aero- 
dynamischen Erkenntnisse theoretisch exakt zu erforschen, womit er seine 
Einfiihrung in die Praxis gefordert hat. Das Axialgeblase eignet sich vor allem 
dort, wo grosse Volumen geférdert werden miissen, ferner findet es bei der 
Gasturbine Anwendung. 

Die aufsehenerregendste Erfindung von ACKERET ist wahrscheinlich die 
Gasturbine mit geschlossenem Kreislauf, die er in Zusammenarbeit mit CURT 
KELLER entwickelte (Schweizer Patent Nr. 189724). Der geschlossene Kreis- 
lauf erméglicht es, durch blosse Druckpegelanderung eine Leistungsanderung 
herbeizufiihren, so dass die volumetrische Beaufschlagung beinahe gleich bleibt 
und der Wirkungsgrad nur wenig absinkt. Vorteilhaft an dieser Bauart sind 
auch ihre relative Kleinheit sowie vor allem ihr indirektes Beheizungssystem. 
Dank dieser ist die Brennstoffwahl praktisch frei: es kommt auf jeden Fall nur 
reines Gas mit der Schaufelung in Beriihrung, so dass eine Verschmutzung aus- 
zeschlossen erscheint. Von den verschiedenen bereits in Betrieb stehenden 
Gasturbinen sei hier nur die mit Kohlenstaub gefeuerte Anlage in Ravensburg 
srwahnt. Wie gross das Interesse an der originellen, véllig neuartigen Kraft- 
maschine ist, zeigen zahlreiche Lizenzvertrage mit bedeutenden Industrie- 
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unternehmen in Deutschland, England, den USA und in Japan. Endlich bietet 
der geschlossene Kreislauf auch im Hinblick auf die Ausniitzung der Atom- 
kernenergie aussichtsreiche Méglichkeiten. 

ACKERET machte sich im weiteren auch verdient durch seine Untersuchun- 
gen von flugtechnischen Fragen, so besonders Fliigelprofilen, Profilgittern, und 
zwar auch fiir Uberschallgeschwindigkeiten, Stossvorgange usw., der Wirkung 
von Luftkraften auf Bauwerke, des Raketenantriebes und vielem anderem. 
Er erklarte den Einsturz der Tacoma-Briicke in.den Vereinigten Staaten, er 
priifte mit den neuesten Methoden das Eulersche Wasserrad und die Heissluft- 
maschine von Ericsson. Ja er soll einst sogar eine ausgestopfte Méve auf ihre 
aerodynamischen Qualitaéten hin untersucht haben. Nicht nur das von unserem 
Jubilar vorgetragene Fach, auch sein Temperament ist von dynamischer Art. 

Die wissenschaftlichen Publikationen von ACKERET haben das erste Hun- 
dert bereits tiberschritten. Viele von ihnen fanden internationale Anerkennung, 
auch wurde ihr Autor in der Schweiz, in Osterreich, Italien, Deutschland und 
in den Vereinigten Staaten mit verschiedenen akademischen Ehrungen be- 
dacht. 

«Das Wesentliche fiir den produktiven Techniker (oder Ingenieur) ist der 
Wille zur Gestaltung», schreibt THEODOR Boveri in einem Aufsatz Uber die 
Erziehung zum Ingenieur. Zam technischen Fortschritt braucht es also nicht 
nur wissenschaftliche Erkenntnisse, sondern ebensosehr schépferische Intui- 
tion und handwerklich-praktisches Verstandnis. Bei ACKERET erscheinen alle 
diese drei Elemente in gliicklicher Weise vereint. Im biirgerlich-handwerk- 
lichen Milieu seines Elternhauses, an den Drehbanken des Vaters lernte er den 
Sinn fiir Prazision, Verantwortung und Realitat. Als Gelehrter verlor er sich 
deshalb nie in den Wolken der schénen Spekulationen, sondern er blieb sich 
stets der 6konomisch bedingten Begrenzungen sowie der wirtschaftlichen Not- 
wendigkeiten bewusst. Gepaart mit diesem typisch schweizerischen Realismus 
sind bei ACKERET eine spriihende schépferische Gestaltungsgabe und ein 
kristallklarer wissenschaftlicher Verstand, der es ihm erlaubt, die Probleme 
bis auf den Grund zu durchleuchten. Diese héchst seltene Kombination von 
sich widersprechenden Eigenschaften lassen ACKERET berufen erscheinen, 
jener Spaltung von Theorie und Praxis, die sowohl die Industrie als auch die 
Forschung bedroht, mit Erfolg entgegenzutreten. Er erinnert die Wissenschaft 
daran, dass sie unter ihren Formeln nicht die solide Basis der Realitat ver- 
lieren darf, und er tragt das Seine dazu bei, dass die Industrie nicht in Routine 
erstarrt. ACKERET erfiillt damit tiber seine akademische Lehr- und Forscher- 
tatigkeit hinaus eine wertvolle Vermittlerrolle, fiir die wir ihm zu grossem Dank 
verpflichtet sind. Wir hoffen, dass es dem Jubilar vergénnt sein mége, seine 
gewichtige Mission noch lange und stets erfolgreich zu erfiillen. 


“Vol. IXb, 1958 31 


Professor Ackeret und die Landesverteidigung 


Von RENE von WaTTENWYL, Bern!) 


Die Zeiten sind vorbei, wo die Wichtigkeit einer Persénlichkeit fiir die Lan- 
desverteidigung am militérischen Rang und Gradabzeichen erkannt werden 
kann. Was es heute braucht, um Armee und Riistung auf der Héhe der Erfor- 
dernisse zu halten, sind — neben militaérischen Fiihrern — Manner, welche nach 
Intelligenz, Kénnen und Einstellung berufen sind, die Machte der Wissen- 
schaft und der Technik der Verteidigung des Vaterlandes dienstbar zu machen. 

Nach Gesetz ist die Allgemeine Wehrpflicht auf die kérperliche, militarische 
Dienstleistung jedes Wehrfahigen beschrankt. Kein Gesetz verlangt, dass auch 
die geistigen Gaben jedes einzelnen der Landesverteidigung dienstbar gemacht 
werden miissen. Freiwilligkeit ist der Grundsatz, der die geistige Dienstleistung 

-ausserhalb der Armee beherrscht. 

Es ist ein grosses Gliick fiir unser Land, dass wir tiber eine im Verhiltnis 
zur Einwohnerzahl grosse Anzahl von Mannern verfiigen die, im Besitze aus- 
gezeichneter wissenschaftlicher und technischer Fahigkeiten, bereit sind, diese 
ohne Ehrenkleid und ohne Gradabzeichen voll und ganz in den Dienst des 
Landes zu stellen. JAKOB ACKERET ist einer der Hervorragendsten unter ihnen. 

Obgleich nicht Offizier, bekundete ACKERET schon in jungen Jahren ein 
waches Interesse fiir die militarische Seite der Wissensgebiete, denen er beruf- 
lich am nachsten stand. Friihzeitig nahmen die militarischen Behdrden seinen 
Rat fiir Fragen des Flugmaterials und der Ballistik in Anspruch. ACKERET war 
ein weit tiber die Landesgrenzen hinaus bekannter, fiihrender Aerodynamiker, 
als im Jahre 1943 die unter der Abkiirzung KMF bekannte Kommission fiir 
militarische Flugzeugbeschaffung gegriindet wurde. Es war gegeben, ihn um 
seine Mitarbeit in dieser Kommission zu ersuchen. Von der Griindung an war 
er ohne Unterbruch eines der einflussreichsten Mitglieder dieses Gremiums. 

Die Mitgliedschaft bei der Kommission fiir militaérische Flugzeugbeschaf- 
fung ist keine Sinekure. Unter den zahlreichen militarischen Fachkommissionen 
gibt es wenige, welche mit der gleichen Intensitaét, aber auch mit der gleichen 
Griindlichkeit die ihnen obliegenden Aufgaben behandeln.. Zusammengesetzt 
aus Vertretern der Fliegertruppe, des Generalstabes, der Wissenschaft, der 
Industrie und der Kriegstechnik, bildet sie das zentrale Planungs- und Begut- 
achtungsorgan fiir alle Fragen des militérischen Flugmaterials. Wenn sie auch 


1) Kriegstechnische Abteilung des EMD. 
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keine Entscheide zu fallen hat — diese sind der Landesverteidigungskommission 
und den politischen Organen vorbehalten -, so lastet doch eine schwere Verant- 
wortung auf ihr und das umso mehr, als das Flugzeuggebiet mehr als fast 
jeder andere Teil der Riistungsfrage die Offentlichkeit im Banne halt und 
Gegenstand lebhaftester Anteilnahme des souverdnen Volkes ist. 

Freilich besteht die Aufgabe dieser Kommission nicht in der militaérischen 
Zielsetzung. Dies ist niemals Sache der Kriegstechniker. Wie aber ein von der 
militarischen Fiihrung gestecktes Ziel materiell unter den giinstigsten Bedin- 
gungen erreicht werden kann, diese Frage erfordert Uberlegungen wissen- 
schaftlicher, technischer und wirtschaftlicher Art, die iiber das rein militarische 
Wissensgebiet bei weitem hinausreichen. Zur richtigen Beurteilung solcher 
schwerwiegender Fragen braucht es Fachleute ersten Ranges von der Art 
ACKERETS. 

Unter den zahlreichen konkreten Problemen, welche der KMF wahrend der 
Amtszeit von Prof. ACKERET zugewiesen wurden oder ihr heute noch obliegen, 
seien nur einige erwahnt: 

Welches Vertrauen konnte man am Ende des Zweiten Weltkrieges dem 
Gasturbinenantrieb bei Flugzeugen entgegenbringen? War ein rascher Uber- 
gang auf Flugzeuge mit Diisentriebwerken, wie zum Beispiel die Vampire, 
gerechtfertigt ? Sollte die Eigenentwicklung von Flugzeugen in der Schweiz 
eingestellt werden, oder war es richtig, sie weiterzufiihren ? Soll die Entwick- 
lung in kleinen Schritten vorangehen, auf die Gefahr, nach Fertigstellung etwas 
schon Veraltetes zu besitzen, oder durfte man sich zu revolutionaren Projekten 
entschliessen mit allen Risiken, welche diese einschliessen ? Wo ist das richtige 
Mass? Soll die Fabrikation von Flugzeugen im Inland weitergefiihrt werden, 
oder muss sie endgiiltig den GroBstaaten iiberlassen werden? Welches Ver- 
trauen verdienen sensationelle Ankiindigungen neuen Materials in Zeitschrif- 
ten? Wann ist der Augenblick gekommen, um eine in die Hunderte von Mil- 
lionen Franken gehende Bestellung aufzugeben ? 

Man ermisst die Schwere der Verantwortungslast derjenigen, welche dazu 
berufen sind, auf solche Fragen zu antworten. ACKERET hat sich dieser Ver- 
antwortung nie entzogen und tragt seit tiber 12 Jahren tapfer seinen Teil, un- 
bekiimmert um die nie zu vermeidende unsachliche Kritik. Gespannt hért man 
an den Sitzungen auf seine Meinung. Mass, verntinftiges Mass in allem, ist 
dasjenige, was aus seinen Voten klingt; Besonnenheit und Ruhe gewinnt 
das Auditorium, wenn er spricht. 

Als Ende 1950 der verdiente Vorsitzende der KMF, Oberst ALFRED BUcui, 
aus Altersgriinden sein Amt niederlegte, wurde JAKoB ACKERET zur allgemei- 
nen Genugtuung zum Prasidenten ernannt, womit wohl zum erstenmal ein 
Zivilist an eine so bedeutende Stellung im Militardepartement gelangte. Damit 
wurde das Mass seiner Verantwortung bei der Vorbereitung der Ristungsarbeit 
noch einmal erhéht. Die militarischen Behérden bringen ihm Vertrauen ent- 
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gegen und sind ihm dankbar fiir seine auf dem ungeschriebenen Gesetz der 


Wehrpflicht von Intelligenz und Tiichtigkeit beruhende Arbeit im Dienste 


der Landesverteidigung. 

Mit der Tatigkeit in der Kommission fiir militaérische Flugzeugbeschaffung 
ist aber die Arbeit von ACKERET fiir die Landesverteidigung keineswegs er- 
schépft. Es ware undankbar, nicht auch in diesem Zusammenhang an seine 
Lehrtatigkeit zu denken, welche eine grosse Anzahl tiichtiger junger Aero- 
dynamiker hervorgebracht hat. Wenn auch infolge der Verhaltnisse manche 
von ihnen ins Ausland abwandern, so wirkt doch eine grosse Reihe direkt 
oder indirekt an unserer Riistungsarbeit mit. 

Endlich befindet sich ACKERET unter den Griindern der Schweizerischen 
Kriegstechnischen Gesellschaft, jener Gesellschaft, welche berufen ist, Wege 
zu finden, um alle im Lande vorhandenen Kapazitaten zur Mitarbeit auf kriegs- 
technischem Gebiete heranzuziehen und die Kriegstechnische Abteilung in 


‘ihrer erdriickenden Arbeit nach Kraften zu unterstiitzen. 


Es ist eine Ehre fiir die militarischen Behérden des Landes, mit Mannern 
wie JAKOB ACKERET zusammenarbeiten zu diirfen. 
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Ackeret in Gottingen 


Von ALBERT Betz, Gottingen 


Im Herbst 1921 tauchte in Géttingen ein junger Schweizer Diplom-Ingenieur 
auf. Er erzahlte, dass er Assistent bei Professor STODOLA gewesen sei und sich 
dabei eine kleine Summe gespart habe, von der er hoffe, bei den damaligen 
Inflationsverhaltnissen in Deutschland ein Jahr lang in Géttingen leben zu 
konnen. Es war sein dringender Wunsch, an der Aerodynamischen Versuchs- 
anstalt mitarbeiten zu kénnen, um seine Kenntnisse auf dem Strémungsgebiet 
zu vervollkommnen. Er hiess JAKOB ACKERET. Es sind ja schon viele junge 
Leute nach Géttingen gekommen, um in der Schule von PRANDTI sich weiter- 
zubilden oder den Doktor zu machen. ACKERETS Tatigkeit an der AVA unter- 
schied sich aber von Anfang an stark von der dieser vielen. Er beschrankte sich 
nicht auf eine bestimmte Aufgabe, sondern half immer da mit, wo man ihn 
gerade gut brauchen konnte. Er war nicht nur Lernender, sondern tibte bald 
auf Grund seiner besonderen Kenntnisse, seiner klaren Auffassungsgabe und 
vor allem seiner tatkraftigen Schaffensfreude selbst einen starken Einfluss 
auf das wissenschaftliche Leben in der AVA in Géttingen aus. Es war ein 
gliicklicher Umstand, dass etwa ein Jahr nach seinem Eintreffen in Géttingen 
Dr. WIESELSBERGER aus der AVA ausschied, um nach Japan zu gehen. Pro- 
fessor PRANDTL ergriff mit Freuden die Méglichkeit, ACKERET die hierdurch 
freiwerdende Assistentenstelle anzubieten und ihn so noch langer in Géttingen 
zu behalten. 

In der ersten Zeit half mir ACKERET bei Versuchen, die ich fiir die Siemens- 
Schuckert-Werke an Axialgeblasen zur Entwicklung des Siemens-Betz- 
Schraubenliifters durchfiihrte. Weiterhin unterstiitzte er mich sehr wirksam bei 
der Entwicklung von schnellaufenden Elektromotoren (30000 U/min), die zum 
Antrieb von Propellern der Flugzeugmodelle im Windkanal gebraucht wur- 
den{1}*). Ohne seine sachkundige Hilfe ware ich wohl kaum imstande gewesen, 
diese ungewohnliche und schwierige Konstruktion zu einem brauchbaren 
Ergebnis zu fithren. Weitere Arbeiten, die unter seiner tatkraftigen Leitung 
entstanden, galten unter anderm der Untersuchung des Auftriebes von rotieren- 
den Walzen (Magnus-Effekt) und seiner technischen Verwendung [2] sowie der 
Grenzschichtabsaugung zur Erhéhung des Auftriebes von Tragfliigeln oder zur 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 36. 
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Verkiirzung von Diffusoren [3]. Diese Aufgaben waren durch das Bestreben 
von FLETTNER angeregt worden, die Segelschiffe zu modernisieren. Als Ergebnis 
ist ja damals die «Buckau» mit Erfolg zu einem «Rotorschiff» umgebaut 
worden [2]. 
Als dann spater Mittel zum Ausbau der AVA zu einem Kaiser-Wilhelm- 
Institut fir Strémungsforschung zur Verfiigung standen, widmete er sich 
_ vor allem dem Entwurf, dem Bau und der Einrichtung dieses neuen Instituts. 
Auch konnte er dann in ihm noch grundlegende Versuche iiber Kavitation 
und Gasdynamik durchfiihren. Er arbeitete dabei sehr eng mit Herrn BusE- 
MANN Zusammen, und aus dieser Zusammenarbeit ist eine enge Freundschaft 
entstanden. 

Neben seiner wissenschaftlichen und technischen Tatigkeit bewdhrte sich 
ACKERET bereits als Fiihrer des Nachwuchses und des Personals. Vielleicht er- 
innert er sich noch an einen nicht sonderlich begabten Doktoranden, der uns 
aber doch manchmal durch recht verniinftige Bemerkungen iiberraschte. 
Schliesslich fand aber ACKERET die Erklarung: Der Betreffende unterhielt sich 
der Reihe nach jeweils mit PRANDTL, ACKERET und mir und erzahlte jedem von 
uns etwas von dem, was er von den beiden anderen gehért hatte, und erweckte 
dadurch den Anschein, als ob dies sein eigenes Geistesprodukt sei. Wie sehr sich 
Herr ACKERET schon damals fiir die Erzielung von Ergebnissen einsetzte, zeigt 
folgende Bemerkung. Er klagte mir einmal: « Man tut eigentlich den ganzen Tag 
gar nichts und ist doch abends hundsmiide. Ich weiss aber jetzt auch, woher das 
kommt. Unten am Windkanal wird schon seit einigen Tagen ein Versuch vor- 
bereitet. Diese Vorbereitungen befriedigen nicht, deshalb werden sie immer fort- 
gesetzt. Nun gehe ich hinunter und sage, dass der Versuch jetzt ausgefiihrt wer- 
den soll, obwohl ich natiirlich auch weiss, dass die Vorbereitungen eigentlich 
nicht ausreichen. Ahnliche Entscheidungen muss ich immer wieder treffen, und 
diese Entschliisse, die die anderen eben nicht aufbringen, die sind es, die einen 
so mtide machen. » 

Anfang 1927 schied ACKERET von Géttingen, um bei Escher Wyss eine 
leitende und verantwortliche Stelle zu iibernehmen. Wir bedauerten sein Aus- 
scheiden sehr. Auch ihm selbst fiel, wie ich glaube, der Abschied von Gottingen 
nicht ganz leicht. Aber er glaubte doch, den Ruf seiner Heimat und der heimat- 
lichen Industrie nicht tiberhéren zu diirfen. Die Folgezeit zeigte ja auch, dass 
seine Tatigkeit in der Schweiz von héchster Wirksamkeit war. Seine Beziehun- 
gen zu GOttingen blieben auch nach seinem Ausscheiden sehr rege und an- 
genehm. Es war uns daher eine grosse Freude, als er 1949 anldsslich des 
Jubilaums beim 25jahrigen Bestehen des Max-Planck-Instituts fiir Stromungs- 
forschung neben BUSEMANN zum auswartigen wissenschaftlichen Mitglied dieses 
Instituts berufen wurde. An der Feier dieses Jubilaums nahm er pers6nlich teil 
und trug zur erfolgreichen Durchfithrung des damit verbundenen Kolloquiums 


ganz wesentlich bei. 
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Herr Professor ACKERET kann jetzt an seinem 60. Geburtstag mit Stolz und | 
Befriedigung auf eine lange, arbeitsreiche, aber auch mit Erfolgen reich gesegnete © 
Zeit zurtickblicken. Wir hoffen, dass ihm dabei auch die G6ttinger Zeit frohe 
Erinnerungen weckt. Mége sein reger Geist noch viele Jahre Gaben austeilen 
zum Nutzen der Wissenschaft und der ganzen Menschheit. : 
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Aus der Zusammenarbeit des Institutes fiir Aerodynamik 
mit der privaten Riistungsindustrie 


Von ALFRED GERBER, Ziirich!) 


Als anfangs der dreissiger Jahre J. ACKERET an die ETH berufen wurde, 
galt sein Hauptinteresse der Einrichtung und Ausgestaltung des Institutes fiir 
Aerodynamik (IfA). In diesen Jahren sind die heute noch in mancher Beziehung 
als bahnbrechend bekannten Versuchsanlagen, insbesondere der oft als Vor- 
bild beniitzte Uberschallkanal entstanden. Wenn wir jungen Doktoranden an- 
fanglich die wissenschaftliche und industrielle Bedeutung der von ACKERET 
_ geschaffenen Anlagen nicht voll zu wiirdigen wussten, so wurden uns die Augen 
besonders durch die auslaéndischen Besucher ge6ffnet, die in grosser Zahl er- 
schienen, um die neuartigen Kandle und die darin erzielten Resultate zu sehen. 
Unter diesen Besuchern befanden sich schon damals die beriihmtesten Aero- 
dynamiker der ganzen Welt; ihre Urteile liessen uns aufhorchen und zeigten 
uns, wie sehr das IfA mit einem Schlag ins Rampenlicht der aerodynamischen 
Forschung geriickt war. Die Méglichkeiten und die Bedeutung erkennen, hiess 
aber gleichzeitig die Forderung der Zusammenarbeit mit der schweizerischen 
Industrie stellen. In konsequenter Verfolgung dieses Gedankens sind in den 
letzten 20 Jahren unter anderem verschiedene beachtliche Arbeiten auf dem 
Gebiete der Waffentechnik entstanden, von denen in der Folge einige Beispiele 
herausgegriffen seien. 


Entwicklung neuartiger Geschossformen 


Bis zum Zweiten Weltkrieg wiesen sdmtliche 20-mm-Granaten eine ausge- 
sprochen stumpfe Form auf (Figur 1, Nr. 1). Die Geschosse waren sehr stabil, 
ergaben sehr gute Trefferbilder und konnten zufolge der breiten Spitze einen 
hochempfindlichen Ziinder aufnehmen. 

Als mit zunehmender Flugzeuggeschwindigkeit eine Verkiirzung der Ge- 
schossflugzeit verlangt wurde, mussten Lésungen sowohl waffen- als auch 
munitionsseitig gesucht werden. Da Anderungen an der Waffe meist zeit- 
raubend und teuer sind, versuchte man zuerst, die Méglichkeiten munitions- 
seitig auszuschépfen. In mehrjahriger Zusammenarbeit zwischen dem IfA, 
W. Haack, Berlin, und O. ScHwaceEr, Waffenkonstruktionsabteilung, entstand 


1) Werkzeugmaschinenfabrik Oerlikon Biihrle & Co, und Contraves AG. 
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Figur 1 
20-mm-Geschosse. 1 alte Geschossform, Vy = 830 m/s; 2 neue Geschossform, Vg = 830 m/s; 
3 neue Geschossform, Vg = 1130 m/s. 


die seither als «Spitzform» bekannte Oerlikon-Munition (Figur 1, Nr. 2). Die 
Verbesserung der Flugzeit ist aus Figur 2 ersichtlich. Wahrend die alte Form 
auf 2 km eine Flugzeit von 5,7s bendtigte, zeigte die neue Form eine grosse 
Uberlegenheit mit nur 4,36s, und ihr Wert konnte spater durch geanderte 
Waffe und Vergrésserung der Treibladung auf 3,0 s gesenkt werden, so dass es 
gelang, die Flugzeit auf die Entfernung von 2 km nahezu zu halbieren. Die 
enge, harmonische Zusammenarbeit zwischen Ballistiker und Waffenkonstruk- 
teur hatte dieses erstaunliche Resultat zur Folge. Es war besonders erfreulich, 
dass es gelang, die Probleme grundsatzlich zu loésen und die Erkenntnisse auch 
auf gréssere Kaliber (30, 35, 40, 42 und 50 mm) zu iibertragen. 

Parallel zu den Berechnungen und Windkanalversuchen wurden die schiess- 
technischen Messungen durchgefithrt, wozu unter anderem auch Blitzlicht- 
schattenaufnahmen des fliegenden Geschosses gehéren (Figur 3). Sie gaben uns 
im besonderen Aufschluss iiber Stabilitétsverhaltnisse kurz nach Verlassen 
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Figur 2 
Flugzeiten der Geschosse in Abhangigkeit der Distanz. 


der Miindung und gaben wertvolle Hinweise fiir die Weiterentwicklung. Diese 
Aufnahmen wurden von W. Rortu, Ballistische Versuchsanstalt, mit einer 
unter seiner Leitung entwickelten Apparatur gemacht. Dass diese Geschosse 
heute auch bei Geschwindigkeiten von tiber 1200 m/s einwandfrei fliegen, ist 
ein Beweis fiir die Griindlichkeit der seinerzeitigen Arbeit. 


‘Entwicklung von fliigelstabilisierten Pulverraketen 


Nach dem Zweiten Weltkrieg galten Pulverraketen mit 350 m/s maximaler 
Geschwindigkeit als «Hochgeschwindigkeits-Raketen». Bei unseren Entwick- 
lungen wurden von Anfang an Geschwindigkeiten von tiber 600 m/s angestrebt, 
was zur Folge hatte, dass die bis dahin iiblichen tiberkalibrigen Geschossképfe 
aerodynamisch nicht brauchbar waren. Unter der Leitung von H. R. VOELLMy 
wurden Pulverraketenformen entwickelt, die ab Flugzeug, aber auch ab Boden 
mit besonders guter Prazision verschossen werden kénnen und einen erstaun- 
lich geringen Luftwiderstand aufweisen. Sie wurden anfdnglich mit starrem 
Leitwerk, spater auch mit Klappleitwerk fiir 8-cm- sowie auch fiir 5-cm-Ge- 
schosse entwickelt, die sich durchwegs bewahrt haben (Figur 4). 

Spezielle Untersuchungen mussten den Raketenaufnahmebehiltern gewid- 
met werden. Auch hier ist ACKERET immer wieder mit Rat unseren Ingenieuren 
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Figur 3 


Schattenaufnahmen eines 20-mm-Geschosses kurz nach Verlassen der Miindung. 
Oben: stabil fliegend; unten: pendelnd. 


beigestanden, auch dann, wenn zufolge starken Andranges am IfA die Messun- 
gen wie im vorliegenden Falle (Figur 5) im Windkanal des Flugzeugwerkes 
Emmen gemacht werden mussten. 


Entwicklung der Fernlenkrakete Contraves-Oerlikon 


Seit 1946, dem Beginn der Entwicklung unserer Fernlenkrakete, hat 
H. R. VorELtmy am IfA laufend die notwendigen aerodynamischen Messungen 
durchgefiihrt. So wurden Druckverteilungsmessungen am Rumpf des Geschosses 
und ganz speziell zwischen den Fliigeln vorgenommen, wobei durch Integration 
der Druckverteilung die am Rumpf wirkenden Krafte und Momente bestimmt 
wurden (Figur 6). Diese Messungen erfolgten sowohl im normalen Unterschall- 
bereich als auch bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten sowie schliesslich auch 
im Uberschallbereich (Figur 7). Im Laufe dieser Untersuchungen wurden so- 
wohl die Geschossform als ganz besonders die Fliigelform auf Grund der Mess- 
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Figur 4 
3-cm- und 5-cm-Oerlikon-Raketen mit Klappleitwerk sowie 8-cm-Rakete mit starrem Leitwerk. 


; Figur 5 
ufhdingung eines Jagdflugzeugrumpfes mit 76fach-Raketenwerfer im grossen Windkanal des 
Flugzeugwerkes Emmen. 
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Figur 6 


Schaumodell, die Druckverteilung bei Schragstrémung am Rumpf der Fernlenkrakete (1949) 
darstellend. 


ergebnisse veraéndert, so dass zum Beispiel aus dem symmetrischen Trapez- 
fliigel spater ein Deltafliigel entstand (Figur 8). Das tiefere Eindringen in die 
aerodynamischen Eigenschaften des Geschosses fiihrte zur Anbringung von 
Leitwerkflachen zur Steuerung nach Brennschluss sowie zur Druckpunkt- 
anderung durch langs verschiebbare Tragflachen. Die Messungen haben als 
Grundlage fiir den Aufbau der Steuerung gedient und haben die exakte Be- 
rechnung der fiir die Steuerung notwendigen Koeffizienten erméglicht. Diese 
nun itber 12 Jahre ununterbrochenen weiterlaufenden Messungen bilden einen 
wesentlichen Bestandteil der Entwicklung der Fernlenkrakete, und es darf 
ohne Ubertreibung behauptet werden, dass ohne die durch das IfA gegebenen 
Moglichkeiten eine ernsthafte Entwicklung eines solchen Flugkérpers undenk- 
bar ware. Von besonderem Interesse mag ein Auswertegeriit sein, das im Laufe 
dieser Windkanalarbeiten entstanden ist und als Analog-Computer von der 
Contraves AG gebaut wurde. Dieses Gerat beschleunigte die erwahnte Arbeit 
und half besonders, die Kanalbeniitzungszeit auf ein Minimum zu reduzieren. 


Entwicklung einer drahtgelenkten Kleinrakete zur Panzerabwehr 


Die Erkenntnisse, die bei der vorstehend beschriebenen Fliegerabwehr- 
rakete gesammelt wurden, zeigten, dass bei vereinfachten Flugbedingungen 
(zum Beispiel konstanter Geschwindigkeit) auch die Steuerung in ihrem Auf- 
bau wesentlich vereinfacht gestaltet werden kann. Diese Ideen wurden zur Ent- 
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Figur 7 
Schlierenbilder der Trapezfliigelrakete bei Unter- und Uberschall (M = 0,9 und M = 1,88). 


Figur 8 
Ansicht der gedffneten MeBstrecke des Uberschallkanales des IfA mit Diise fiir M = 2 und Delta- 
fliigelrakete. 
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Figur 9 


Modell der Kleinrakete im grossen Windkanal der ETH bei einer 3- Komponenten-Messung. 


wicklung einer iiber Draht gelenkten, pulvergetriebenen Panzerabwehrrakete 
angewendet, wobei erstmalig fiir uns eine Spoilersteuerung vorgesehen wurde. 
Die von K. ISERLAND, Contraves AG, im IfA durchgefiihrten Messungen haben 
_Aufschluss gegeben iiber den Widerstand sowie tiber die aerodynamischen und 
steuerungstechnischen Eigenschaften, wobei die Spoilersteuerung auch grund- 
lagemassig fiir den in Frage kommenden Geschwindigkeitsbereich untersucht’ 
werden konnte (Figuren 9 und 10). Spezielle Messungen galten der Stabilitat 
sowie den Rollmomenten bei grossen Anstellwinkeln (Figur 11). Besonders 
_interessant war es, in diesem Zusammenhang erstmalig die Windkanalergeb- 
nisse zur Simulierung des Flugverhaltens auf einer grésseren Integrieranlage 
beizuziehen. Diese Methode gestattete, die Flugeigenschaften des neuartigen 
Flugkérpers viel schneller und rationeller zu ermitteln, als dies durch Ver- 
suchsfliige méglich gewesen ware. Hier sind die ausfiihrlichen Windkanalver- 
suche wesentlich an der relativ kurzen Entwicklungszeit des Gerates beteiligt. 
Die vorstehend angefiihrten Beispiele, aus dem grossen Tatigkeitsprogramm 
der letzten 20 Jahre ausgewahlt, haben gezeigt, dass die Zusammenarbeit 
zwischen ACKERET, seinen Mitarbeitern im IfA, die hier aus Platzgriinden 
leider nicht einzeln aufgefiihrt werden kénnen, sowie den Ingenieuren unserer 
Firmen zu interessanten, direkt anwendbaren Erkenntnissen gefiihrt hat. Dies 
ist nicht nur der zweckmissigen technischen Ausriistung des IfA, sondern in 
erster Linie der zielstrebigen, erfahrenen Fiihrung durch dessen Leiter, seinem 
profunden Wissen und seiner sprichwortlichen Griindlichkeit, die fiir alle Mit- 
arbeiter wegleitend und verpflichtend ist, zu verdanken. Ohne Zweifel ist ein 
grosser Teil des gemeinsamen Erfolges der stets guten personlichen Zusammen- 


Figur 10 
Untersuchung verschiedener Fliigelformen fiir die Unterschallkleinrakete. 
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Figur 11 


Einbau der Kleinrakete mit Spoilersteuerung im Windkanal des IfA fiir Rollmomentmessungen | 
und Rollversuche. : 


arbeit aller Stufen zuzuschreiben, und ich méchte hiermit auch im Namen 
aller meiner Mitarbeiter Herrn Prof. Dr. J.ACKERET und dem IfA hierfiir ganz 
besonders danken und damit den Wunsch auf weitere erfolgreiche Tatigkeit 
verbinden. 
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Aus dem Werdegang 
der aerodynamischen Warmekraftanlagen (AK-Anlage) 


Von CurRT KELLER, Ziirich!) 


Schon in den ersten Jahren seiner Tatigkeit bei Escher Wyss (1927-1931) 
beschaftigte sich ACKERET als Leiter des Wasserturbinenlabors nicht nur mit 
hydraulischen Maschinen, sondern er versuchte die neuen Erkenntnisse der 
Aero-, Hydro- und Gasdynamik auch bei Dampfturbinen, Gasturbinen und 
Kompressoren anzuwenden. Ich hatte als junger Ingenieur des Dampfturbinen- 
baues, der an Strémungs- und Schaufelungsproblemen arbeitete, oft Gelegen- 
heit, mit ihm zusammenzusein, und der so anregende Kontakt wurde im Laufe 
der Zeit immer enger. Dies war damals, vor 30 Jahren, noch gar nicht so 
selbstverstandlich, weil hydraulische und kalorische Maschinenbauer noch auf 
getrennten Wegen marschierten und die Vorschlage von ACKERET, der aus der 
neuen Gottinger Schule kam, in der Praxis bei der thermischen «Konkurrenz»- 
Abteilung nicht iiberall auf Gegenliebe stiessen. Die letzten Schiiler von 
STODOLA und die ersten von ACKERET, zu denen auch ich gehérte, sahen aber, 
wieviel in Zukunft von der Flugtechnik und der modernen Prandtlschen 
Strémungslehre, die von den meisten Praktikern noch skeptisch betrachtet 
wurden, gelernt werden kénnte. So folgten wir mit Begeisterung allen Uber- 
legungen und Studien zur Weiterentwicklung der Gasturbine, die in verschie- 
denen Schweizer Firmen im Begriff stand, Eingang in die Praxis zu finden. 

An einem Friihsommertag im Jahre 1935 sass ich wieder einmal auf der 
damals noch existierenden Dachterrasse des neuen Maschinenlabors der ETH 
mit ACKERET zusammen. Er war inzwischen Professor an der ETH geworden, 
was ihm Gelegenheit bot, viele Ideen fritherer Jahre zu fordern und der Indu- 
strie zur Verwirklichung vorzuschlagen. Dazu gehérten auch die Plane zur 
Wiederbelebung der alten Heissluftmaschine (Kolbenmaschine) aus der Mitte 
des vorigen Jahrhunderts mit neuen Mitteln (Turbomaschinen). Die damals 
sich abzeichnende verbesserte und verfeinerte aerodynamische Formgebung 
der Schaufeln von Kompressoren und Turbinen in Anlehnung an die Trag- 
fliigelentwicklung liess eine entsprechende Erhéhung der Wirkungsgrade von 
Gasturbinen, speziell auf der Verdichterseite, erwarten. Rechnungen und Ver- 
suche an Axialgeblasen, die ich bei ACKERET 1934 beendigt hatte, bestatigten 


die Erwartungen. 


1) Escher Wyss AG. 
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An jenem Sommermorgen diskutierten wir thermodynamisch mégliche: 
Kreislaufe, Entropiediagrammskizzen und Uberschlagsrechnungen und kamen} 
endlich zum Schluss, ich sollte mich naher der Berechnung und Projektaus-. 
arbeitung einer neuartigen Warmekraftmaschine annehmen, deren Méglich-- 
keit wir schon so oft diskutiert hatten. So entstand die AK-Gemeinschaft, die: 
jetzt tiber 20 Jahre alt ist und trotz unzahligen Besprechungen, Beschlissen,, 
Stimmungsumschwiingen, auch ohne feste Abmachungen oder Vertrage zu! 
unserer Befriedigung noch heute besteht. Diese lange AK-Zeit darf wohl auch; 
als Beispiel fiir die traditionell enge und doch freie Zusammenarbeit der- 
schweizerischen Wissenschaft und Praxis gelten. Als Nachstbeteiligter méchte: 
ich dariiber einiges berichten, zur spaéteren Erinnerung an eine wichtige Zeit-. 
spanne des schweizerischen Turbomaschinenbaues. 

Mit Begeisterung hatte ich die Anregungen ACKERETS aufgegriffen, und im. 
Sommer 1935 entstand ein eingehender Bericht mit Vorschlagen zum Bau einer’ 
neuartigen Warmekraftanlage, den wir am 4. September 1935 der Geschafts- 
leitung von Escher Wyss unterbreiteten. Wir kamen darin zum Schluss, dass 
die Anwendung eines geschlossenen Kreislaufes unter Uberdruck mit dusserer 
Warmezufuhr neben den bekannten Dampf- und offenen Gasturbinenprozessen 
Vorteile bieten diirfte. 

Die gegeniiber allem Neuen und auf gesunder Basis Stehenden aufgeschlos- 
senen Geschaftsleiter von Escher Wyss, J. SCHMIDHEINY und H. Gycr, die 
damals am Beginn ihres Wirkens fiir die Firma standen, unterstiitzten als 
sachverstandige Ingenieure den Bau einer ersten 2000-kW-Versuchsanlage mit 
Freude, und auch der damalige Direktor der Turbinenabteilung, H. GuYER, 
trieb die Arbeiten mit allen Kraften voran. Das Prinzip der Anlage war einfach | 
und leicht zu tiberblicken, es war aber doch viel Wagemut, Vertrauen und 
Initiative in der Firma nétig, um allein die ganze Anlage von recht betracht- 
lichem Ausmass und mit Vorstéssen in konstruktives Neuland zu erstellen. 
Dies um so mehr, als der Bau in die Zeit vor dem Zweiten Weltkrieg mit ihrer 
unsichern Zukunft fiel. 

Eine kleine Gruppe von nur einem halben Dutzend Berechnern und Kon- 
strukteuren arbeitete mit Freude und Kifer, wussten doch alle, dass auch 
ACKERET hinter uns stand. Nach kurzer Konstruktions- und Fabrikationszeit 
von zweieinhalb Jahren kam die Anlage bereits im Frithsommer 1939 in Be- 
trieb. Die schweren Kriegsjahre hemmten die Versuche und die Weiterent- 
wicklung sehr stark, weil die Beschaffung des Materials fiir Sonderstahle und 
der nétigen Messinstrumente fast unméglich wurde. Dank dem guten Geist 
und der Ausdauer aller Beteiligten kam es dann doch so weit, dass nach vielen 
widrigen Schwierigkeiten die offiziellen Abnahmeversuche durch Professor 
QuiBy am 12. und 13. Dezember 1944 durchgefiihrt werden konnten, welche 
alle in die Anlage gesetzten Erwartungen erfiillten. Am 18. und 25. Januar 
1945 wurde die Anlage Behérden, Wissenschaftern und Industriellen vorge- 
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fiihrt, wobei ACKERET den Hauptvortrag iiber die theoretisch-physikalischen 
Grundlagen des AK-Verfahrens hielt. 

In der Zwischenzeit hatten sich viele in- und auslandische Fachleute mit 
dieser Warmekraftmaschine befasst, und auch Persénlichkeiten wie SToDoLa, 
dem ACKERET und ich zur Feier seines 80. Geburtstages in der Schweizerischen 
Bauzeitung vom 13. Mai 1939 die erste Ver6ffentlichung, Eine aerodynamische 
Warmekraftanlage, widmeten, waren von den Zukunftsmoglichkeiten des Ver- 
fahrens iiberzeugt und unterstiitzten ihre Weiterentwicklung. Wir wahlten 
damals als Gattungsbegriff diesen Namen, weil neue aerodynamische Erkennt- 
nisse entscheidend zur Méglichkeit der Verwirklichung beitrugen. 

Dem Vorschlag ACKERETS entsprechend, wurde auch in der Folge je nach 
dem Stand iiber die entscheidenden Entwicklungsphasen zuerst in der Schwei- 
zerischen Bauzeitung berichtet. Da hier nur einige Stufen des Werdeganges 
verfolgt werden kénnen, sei auf diese Rechenschaftsberichte besonders hin- 
gewiesen?). 

_ Ein Durchlesen dieser Berichte erinnert auch in diesem Falle daran, wie 
miihsam, wechselvoll und kostspielig eine technische Neuentwicklung ist. Aber 
die wohlfundierte Uberzeugung von ACKERET, dass sich das theoretisch als 
richtig Erkannte friiher oder spaiter auch in der Praxis durchsetzen werde, 
galt als Leitgedanken und Hilfe aller Beteiligten in guten und bésen Stunden. 

Wahrend des Baues der Versuchsanlage bei Escher Wyss nahm ACKERET 
regsten aktiven Anteil, was auch heute noch der Fall ist. Die Leitsatze der 
Entwicklung wurden von ihm schon in der ersten oben erwahnten Verdffent- 
lichung umschrieben. Daraus sei die folgende Zusammenfassung zitiert, be- 
schreibt sie doch das im Laufe der Zeit etwas in Vergessenheit geratene Ziel: 

«Die neue Kraftanlage soll vor allem fiir grosse Antriebsleistungen bei 
gleichbleibender Drehzahl, also etwa fiir Stromerzeugung, geeignet sein. Sie 
muss mit verschiedenen Brennstoffen, wie Ol, Kohle, Gas, betrieben werden 
kénnen und muss den thermischen Wirkungsgrad guter Dampfanlagen minde- 
stens erreichen. 

Sie soll nach dem Gleichdruckverfahren arbeiten, also keinerlei periodische 
Fiill- oder Auspuffvorginge bedingen mit den Nachteilen der Ventile, Klappen, 
Ziindungen usw. 

Sie soll den guten Wirkungsgrad nicht durch sehr hohe Temperaturen oder 
Driicke zu erreichen suchen, sondern mit massigen Temperaturen durch weit- 
gehende Ausniitzung der Abwarme und durch sorgfaltige Verminderung jeder 
einzelnen Verlustquelle. 


2) Eine aerodynamische Warmekraftanlage, Schweiz. Bauztg., 18. Mai 1939; Zum gegenwar- 
tigen Stand der Entwicklung der aerodynamischen Wérmekraftmaschine, Schweiz. Bauztg., 22. Januar 
1944; Compte-rendu des essais de la turbine aérodynamique Escher Wyss AK, Schweiz. Bauztg., 
9./16. Juni 1945; Heisslujt- Turbinenanlagen mit geschlossenem Kreislauf. Geschichtliche Entwicklung, 
heutiger Stand und Zukunjtsprobleme, Schweiz. Bauztg., Juni 1957. 
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Figur 1 


Maschinengruppe der ersten dlgefeuerten Versuchsanlage Ziirich mit den vielteiligen Verdichtern 
und Turbinen. 


Zwecks Erhéhung der Betriebssicherheit sollen Verbrennungsprodukte 
nicht in bewegte Teile gelangen. Dadurch werden auch Veranderungen im 
Wirkungsgrad durch Abniitzung und zeitlich wachsende Verschmutzung ver- 
mieden. 

Man gelangt folgerichtig zu einer Konstruktion, die nicht durch Verwendung 
von Erfinderkniffen, sondern durch riicksichtslose Konsequenz in der Anwen- 
dung an sich teils bekannter Prinzipien gekennzeichnet ist, ahnlich wie das 
moderne Flugzeug, das seine iiberragende Leistung durch dusserste Verein- 
fachung an sich bekannter Formen erzielt und mehr durch Weglassen als 
durch Zufiigen gewonnen hat. . 

Das von Escher Wyss angewandte und entwickelte Arbeitsverfahren stellt 
im Gegensatz zum bekannten Gasturbinenprozess einen geschlossenen Gas- 
kreislauf dar, bestehend aus Gaserhitzer, Vorwarmer, Regenerator, Kom- 
pressor und Turbine. Die Warmezufuhr erfolgt also durch metallische Flachen. 
Als Betriebsgas kommt natiirlich in erster Linie Luft in Betracht, es sind aber 
bei geschlossenen Kreisléufen prinzipiell auch andere Gase verwendbar.» 

In diesem Zusammenhang und als Beispiel fiir die vorausschauenden An- 
regungen ACKERETS und der in seinem Institut betriebenen Forschungsarbeiten 
sind die schon 1945 veréffentlichten Studien tiber den Einfluss verschiedenster 
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Figur 2 


Vereinfachte Gruppe in neuerer Bauweise der ersten kohlenstaubgefeuerten Ravensburger Anlage 
gleicher Leistung. 


Gase und Gasmischungen, wie zum Beispiel Helium, Stickstoff, Kohlensdure, 
auf die Gestaltgebung und die Arbeitsweise der geschlossenen Gasturbine 
typisch, Arbeiten, die heute im Zusammenhang mit zukiinftigen Atomanlagen 
wiederum im Mittelpunkt technischer Diskussionen stehen. Aus dieser Zeit 
stammt auch der Entwurf einer 20-MW-Atomanlage mit gasgekiihltem Reaktor 
und Gasturbine in geschlossenem Kreislauf). 

Es diirfte ACKERET doch mit Genugtuung erfiillen, dass seine Vorschlage 
trotz den vielen zu iiberwindenden konstruktiven maschinenbaulichen Schwie- 
rigkeiten und Riickschlagen heute einem guten Ziel entgegengehen. Zu diesen 
Fortschritten haben auch die Bemithungen der Lizenznehmer des Systems im 
Ausland wesentlich beigetragen. Man kann heute feststellen, dass das Arbeits- 
prinzip ohne Anderungen beibehalten werden konnte und Schwierigkeiten 
prinzipieller Natur nicht auftraten. Die Arbeiten und Resultate an den bis- 
herigen AK-Anlagen haben zudem auch andere Maschinenarten, wie Dampf- 
turbinen und Kompressoren und gewohnliche Gasturbinen, indirekt beein- 
flusst, wurden doch viele Erfahrungen mit Hochtemperaturbetrieb gesammelt. 

Die erste industrielle Grossanlage von 12000 kW in Paris, anfangs 1952 in 
Betrieb gestellt, basierte noch auf liickenhaften Unterlagen. Uber das Verhalten 


3) Trans. Amer. Soc. Mech. Eng. November 1946, August 1950, April 1957. 
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von Materialien war nach dem Krieg, als der Bau dieser Anlage in Angriff 
genommen wurde, noch weit weniger bekannt, als dies heute der Fall ist, und 
dies gilt auch fiir das Strémungsverhalten von Schaufeln in hochverdichteten 
Gasen mit Temperaturen, die schon weit iiber denjenigen heutiger Dampf-— 
turbinen liegen. Fiir die AK-Anlagen waren viele neue Bauelemente an Luft- 
erhitzern und Maschinen notwendig, und die verhaltnismassig kleine Ver- 
suchsanlage in Ziirich, die als erste Gasturbinenanlage mit bis zu 700° C 
Arbeitstemperatur gegen 6000 Stunden im Betrieb war und heute als erste 
ihrer Art im Deutschen Technischen Museum in Miinchen steht, war nur be- 
schrankt als Vorbild fiir weitere Maschinen brauchbar. 

Erst die weiteren Bauunternehmen lieferten im Laufe der Zeit die nétigen 
praktischen Erfahrungen, mit denen sich die Praxis den durch die Theorie 
ACKERETS vorgezeichneten besten Lésungen annahern konnte. 

Wann immer Schwierigkeiten auftauchten, war es ACKERET, der von 
hdherer Warte aus dazu beitrug, die Entwicklung weiterzutreiben. Im Drang 
der Industrie geschieht es oft, dass man tiber taglichen Sorgen die grosse Linie 
vergisst. ACKERET hat, ohne momentane Anstadnde zu bagatellisieren, in vielen 
Diskussionen mit den Konstrukteuren immer wieder auf die wesentlichen 
Gesichtspunkte fiir die Weiterentwicklung hingewiesen. Die verhaltnismassig 
kleinen Abmessungen der Maschinen im Vergleich zu offenen Bauarten infolge 
des erhéhten Druckpegels bezeichnet er immer wieder als wichtige Ausgangs- 
position fiir den Vorstoss zu hohen Temperaturen. Seine Hinweise auf den 
méglichen Leichtbau und die Schnellaufigkeit, in grdsserem Masse vorhanden 
als bei Dampfturbinen, fihrten zu stark vereinfachten Neubauten. Einen 
beachtlichen Erfolg bildet in dieser Hinsicht die erste industrielle, mit Kohlen- 
staub betriebene 2000-kW-Anlage Ravensburg, die Anfang 1956 anstandslos 
in Betrieb gesetzt werden konnte und heute iiber 10000 Stunden im Betrieb 
steht. 

Die vielen Aussprachen und Beratungen, die wir mit ACKERET in den letz- 
ten Jahren pflegten und in denen er immer wieder auf den Wert grundsatz- 
lichen und systematischen Vorgehens hinwies, haben viel dazu beigetragen, 
die Moral der Beteiligten immer wieder zu starken, denn jeder, der ACKERET 
kennt, weiss, dass seine Ratschliage iiberlegt und wohlfundiert sind. Nicht ver- 
gebens hat er seinerzeit fiir unsere erste Veréffentlichung iiber die AK-Anlage 
als Motto gestellt: «Quidquid agis prudenter agas et respice finem. » 

Wenn der schweizerische Turbinenbau auch auf die weitere Mitarbeit 
ACKERETS zihlen kann, so ist das fiir ihn wertvollste Gewahr fiir eine gesunde 
und fortschrittliche Zukunft. Fiir diese Mitarbeit und Stiitze in vergangenen 
und zukiinftigen Jahren dankt ihm der Schreibende anlasslich seines sechzig- 
sten Geburtstages ganz besonders. 
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_ Dear friend, Jacob Ackeret: 


Your friends and students asked me to introduce with a few words this special 
issue of the ZAMP celebrating your 60th birthday. I am very glad to have the 
opportunity of transmitting to you my most sincere greetings and congratula- 
tions in this way. As a matter of fact I always felt that somehow my way of 
thinking is very near to yours, in spite of the fact that we never had the op- 
portunity of working together for any longer period., You came to Goettingen 
eight years later after I left for Aachen and we mostly met only at such oc- 
casions as international congresses, anniversaries of schools of scientific socie- 
ties, symposia and alike. 

Nevertheless I always felt that our ways of thinking are similar. How much 
of this is due to the influence of past great masters, is very difficult to decide. 
You started as a student and assistant of Stopora. I did not have the luck 
of having him as a teacher, but as I started out to study Mechanical Engineering 
in Budapest and worked with Professor Donat BANkI, I received many 
inspirations from SToDOLAS’ works, especially his book on Steam Turbines. : 

Then both you and I were exposed to the inspiring influence of LUDWIG 
PRANDTL, whom I consider as a great master in combining simple mathematical 
formulation and clear physical picture in solving problems important for 
technical applications. 

I was very much flattered once by one of your remarks. You talked about 
a problem of nonsteady circulation effects which was discussed before by many 
authors for many years. You said, nevertheless, you understood the matter 
immediately after you read my paper (published jointly with W. R. SEArRs), 
and I can reciprocate this compliment ; many complex phenomena became clear 
to my mind after reading what you wrote about them. For example, cavitation 
damage. 

Building windtunnels was a hobby for both of us. 

I believe your influence on machine design problems was more important 
and successful than my modest attempts in this field. 

We both liked to write survey articles, chapters for handbooks; many very 
able research scientists are reluctant to do such work which they consider a 


waste of time and effort. 


56 THEODORE von KARMAN ZAMP 


I have often been accused that when I wrote a paper on some new problem — 
I liked to take off the cream and leave the sour part of the work to those who 


follow up the investigation and try to complete it. I found, with satisfaction, 


that you suffer from the same fault. 
Finally, we both had the good luck in having educated a devoted and able 


group of students who now continue, we hope, with even greater success what — 


we started! Also, I believe we tried to show them that the love of science and 
the endeavor to understand nature and technology can be combined with a 
quantum of sound sense of humor. 

Many happy returns! 


THEODORE VON KARMAN 
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Unsteady Flow Through Helicopter Rotors’) 


By Hort ASHLEY, EUGENE BRUNELLE, and HERBERT H. MOSER, 
Cambridge, Mass., USA?) 


1. Introduction 


The related problems of aerodynamically-induced vibration and aeroelastic 
instability are a regular source of annoyance and danger to designers of rotary 
Wing aircraft, but most past attempts to cope with them have involved rule- 
of-thumb modifications to the rotor and its linkages. It has been found, for 

example, that mass-balancing the rotor blade with respect to its quarter-chord 

line, which is done to minimize control forces, normally assures that flutter 
speeds lie outside of the operating range. Theoretical analyses of vibration 
phenomena generally put more emphasis on accurately representing the me- 
chanical properties of the rotor than on finding reliable expressions for the 
aerodynamic loads. As a rule, some adaptation of steady-flow theory has been 
employed, often on a two-dimensional basis without regard for the several 
sources of aerodynamic induction present in the actual rotor flow field. 

As in the case of fixed-wing aircraft, however, post-war efforts to push the 
performance of the lifting rotor closer to its inherent limits are creating, among 
many other requirements, a need for more rational, precise aerodynamic tools. 
The ultimate objective is clearly a complete theory of three-dimensional, 
unsteady flow through the rotor in any flight condition. This objective is far 
from achievement today, for reasons that need not be elaborated to anyone 
familiar with unsteady lifting-surface theory. Nevertheless, a significant for- 
ward step was recently made by Loewy [3]*) (and independently by TrmMANn 
and VAN DE VooREN [5]), who was first able to explain the large loss of aero- 
dynamic damping experienced by a hovering rotor when it vibrates at or near 
frequency ratios m which are integral multiples of the number of blades. 
Lorwy’s theoretical model, which is discussed further in subsequent sections, 
is purely two-dimensional but accounts for the influence of the counter-vortices 
that are shed from the trailing edge and spiral back into close proximity with 
the blades because of the helical shape of the wake. 


1) This investigation was performed under USAF Contract AF33(616)-3270 sponsored jointly 
by the US Army and Dynamics Branch of the Aircraft Laboratory, Wright Air Development 


Center. 
2) Department of Aeronautical Engineering, Massachusetts Institute of Technology. 


3) Numbers in brackets refer to References, page 78. 
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The success and mathematical simplicity of Lozwy’s work give strong en- . 
couragement to other similar unsteady-flow investigations. The present paper 
undertakes to review two such, which were carried out incidentally to a broad | 
program of research on helicopter vibrations at the Massachusetts Institute of 
Technology. One, a two-dimensional study of ground effect on an oscillating 
rotor blade, is described in section 3. The other a first and rather unwieldy 
attempt to predict unsteady three-dimensional loading of a blade in simple 
harmonic motion by analogy with REISSNER’s theory [12] of oscillating wings, 
is covered in section 4: By way of introduction to the important influence of 
unsteady effects, section 2 discusses the comparison between two-dimensional 
calculations and measurements of the forced response of a simplified rotor 
model. 


Principal Symbols 
a location of pitch axis, in semichords aft of midchord axis; 
b’ blade semichord; 
by semichord at midspan of blade; 


C(k) =F+%iG THEODORSEN’S lift-deficiency function [2]; 
CoS" 4 G’ LoEwy’s lift-deficiency function [3]; 


Crp. flap-damping coefficient ; 

Cp p. pitch-damping coefficient; 

h'=2nu/Q spacing between successive rows of helical wake; 
i distance between rotor plane and ground plane; 
H®) Hankel function of the second kind and order n: 
t=/-1 imaginary unit; 

) es tal ead « ey Bessel functions, as defined by Watson [14]; 
k=ab'/V =mlr reduced frequency of oscillation: 

ko reduced frequency based on bo; 

tp modified Struve function of order n; 

m = w/Q frequency ratio; 

n physical rotor revolution index; 

Ny, Nz, No functions defined by equations (22), (23), and (24) ; 
p ambient pressure, total number of shed wakes : 
Y radius of blade section; 

tn hes He radial coordinates measured from blade midspan (Figure 9) ; 
Ieee. radius of rotor; 

S dimensionless semispan of blade; 

t time coordinate; 

u inflow velocity to rotor; 

v upwash at blade surface; 

Vie Ox ‘free-stream’ velocity; 

W,W wake weighting functions; 
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me, &'~ dimensional streamwise coordinates, positive aft; 

ye, 2,C dimensionless streamwise coordinates; 

y vertical displacement of blade section; 

Bic dimensionless midchord sweep (Figure 9). 

xo angle of attack; 

y.0 spanwise and chordwise components of running circulation 
| of vortex sheet; 

if total circulation around airfoil; 

f circulation function defined by equation (18); 

6, angle variables defined by equation (32); 

a,é dummy variables of integration in streamwise direction ; 
0 density of incompressible fluid; 

o circular frequency of simple harmonic oscillation ; 

WD, frequency of vertical displacement of rotor hub; 

Me frequency of collective pitch variation ; 

22 angular velocity of rotor. 


Denotes a quantity on the blade surface; 
rotor revolution index; order of function; 


n 

ey denotes a quantity in the shed wake; 

aii denotes a dimensional quantity ; 

par \4 two-dimensional flow; 

ory complex amplitude of a quantity with simple harmonic 


time dependence. 


2. Forced Response of a Hovering Rotor Calculated by Aerodynamic 
Strip Theory 


In a recently issued report [1], one of the present authors and co-workers 
describe an extensive study of the dynamic response of a helicopter rotor sub- 
jected to several types of forcing. The determination and mathematical de- 
scription of the airloads, both steady and unsteady, was based on the well- 
known strip-theory approach, in which the flow at any given blade station is 
assumed unaffected by that at any other station. The application of this as- 
sumption to the case of a hovering rotor is, of course, equivalent to describing 
the flow at any blade station as two-dimensional at all azimuth locations. 

The above-mentioned report considers, in particular, two cases. In the first 
case, the response of the first two natural modes, rigid flapping and first 
bending, of a fully-articulated, two-bladed rotor to a sinusoidal variation in 
collective pitch was investigated. Equations of motion were derived by an 
energy approach and solved for a range of frequency ratios w,/{2 from 0 to 4, 


; 


60 Hour Asuitry, EuGENE BRUNELLE, and HERBERT H. MosER ZAMP_ 


* 


and for a rotor corresponding to that used in the experimental phase. In de- | 
fining the natural modes, the rigid flapping mode shape was, of course, known h 


| 


and the first bending mode was described by the common approximation 


n® | 
y(n) = 4 — 39, | 


where 7 is the station radius measured from the hub, y(y) is the displacement . 
from its equilibrium position of the blade section: located by 7, and R is the — 
radius of the rotor. 

The second case considered was the response of the first two modes to a 
sinusoidal vertical displacement of the rotor hub. These equations were derived 
by GALERKIN’s method, and the solution was obtained for the frequency 
ratios w,/Q from 0 to 4, and for the same rotor as in the first case. 

The primary purpose of the investigation was to measure the effects of the 
unsteady aerodynamic forces on the rotor. Accordingly, the rotor response to — 
each type of forcing was computed by each of three existing unsteady aero- 
dynamic theories, and the predicted response corresponding to each theory 
was compared with the measured response obtained in the experimental 
program. 

The first unsteady aerodynamic theory used was the so-called ‘ quasi-static’ 
theory in which the effect of the wake upon the aerodynamic forces acting on 
. the airfoil is neglected entirely. The second theory consisted of assuming that 

the shed vortices arising from the varying circulation about the airfoil trail off 
along the chord-line of the airfoil to infinity. This assumption gives rise to the 
‘lift-deficiency function’ C(k) described by THEODORSEN [2]. 

The third theory considered, one applicable to helicopter rotors in particu- 
lar, consists of assuming, and accounting for, the presence of not only the 
shed vortices trailing off behind the airfoil, but also those lying in planes 
(approximately) in or beneath the plane of rotation due to preceding blades 
and/or revolutions. This is the previously mentioned method of LoEwy [3], 
which was first verified experimentally by DauGHDAy, DuUWaL_rT, and GaTEs [4]. 
A similar theoretical model was used by TrmMAN and VAN DE VoorEN [5], 
but these authors considered only the particular case of the vortex pattern in 
the plane of rotation (corresponding to no inflow through the rotor). Applying 

this theory in the expressions for lift in the equations of motion consists of 

simply replacing C(k) by a ‘modified lift-deficiency’ function C’(k, m, h’) 
which depends not only on the reduced frequency k, but also on the inflow 
and number of blades. 

To provide background for the developments that follow, some results of 
the above work are reproduced here in Figures 1, 2, and 3. Figures 1 and 2 
present the magnitude and phase, respectively, of the flapping response to 
sinusoidal variation in collective pitch; Figure 3 shows the magnitude of the 


_ 
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Figure 1 
Flapping response to pitch input-amplitude. 
Theoretical curves # = 0:25; experimental points h = 0. 
-—— — — —— quasi-static; a Gh) = & = 4G; —$$—$ Cah Ny 0) et ti 
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Figure 2 
Flapping response to pitch input-phase. 
Theoretical curves h = 0-25; experimental curves h = 0. 
—— — — —— quasi-static; CR) =P eG =— — C’'(k, h, m) = F’ + 4G. 
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Figure 3 
Flapping response to displacement input at hub-amplitude. 
Theoretical curves h = 0-25; experimental points h = 0. 
—— — — —— quasi-static; —— C(k) =F +12G; Ck; hk, m) =F 4414; 
° experimental points. 


flapping response due to sinusoidal variation in hub displacement. In each 
figure, the response predicted by each of the three aerodynamic theories is 
plotted together with some experimental points found in the experimental part 
of that study’). 

The flapping responses calculated on the basis of quasi-static aerodynamics 
will be recognized as essentially the responses of a second-order system with 
a finite amount of damping to the different types of inputs. The effect of the 
wake, as predicted by THEODORSEN [2], is to decrease the magnitudes of both 
the flap-damping and the unsteady lifts, with the result that the response so 


4) The authors are indebted to Messrs. Joun ZvARA and Norman D. Haw, co-authors of the 


report [1], which this section of the present paper summarizes in part. Figures 1, 2, 3 are reproduced 
with their kind permission. 
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calculated is not very much different from that predicted by quasi-static 
theory at the frequency ratios considered (although the difference becomes 
more significant as the reduced frequency increases). 

_ However, the unsteady effects assume a new significance in vibration work 
when the influence of the returning wake is taken into account. In this case 
Figures 1 and 3) the flap-damping coefficient falls off markedly as the flap- 
ping frequency ratio approaches multiples of the number of blades. It is seen 
irom the pitch forcing case (aerodynamic forcing) that the magnitude of the 
unsteady lift also falls off at these values of frequency ratio, so that there are 
dips’ in the magnitude of the flapping response to an aerodynamic input. On 
the other hand, the flapping response of the articulated rotor to a displacement 
nput at the hub is highly sensitive to the returning wake, in that while the 
jriving forces are maintained essentially constant by the nature of the excita- 
ion, there is a loss of damping when the frequency ratio approaches multiple 
values of the number of blades. An increased amplification ratio at these fre- 
juencies results. 

It may, therefore, be concluded that the effect of the returning wake is 
ndeed appreciable in vibration analysis, as predicted by LoEwy and TimmMan- 
VAN DE VOOREN, and already confirmed experimentally by DauGuapay, 
DUWALT, and GATES. It is, in addition, noted that the two-degree-of-freedom 
inalyses not only predict with reasonable accuracy the effects of the returning 
wake on the rotor response, but also show satisfactory correlation with the 
neasured responses throughout the entire range of frequency ratios considered. 
[hus the importance of unsteady flow is established, and justification is pro- 
vided for advancing the theory beyond the fairly severe restrictions to which 
t is still subject. It would be unreasonable to infer from the above that in all 
otor vibration studies the Loewy airloads will be adequate. Both the data in 
‘igures 1-3 and those of [4] were taken outside of appreciable ground effect. 
‘urthermore, the reductions in amplitudes of airloads due to three-dimensional 
low occur in all aerodynamic terms of the equations of motion, and there is 
eason to believe in the example presented here that the accuracy of two- 
limensional predictions of pitching and flapping response may result partly 
rom self-cancelling errors. One cannot assume that three-dimensional effects 
vill be equally secondary in every application. 


3. Unsteady Loading of a Rotor in the Presence of a Ground Plane 


The theory of Loewy [3] was of course derived for rotary wings operating 
n an unbounded medium. For practical reasons, however, it appears desirable 
© re-cast the problem so that the effects of a solid boundary may be con- 
idered. This re-casting yields (1) an expression for the aerodynamic loads and 
lamping coefficients as a function of the distance above the ground plane, 


64 Hott AsHLEy, EuGENE BRUNELLE, and HerBertT H. Moser ZAM 


(2) a more accurate interpretation of rotary wing test data taken on a seal 
pylon in the proximity of a ground plane, and (3) a rough approximation to 
the aerodynamic pulse loading experienced by a rotor | as it passes over a 
fuselage. 

The basic aerodynamic model postulated in [3] is retained, hence no at | 
tempt is made in this paper to reiterate that complete development. Further- 
more, since the main consideration is a study of the ground plane effects, a 
single-bladed rotor has been considered, so as to.separate clearly the ground 
effects from multi-blade considerations. This step promotes the interests of 
clarity and simplicity, the extension to a multi-bladed rotor being straight- 
forward. 

When the basic aerodynamic model postulated by LoEwy [3] is placed in 
the proximity of a ground plane, additional conditions must be fulfilled. One 
obvious condition is that the velocity component normal to the ground plane 
is zero along the ground plane. Also it is assumed that the shed wake does not 
rebound from the ground plane. The wake is collected, held captive at the 
ground level and quickly dissipated by vortex-ground plane interaction” 
(Figure 4). This behavior is observed, for example, when a smoke ring is 
blown against a flat surface. 


| 
: 


t2 Ho' SS —_ - © 
—0-<— 
+u Shed vorticity 
captured and 
annihilated by 


Se en ee eee eee VOT eXc a POUnG 


interaction 


Ground plane 
Figure 4 
Schematic of vortex cancellation. 


The assumption of quick dissipation of the vorticity at the ground level 
implies that the instant a row of shed wake touches the ground it can no longer 
contribute to the downwash distribution over the airfoil. With this simple 
physical picture in mind, it is easy to construct a vortex image system that 
provides (1) the required normal velocity at the ground plane, (2) the condi- 
tion of no wake reflection, and (3) the annihilation of all vorticity at the 
ground level (Figure 5). If vortices first begin to be shed at time ¢ = 0, the 
aerodynamic model depicted in Figure 5 is valid for all times ¢ > H 0/4; that 
is, when at least one row of shed vorticity has contacted the ground plane. 
The time history of the aerodynamic loads in fate interval may be obtained by 
deleting successive rows of vorticity (p, p — pete:) 


' 
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dw(x) due to image vortex 


\— dw (x) due to physical vortex 
Q . 


Ground plane 


Image vortex 
wake system 


SB. 


Figure 5 
Picture of theoretical model with ground plane. 


Using the configuration illustrated in Figure 5 and applying the law of 
Biot and SAvart, the induced upwash (i.e., neglecting sidewash and wake- 
wake interaction effects) on the physical airfoil resulting from the complete 
vortex system is: 


by 


: 2 
ft ae Yal§st) ger _ [_valS", #) (x’ — €’) dé’ 
Batt) = 35 f cog e i, (7 =e) + (FRY 


=! = 
Pyolé’st) ger f Ywlé’s#) (x! — &) db’ 
+f Boe - [eS epyry 0) 
e ur 
S| Pre  — 1ae Fran = 2) a 
>| ee ae i ey et Bel : 
where primes (’) denote dimensional quantities and 
n*=2p+e—n=f-n, (2) 
=2 pe. (3) 


Letting y,, =, e'”', and since y,,, is the vorticity shed at some earlier time, 
yy ap —127mNn 1) 


Now using the boundary condition of zero pressure difference across the wake 
pattern, defining a circulation function 


; b’ 
Oe ae e, _™ 
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5 


ZAMP IXb/5 


66 Hott ASHLEY, EUGENE BRUNELLE, and Hersert H. MosER- ZAM 


and nondimensionalizing the upwash equation with respect to the semichord 
b’; the upwash equation becomes 


; 
1 Oe the : 
= il is 1 ’ i ii%= ae 
norma] 2 HO ag ink [aes ial [Sey | 
| a 
; 


I, 
= P [ Pen i2amn—iks (~ — ) d& 
Me L/ atlas S64 (6). 
ip | 
ecoaers, (x—& :) as| : 
oD (x — ©)? + (n* hy? | | 


ae 
Resorting to integrations in the complex plane and a change of variable 
LES 9: 


Iya im en Bt gilbet2amn), (6) 


Ne == 4 55 e7 F 4 Pid a aa! : (7) 
where 
Jo= wh, G= nh. 


_ Now letting (§ — x) = A, also noting that -1< x <1and0 <A <oo: 


0 


Two more integrations in the complex plane yield the result: 


Saye preue er 
foe EG ize iE (9) 
where 
B(kl) = > * {[— Ei(— kD] — [Ei(kD) ey (10) 
yet ne 
— Fi(— kl) = = a, Hi(klh= «! S- dt exponential integrals, 
kl kl 


Collecting results, the upwash equation may be rewritten as 


2% 
1 


- ikT* peniké ove 
b(t) —“F- fo dt eet w= A ¢ Eid, (1) 
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where 
Ee es a b k k 
7 — —12 
w=-|*-+- (e1)| + ye ts g- Hts) goi2amn (12) 


Applying SOHNGEN’s [6] inversion relation to equation (11) and following the 
classical work of ScHwaRtz [15], the pressure distribution is expressible as 


i a= ie 
— Ap, (*) 2 } i— 127 
or’ Q oot eas ee ara 


4 2 ¢ | (Vee Vase see — Ae 8) ae, 


(13) 


where 
1, Jo#f+ fi— yi = + 
A, (,é)= 51 
1 (%, €) ha l—#é-yl—-#yji—-# oP 
and 
Pas AYP (hk) + 2 Ji(k) W ee. Sr (15) 


H(k) + i HR) + 2 A(R) +i Jo(k)] W 


The above pressure distribution equation has the same form as that for a 
corresponding’ two-dimensional fixed wing, oscillating in incompressible flow. 
Therefore, as noted in [3], the usual fixed-wing expressions for lift and moment 
may be used when describing the simple harmonic unsteady aerodynamics of 
a rotating blade section in the presence of a ground plane, provided that the 
above definition of C’ is substituted for the fixed-wing Theodorsen function 
C(k). Additionally, the flap-damping coefficient is given by Crp = 22 F’, 
and the pitch-damping coefficient [7] is given by 


Cr p= = [3 =@= (> ~ a) a — (> = a) a 
where C’ = F’ + 2G’ (a pitch axis location measured aft of the midchord in 
semichords). % 

Therefore, by calculating W, and hence C’, all the necessary aerodynamic 
information is then available to perform the standard dynamic stress analysis 
routines, the ‘typical section’ flutter analyses and the approximate three- 
dimensional (strip theory) flutter analyses. 

Of most immediate interest, however, is an assessment of the ground-plane 
effects on the rotary wing. This assessment can be made by observing the func- 
tional dependence of C’, Crp, and Cp p,, on frequency ratio, with the wake- 
spacing and the total rotor-ground spacing as parameters. Furthermore, since 
the dependence of C’, Crp. and Cp p, on h’ is qualitatively the same as 
exhibited in [3], only Hj will be considered as a new parameter. These func- 
tional dependences are shown in Figures 6, 7, and 8. As to be expected, when 
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Figure 6 


Flap damping coefficient. 
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Figure 7 
Pitch damping coefficient (a = 0). 
Oe) Hy = 3:5556;, A——A Hy =71llls -—-— > Ho = 21-3334 


H, > co, W uniformly approaches W, where W is the wake weighting func- 
tion given in [3]. 

It can be concluded from the figures that the presence of the ground plane 
provides additional positive aerodynamic damping to all blade modes of 
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Figure 8 
Pitch damping coefficient (a = — 1). 


CP.D. versus m. 


motion, hence greatly reducing the possibility for one-degree-of-freedom 
flutter to occur when the helicopter rotor plane is less than one rotor diameter 
above the ground plane. Note, however, that this type of flutter is still possible 
under unfavorable circumstances. When the helicopter rotor plane is more 
than two rotor diameters above the ground plane, the ground effects are 


comple tely negligible and WW. 


4, Three-Dimensional Unsteady Flow Effects 


Flow past a single helicopter rotor blade is three-dimensional because of 
the curvature of the streamlines, the presence of ‘wingtips’ and the spanwise 
variation of relative wind. Since the blade aspect ratio is usually quite large, 
the third effect may have equal or greater importance than the other two. As 
applied to rotors, two-dimensional strip theory contains an inconsistency, as- 
sociated with this nonuniform relative wind, which does not occur in the case 
of a conventional airplane wing: even in steady rotation at constant angle of 
attack the bound circulation varies linearly with radial distance from the hubt 
thus violating the law of continuity of vortex lines. For steady, vertical fligh- 
of a lightly-loaded rotor this and other objections are fully overcome by GOLD 
STEIN’S vortex model [8]. Discussions of several other approximate, steady- 
state theories of the finite rotor will be found in NIKOLSKY [9]. An elaborate 


vortex representation of the hovering condition has been given recently by 
Gray and NIKotsky [10]. 

Sections 1 and 2 above demonstrate the need for a theory that predicts — 
loads due to unsteady, three-dimensional flow. Since such a theory would per- 
force be linearized and its results therefore capable of superposition, a restric- 
tion to simple harmonic motion is acceptable. It is not surprising, however, — 
that no efforts along these lines appear to have been published; no fully : 

; 
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rational theory exists even for the finite airplane wing in unsteady motion, and 
most of the suggested approximations involve severe mathematical complexi- 
ties. The paragraphs below describe a first attempt at analyzing the oscillating ~ 
finite rotor. The authors freely admit that radical modifications of the true 
physical system have been made in constructing their vortex model. Even then, 
the computations remain lengthy, and only a few examples have been worked 
out. Two facts lent encouragement in carrying the development through to 
completion. First, the large aspect ratios of typical rotors insure that a theory 
of the lifting-line type will furnish the loads needed for nearly any practical 
dynamic calculation. Second, a modified lifting-line theory was found to yield 
satisfactory steady-flow results. 

To construct a steady lifting-line theory for vertical flight of a blade whose 
root and tip lie at r= R, and ry = Ry, respectively, let the bound circulation 
I’(r) be concentrated in a single straight vortex along the quarter-chord line. 
As seen from a coordinate system mounted on the blade, the oncoming stream 
has a velocity V(r) = 27 normal to the lifting line. The vortices trailing into 
the rotor wake, whose circulation is dJ’/dr per unit radial distance, are assumed 
to extend straight downstream to infinity. Hence one neglects both the helical 
shape of the actual wake and the centrifugal terms in the equations of fluid 
motion relative to the rotating coordinates, approximations which can be 
justified under certain circumstances but which are best assessed from the ac- 
curacy of the results. One is thus led to the problem of an ordinary airplane 
wing in a sheared main stream, and by direct analogy with conventional 
lifting-line theory (cf. GLravERT [11], chaps. 10-11), the bound circulation 
satisfies the integrodifferential equation 


Ry 


' 1 adI"/dn) d 
Cae, 0 OF [o) - 35, f (d a an (16) 
R, 


Here ¢;,, 6’, and % denote the local lift-curve slope, blade semichord, and 
incidence measured from zero-lift, all of which may be functions of 7. When 
equation (16) is solved by well-known methods, it yields spanwise load distri- 
butions and rotor thrust coefficients which fall among the values estimated by 
more commonly used theoretical methods [9]. (Certain other quantities such 
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as induced inflow velocity do not compare so favorably, but the emphasis here 
is on airloads.) 

The theory of the oscillating finite wing in incompressible flow which is a 
direct extension of lifting-line theory, and which reduces thereto when the fre- 
quency approaches zero, is REISSNER’S [12]. The authors have, in effect, 
modified REISSNER’S physical approximations and mathematical derivation to 
include the effect of a space-variable main stream V(r). It is impossible to 
‘present the detailed steps here. Only the general outline is given, but the 
interested reader can find the full development in [13]. 


Gee 


=X, (0) 
Fr b! 
Blade 9 42 rn’ 2b(r)) 


V(r’) 


Circutation ‘" 80? 
Tort) =P (r')e 


| 
(P'=S0 9) 
p 


Xo" 
Figure 9 


A rotor blade oscillating sinusoidally in a sheared flow, showing locations of coordinate systems. 
Definitions : 
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Figure 9 illustrates the rotor blade in a sheared flow and defines the di- 
mensional and dimensionless coordinates used in the development. The motion 
of the blade is specified in terms of the normal velocity component of fluid 
particles in contact with it (upwash) 


Talk’, i t) = Ug (x', r’) Yate (17) 


which is assumed to be a known quantity. The flow over the blade and its wake 
is approximated by a vortex sheet in the (x’ — 7’)-plane with circulation com- 
ponents (velocity discontinuities) y spanwise and 6 chordwise. The amplitude 


of total circulation J(r’) bound to the blade is replaced by a modified circu- 


lation function J” defined, following REISSNER [12], as 


ide oo oe a (18) 
0 
Application of the Biot-Savart law, the Kutta condition of smooth flow-off 


from the trailing edge and the requirement of zero pressure discontinuity 
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through the wake vortex sheet leads to the lifting-surface integral equation 
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—sb, xt ; 
Equation (19) involves only the approximations of ordinary lifting-surface 
theory and is the counterpart of equation (18), Part I, of REISSNER [12]. 

Reduction of equation (19) to a form suitable for convenient mathematical — 
manipulation requires. several modifications of the physical model, two of 
which have direct parallels in the development of lifting-line theory. These 
may be stated in words as follows: 

(1) The bound vortices are treated as if the blade were replaced by an airfoil 
in two-dimensional flow, having the same chordwise load distribution as 
the section at station 7’ [ie., 6, ~ 0 and y, (&’, 7’) & ¥q (§, 7’) in the first 
integral]. 

(2) The trailing vortex pattern in the wake is projected forward from the 
trailing edge x;,(7’) to a spanwise line passing through point (x’, 7’), where 
the vertical velocity is to be determined. 

(3) In the pattern of shed y,,-vortices, those portions which represent devi- 
ations from two-dimensional flow at any spanwise station are also pro- 
jected up to a spanwise line through (x’, 7’). In this same pattern the 
wavelength factor e~*®*/) is approximated by e~ *@8/7), 

When the foregoing steps are carried out and the dimensionless notation 
of Figure 9 is introduced into equation (19), one obtains 
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Here the reduced frequency appears in four forms 


a. Poly) @ b’(n* 
R(r*) = Vy? R(9*) = ee = 
w by @ by 
ko(7*) ae Vir")? ho(n*) eri ay 


the argument 7* being implied wherever it is not indicated. 

Three special functions arise in this development which are related to the 
so-called Cicala function of unsteady wing theory [12]. Unlike the latter, two 
of them can be evaluated in terms of integral representations of tabulated 
functions, as given by WaTSON [14]. The definitions and evaluations are listed 
below: 
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Here J,, and K,, are modified Bessel functions, while L,, is the modified Struve 
function [14] of the first kind and order n. The pole singularity of Nz at g = 0, 
which is just the steady-state singularity of lifting-line theory, has been sepa- 
rated for computational convenience, leaving a remainder ANz which is every- 
where finite. N, and N, have no singularities for real, finite arguments ex- 
cepting an integrable, logarithmic singularity of Nc at the origin. No particu- 
lar difficulty was encountered when constructing tables of these functions 
over the ranges needed, one convenience being that they are all odd. 

The integral equation (20) is readily solved for y, by well-known methods 
of thin airfoil theory (cf. ScHwarz [15]). The result can be cast as the sum of 
two-dimensional theory plus a three-dimensional correction containing /” and 
the N-functions. In view of the relation 

t 1 
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the expression for Ya can be integrated chordwise to produce an integrodiffer-_ 
ential equation for I", which is the principal unknown 
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Here J”) denotes the circulation function as given by two- Ginetta! methods 
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REISSNER’S linearized relation [12], 


Ap,(z,*) me es | 
— AP) a a (et) tik [7a (C, 1) al, (28) 
Bs 
between y, and the complex amplitude of pressure difference between the 
upper and lower surfaces of the rotor blade can be carried over into the present 
theory. When equation (28) is applied to the inverted form of equation (20), 
one obtains after considerable este? ta 


Ap,(z, 1*) 2]/1—z 4s i+ 2 
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x 0,(C, 7*) a0 = a Fy(r*) + 2 F(r*) + 22 B(r*)]. 
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Here the first two lines are the strip-theory result, and Fy, F,, & represent 


rather elaborate integrals across the rotor span, containing I’ and the N-func- 
tions but independent of the chordwise coordinate. Suitable chordwise inte- 
grations of Ap, give the complex amplitudes of lift force (positive upward) 
per unit span and pitching moment (positive nose-up about a midchord axis) 
per unit span: 


ep eee 4) Fi(r*) i Ei(r*) 1 Fi(r*) 

Rae ar Ue ta Se 7 lin 00) 
M Me) x F(r*) | R(r*) 3  Fy(r*) 

Popo et [- Spine yee igs See |. (31) 


The practical application of the foregoing theory is carried out in two steps. 
First, the circulation integral equation is solved by introducing the angle 


variables 
yr== Stes, 1 = 's cos, (32) 


approximating the circulation function by the Fourier series 


I"(r*) = pe hy pee. a (33) 


and requiring equation (26) to be satisfied at as many spanwise stations (tips 
excluded) as there are constants K,, to be determined. Second, the loadings are 
calculated by substituting equation (33) into the expressions for /y, f,, Fy, 
then applying equations (30) and (31). This process resembles closely that 
devised by REISSNER and STEVENS [12], Part II. In the first examples, how- 
ever, it was found convenient to use series expansions of Jy, J, and the complex 
exponentials; these were carried up to terms of orders k® and kj, Which ap- 
pears adequate for the majority of helicopter applications. It proved fecessary 
to evaluate numerically several hundred integrals containing the N-fanctions, 
sinn 6, cosn @ and various powers of 


Vie*) Re + r* ie + cos p (34) 


Vint) RE+ n* ~— RFs + cos 

as factors in their integrands. Although the first examples were laborious, the for- 
mulation is nowsystematized and welladapted to high-speed digital computation. 

To obtain some idea of the importance of three-dimensional effects on 
vibrating rotors, the theory has been used to compute the loads due to pitching 
and flapping of a constant-chord blade with aspect ratio 8. The frequency is 
given by w/Q = 1. (Since the relative wind is everywhere proportional to rotor 
speed Q, it is unnecessary to specify a reference value of reduced frequency k; 
all dimensionless quantities are fixed by w/Q. Five spanwise stations were 
chosen, spaced equally in the variable y.) Figure 10 plots, vs. radial distance, 
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Dimensionless amplitude and phase angle of lift due to pitching oscillation, about the quarter-chord 
axis for a constant-chord rotor with R, = 8 in,, Rp = 40in., 2b =5 in. Circular frequency @ = Q. 


the dimensionless amplitude and phase angle of lift per unit span due to nose-up 
pitching oscillation 
a= ae (35) 


about an axis along the quarter-chord line. Dimensions of the blade planform 
are listed in the caption. g,, 1s the phase angle by which the force leads the 
angular displacement; on a quasi-steady basis it would equal zero. The curves 
marked ‘two-dimensional’ represent the unsteady strip theory of THEODORSEN 
[2], which is discussed in previous sections. Other airloads due to pitching and 
flapping show the same general behavior as Figure 10, for the particular rotor 
and value of w/{2 chosen here. 

It can be concluded that in this example the phase shift produced by three- 
dimensionality of the flow is small enough to be negligible when one is analyz- 
ing forced motion. The reduction of amplitude is more significant, particularly 
in the tip region. The total lift drops roughly 25% , while the moment about the 
flapping hinge of the blade is reduced by well over 30%. Further remarks on 
the implications of this calculation are made in the next section. 

The three-dimensional theory can be modified in an approximate way to 
account either for the returning shed vortices in the helical wake during verti- 
cal flight, or for the small fluctuations of relative wind due to forward flight 


at low tip-speed ratios. It is unlikely that both of these effects would have to 
be introduced simultaneously. 
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Without going into detail, the shed-vortex modification is made on a two- 
‘dimensional basis by analogy with Lozwy’s work [3]. The two-dimensional 
circulation function of equations (27) and (26) must be replaced by (midchord 
sweep z,, is set equal to zero here for simplicity) 


i 
2 [YAH atc.) at 
Pete ora oe os ; r (36) 
wih {> (HR) +i HER) + ala) +4 Jo(®)] | 


Here W is a wake-correction function [3], which approaches zero as the spacing 
between successive helical vortex sheets becomes large. The circulation integral 
equation is then solved as before, but in the two-dimensional parts of the final 
pressure, force and moment formulas the function C(k) must everywhere be 
replaced with the function C’(k, m, h’) tabulated by Loewy. This procedure 
omits the potentially large influence of the strong helical vortices trailing from 
the neighborhood of the blade tips, something which certainly merits further 
study but will lead to serious analytical complications. 

Forward speed can be accounted for two-dimensionally by reference to the 
work of GREENBERG [16], who studies an airfoil operating in a stream whose 
speed is given by the real part of 


V=V[1+oe'o"). (37) 


Some care must be observed when handling terms containing the combined 
factors e’®’ and e’”»', but for a particular motion like flapping or pitching, 
the principal changes come in the function J’ ‘®) and the two-dimensional parts 
of the loading expressions. It is important to realize that GREENBERG’S theory 
contains the implicit restriction that o/k, is small compared with unity, where 
k, = w, b'/V,. This may limit its applicability to typical rotor problems rather 
severely. 

No numerical examples involving forward speed or shed vortices have been 
worked out as yet. From the general formulation, however, there is good 
reason to believe that three-dimensional loadings incorporating the latter will 
exhibit the same drops in magnitude and losses of aerodynamic damping near 
integral values of m that were discovered in Lorwy’s original investigation. 


5. Conclusions 


Although much remains to be done in the way of practical application of 
the theories described in sections 3 and 4, some tentative conclusions can now 
be drawn concerning rotor vibrations and unsteady flow. When calculating 
forced vibratory response during hovering or vertical flight, unsteady effects 
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must be accounted for, with particular reference to the shed vortices in the 
helical wake. If this is not done, potentially dangerous resonances near fre- 
quency ratios which are integral multiples of the number of blades will be over-~ 
looked. It can be inferred that aeroelastic stability is subject to the same in- 
fluences, and that rotor flutter speeds much lower than those computed with- ; 
out regard for the returning wake may occur whenever the flutter frequency is _ 
close to any critical multiple of 2. ; 

In the presence of the ground, the dangers of resonant vibration and flutter © 
are reduced, since the ground plane provides additional aerodynamic damping 
for all modes of blade motion. Single-degree-of-freedom flutter can still occur 
in an unfavorable combination of circumstances. When the rotor plane is more 
than two diameters above the surface, ground effects become negligible. 

For values of the reduced oscillation frequency typical of helicopter prac- 
tice, the three-dimensionality of the flow does not cause significant changes in 
the phase angle between a given motion and the airloads produced thereby. 
There will be a large amplitude reduction, ‘however, especially near the rotor 
tip. This suggests, incidentally, that finite-span effects can perhaps be esti- 
mated on a steady-state basis. It cannot be concluded that forced vibratory 
responses calculated by strip theory will always be larger than those actually 
encountered, because three-dimensional effects reduce both the forcing func- 
tions and the aerodynamic ‘springs’ and ‘dampers’ opposing them. Since 
these reductions are not the same for all terms in the equations of motion, 
further study is needed to discover the conditions under which strip-theory 
predictions are unacceptable. Three-dimensional flow is likely to be more 
significant for flutter analyses, since flutter occurs at a stability boundary, 
whose location may be sensitive to small changes in the aerodynamic properties 
of the system. 

The present investigation concentrates on the case of vertical flight. It is 
possible, however, to adjust both conventional strip theory and the three- 
dimensional approach of section 4 to account for forward motion at small tip- 
speed ratios. This can be done along the lines proposed by GREENBERG [16]. 
Since the most severe forced vibrations are often encountered on helicopters 
in this transitional range, further study of the problem is very desirable. 
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Zusammenfassung 


Es wird ein Beitrag geliefert zur Stiitzung der schon friiher gedusserten Uber- 
zeugung, dass nichtstationdre Stroémungsanteile das Schwingungsverhalten und die 
aeroelastische Stabilitat von Helikopter-Drehfliigeln wesentlich beeinflussen kén- 
nen. Die Untersuchung betont besonders den Dampfungsverlust, welcher sich aus 
den entlang der Spannweite eines schwebenden Drehfliigels schraubenformig ab- 
gehenden Wirbeln ergibt. 

Gemiass dem Bediirfnis fiir verbesserte Mittel zur Behandlung nichtstationarer 
aerodynamischer Vorgange werden zwei neue theoretische Entwicklungen beschrie- 
ben und zum Berechnen von Luftkraften auf typische schwingende Drehfliigel 
angewendet. ! 

Die erste dieser Arbeiten erfasst auf zweidimensionaler Basis das Vorhandensein 
einer Bodenebene. Es wird angenommen, dass die Wirbel im Abwinde des schwe- 
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benden Drehfliigels durch die Bodenebene nicht zuriickgeworfen, sondern schnell 
zerstreut werden. Als Resultat zeigt sich, dass die einer spezifischen Schwingungs- 
form entsprechende aerodynamische Dampfung durch den Einfluss des Bodens, 
der praktisch etwa zwei Drehfliigel-Durchmesser hinaufreicht, im allgemeinen ver- 
gréssert wird. 

Die zweite der vorgelegten Theorien betrifft die dreidimensionale Str6mung 
iiber ein schwingendes Fliigelblatt, welches als tragende Linie und unter Vernach- 
lassigung der Kriimmung seines Abwindes untersucht wird. Numerische Rechnun- 
gen sind ziemlich miihsam, aber mittels Rechenmaschinen ohne weiteres durchfiihr- 
bar. In einem herausgegriffenen typischen Beispiele zeigte sich, dass die Luftkrafte 
bedeutend kleiner sind als die von der Streifentheorie angezeigten, dass aber die 
Phasendifferenz zwischen Anstellwinkel und Luftkraften fast unverandert bleibt. 


EE 
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Compressible Laminar Boundary Layer Behavior 
Studied by a Finite Difference Method’) 


By Donatp C. BaxtTeErR, Ottawa, Canada?) 
and IRMGARD FLUGGE-Lotz, Stanford, California, USA) 


1. Introduction 


The computation of skin friction and heat transfer in laminar compressible 
‘flow along curved surfaces is a problem which still attracts considerable atten- 
tion. The flow in the thin layer near the surface in which rapid temperature and 
velocity changes occur is described by a system of nonlinear partial differential 
equations which resist any attempt at obtaining a general analytical solution. 
With the advent of automatic computing machines, the solution of this system 
of equations by finite difference methods has become attractive. In an article 
presented in 50 Jahre Grenzschichtforschung [6]*) the second author has reported 
on a promising difference solution of the problem using Crocco’s form of the 
partial differential equations [5, 16]. Since that time the procedure has been 
considerably improved, its stability investigated and its convergence checked. 
It has been programmed for solution on an IBM 650 digital computer, and a 
series of some sixty examples has been computed. These examples were chosen 
to bring out trends which might be expected of boundary layer behavior with 
variable surface temperature and pressure gradient, and also to aid the prac- 
tising engineer by showing comparisons with approximate methods of solution 
which may be used. 


2. The Boundary Layer Equations 


In the Crocco boundary layer equations the independent variables are x, 
the co-ordinate measured parallel to the surface, and u, the velocity component 
in the x-direction. The shear stress t and the enthalpy 7 (equal to c,7) are the 
dependent variables. Since the shear stress is related to the velocity gradient by 


T= [bly (1) 


1) This research was supported by the Air Force Office of Scientific Research of the Air Research 
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in which yw is the viscosity coefficient, the co-ordinate y normal to the surface 
is in turn related to u by 


ea . 
(x, w) = dn. (2) 
/ 


It is evident that solutions t(x,w) and 7(x,u) of CRocco’s equations will allow 
description of the flow in the more usual terms of u(x, y) and 7(x, y). 
The steady, two-dimensional flow of a compressible perfect gas with 


variable density and viscosity but constant Prandtl number, Pr = c, u/k, and 


specific heat, c,, is described by the momentum and energy equations 
cee te D, ee (0M), — My BJT =UO"T,, (3) 
v tive we [(1 a Pr) TT, + Pru 7] by aR (u wp, ap t?) = Pru Qf , = (4) 


The density and viscosity are related to the enthalpy by the equation of state 


p= QRT= V2 9; (5) 
and the Sutherland law 

ates ep 

alee neers (©) 


Here # is pressure, S is a constant, subscript e denotes values at the outer edge 
of the boundary layer, and subscript 0 denotes values at isentropic stagnation 
conditions for the outer edge flow. R is the gas constant and y the ratio of 
specific heats. (5) and (6) can be substituted into (3) and (4) leading to a pair of 
coupled nonlinear parabolic differential equations for t(x,w) and i(x,#). These 
are the equations solved by the present finite difference method. 

Boundary conditions must be specified at the edges of the semi-infinite strip 
shown in Figure 1. At x = L values of shear stress and enthalpy must be given 
across the boundary layer. The finite difference solution cannot start at a stag- 
nation point or the leading edge of a flat plate since both are singular points. 
At the outer edge, where « = u,(x), the shear stress is zero and the enthalpy 


0 L x 


Figure 1 


Boundary layer region in (x, w)-plane. 


| 
| 
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given by the isentropic relation 


At the surface of the body, where u = 0, the shear stress must satisfy 


where the subscript w refers to conditions at the wall. Also either the wall 
temperature or the heat transfer rate is specified, i.e., either 


i(x, 0) = ig(2) (9) 
or 
aD nae rae (10) 


The advantages of using the Crocco form of the boundary layer equations 
for a finite difference solution are that the range of the non-streamwise inde- 
pendent variable is limited, in fact to 0 <u < u,, and that the transverse 
velocity v has been eliminated without the introduction of an integral. 

In the exact solutions of [2] for zero Mach number flow over wedges, there 
appeared under certain circumstances velocities within the boundary layer 
which were locally greater than the outer edge value. In such ‘overshoot’ cases 
the enthalpy and shear stress become double-valued functions of uw. As a result 
the Crocco equations lead to ambiguity in describing the problem and such 
cases are excluded from consideration. 

Previous authors [3] have treated boundary-layer problems by using instead 


( ) 
bu G a 11 
ai = ( ) 


with the constant C chosen so that the average viscosity at the wall is correct 
using (6). For flow over an isothermal flat plate with temperature 7, , its value 
is thus 


Ce (=24)"" a (12) 


In the calculation of the examples to be presented later (6) was used, but 
‘(12) will be utilized in presenting the results. 
3. Setting up the Finite Difference Problem 


The conversion of the differential equations into difference equations is 
described in [6]. The procedure is straightforward, central difference quotients 
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being used for derivatives with respect to w, and forward differences for «-deriva- 
tives. Using a net of grid points as indicated by Figure 2 algebraic equations 
fOF Tn +1,n ANG ty, 41,n Of the following form are obtained: 


é é A “ , 
Ty 41, nn hile et , Tn, n? Tn, 0-1? Unn+1 , Uinn? tmn—1? Um s1.n? Pp.» n, Ax, Au), (13) 
m+1,n m,n+1? “m,n? “m,n—-1? “m,n+1? “m,n? 


7 ait Ponee G3 1 lend bpwnar Per E 1s ty AX, Ay Re 


Figure 2 


Division of boundary layer region for finite difference solution. 


Provided x # 0 these can be solved one at a time, and quantities at station 
(m+1)Ax found from upstream values at m Ax. It is necessary only to treat (14) 
first, since 7, 41,, appears in (13). If conditions at m = O are treated as discussed 
in the next paragraph, it is possible to progress from the starting profiles to 
the next downstream position, and by a repeated application of this same 
process to cover the whole field of interest. 

Special attention is required for the grid points along the wall. Difference 
quotients could not be formed in the same way as for interior points, and more 
important the very form of (3) and (4) precludes establishing a direct difference 
procedure at all because the x-derivatives of t and 7 are indeterminate there. 
(They occur as products with w.) What is done to allow calculation of wall 
quantities is as follows. Interior points, i.e., > 0, are treated using (13) and 
(14). Conditions at the wall are then determined using extrapolation from these 
points to the surface. In the extrapolation power series in u are used, with some 
of the coefficients determined from the differential equations. This use of series 
expansions was first discussed in [6]. 

The series which are used in the extrapolation are the following. For deter- 
mination of the shear stress 


t= Sd, ui (15) 
0 


with the coefficients d; being functions of x). This is the same as was used in [6]. 
However the series for the temperature field have been modified. For the 


5) The coefficients d; here are greater by 7! than those of [6]. 
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calculation of 7, in specified wall temperature cases an expansion of 


i,t = D7b, (16) 
0 


_has proven superior to the expansion for 7 which was used in [6]. However when 
_the heat transfer rate is specified and the wall temperature is unknown, such an 
expansion has been retained, namely 


i=)*a;u'. (17) 
0 


Some of the coefficients in each of these expansions can be related to 
quantities at the wall through substitution into (3) and (4) and the additional 
equations formed by differentiating them with respect to u. In fact it can be 
found that 


; 


dy = 2 ty Pe: da = Uyw?.» 


Ms , 
b, = —Py Ty » by = ~ (Ow Ly t xw — 2 My p.) : (18) 
Pr Py Hw Pe 
a= =z ’ ag = o Pr (te —1). 


To perform the extrapolation, (15) is passed through the first two interior 
points and (16) and (17) through three points. Making use of the known coeffi- 
cients of (18) four terms of the first series and five terms of the last two are 
retained. The following formulae for the determination of quantities at the wall 
are thus obtained. 


Tig = a= [8 Tg — Ty — 12 Hg P, AW A tye Be (AU), (19) 
igs = [108 (i,, Dye 1 — 27 (iy, Dyn, + 4 Cig Dyn. + 66 Prt, At | 
uw 85-T, as 
Py(At1 i) 
spot ee na (ee He ise — 2 by Pe) | 
: 1 : Au 
ty age [108 da Baggs + tig g + 06 Pre 
i (21) 


q Mw Pe 
+18 Pr(Au)? fj pee *)| ; 
(19) is solved first and then (20) or (21) as required. One of fy OT Muw will be in- 
itially unknown (depending on whether heat transfer rate or wall temperature 
is specified). It is replaced by its preceding upstream value. This approxima- 
tion could be improved by iteration but so far this has not proven necessary. 
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4. Discussion of the Finite Difference Problem 


In the application of finite difference methods to the solution of partial 
differential equations there are two problems of fundamental concern—stability 
and convergence. Stability relates to the ability of the actual numerical solution 
of the difference equations to represent the exact solution of those equations. 
This aspect is discussed in such papers as [13] and for the particular equations 
at hand in [7]. Convergence is related to the ability of the exact solution of the 
difference equations to represent the solution of the differential equations from 
which they were derived. For the present system this aspect has not been 
investigated analytically, rather it has been tested using the empirical approach. 
That is to say, several of the more extreme examples have been re-calculated 
using a finer mesh spacing. The results obtained have differed by an insignifi- 
cant amount from those of the coarser mesh, indicating that the solutions 
obtained have been reasonably accurate from this point of view. 

The requirement of stability has been found analytically and practically to 
place an upper limit on the magnitude of Ax. From the study made in [7] several 
criteria emerge. However the only significant one has so far been found to be 


2 Ae 
Pr ue (Au)? 


15, (22) 


That (22) be satisfied at each mesh point appears to be a sufficient condition for 
stability. It shows, among other things, that any finite difference solution would 
be unstable at the surface where ~ = 0. When the wall points are treated as 
discussed above, the critical mesh points become the first ones from the wall. 
For these (22) can be written approximately and more conveniently as 

Ax 2 Pr (Au/u,)® 

eS PReic)? Ke 
The skin friction parameter c; )/ Re,/C is defined in (24) below. 

It appears from (23) that a smaller mesh width must be used nearer the nose 
of the body. In fact at the nose itself the only permissible value is zero. It can 
also be seen that the maximum downstream mesh width is proportional to the 
cube of the transverse mesh spacing. 

To give some idea of the relative magnitude of 4x which must be used, it 
can be estimated that cy |/Re,/C will be on the order of unity. [See (26) below. | 
With twenty divisions across the boundary layer (23) then gives Ax/« = 0-0002 
as the maximum which may be used for a stable solution. Thus it may take 
five thousand steps to travel a downstream distance equal to that from the nose 
to the starting position. 

With the exception of flows which involve overshoot, the finite difference 
solution of the Crocco equations will allow determination of laminar boundary 
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layer behavior under any combination of pressure gradient and wall temperature 
or heat transfer rate variation. It is limited only in that (a) starting profiles must 
_ be provided at some distance downstream of the nose, or leading edge, and (b) 
the time required to compute a particular flow of interest may be long. 

Because of the considerable amount of repetition involved in the solution 
of the finite difference problem, the procedure was programmed for solution on 
an International Business Machines Type 650 digital computer. This computer 
is of the stored program, two address type and utilizes a rotating magnetic drum 
_ memory having a capacity of two thousand ten decimal digit words, for which 
the average access time is 2-4 ms. With this computer the time required to treat 
a problem using the present finite difference solution is about one second per 
mesh point. 


5. Examples Computed Using the Finite Difference Method 


The aim of the present investigation was to use the finite difference solution 
of the Crocco boundary layer equations to obtain some insight into compressible 
flows with variable pressure gradients and surface temperatures. To accomplish 
this some sixty examples were computed which illustrate certain trends which 
can be expected and which allow comparison with various approximate methods 
of solution which have been proposed in the past. Ten of those examples will 
be considered here. The remainder may be found in {8}. 

When the flow upstream of x = L is that over an isothermal flat plate with 
zero pressure gradient the starting profiles can be taken from the ‘exact’ solu- 
tion of CHAPMAN and RuBESIN [3]. Tables of the necessary functions can be 
found in [11]. Profiles were obtained in this way for Mach numbers of 0-5 and 3 
and wall temperatures equal to one half and twice the adiabatic or insulated 
wall temperature, 7,4. Only flow downstream of these profiles will be con- 
sidered here. 

Certain assumptions were made in the calculation of the examples. The 
assumption of constant Prandtl number and specific heat in (3) and (4) is not 
essential to the finite difference method; it is only made for the purposes of the 
present study. The Prandtl number employed was 0-72. y was taken to be 1-4. 
In (6) the ratio S/T,,, was chosen to be 0-543, or alternatively if S = 216 degR 
the value of the temperature far from the plate must be 390 deg R, the tempera- 
ture of the stratosphere. The subscript 1 denotes values at x = L. The boundary 
layer at « = L was divided into twenty divisions, i.e., Au/u, ; = 0-05. 1f the outer 
edge velocity varies downstream, the outermost interior point calculation was 
modified to incorporate the fact that the interval from it to the outer edge was 
not equal to that between other mesh points. The downstream step width used 
was Ax/L = 0-0004. 

The parameters used in the presentation of the results are the following. 
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For skin friction: 


c,VR e,|C = 5 (“= eey" : (24) 


For heat transfer: 


: 2ja-\/ pas g Py2ls Up, % 0, \12 
eee VRe,|C Qe Ue €p» (Iw — Tra) ( Me C é Ee 


These parameters employ the skin friction coefficient, cr, the Reynolds number, 
Re,, and the Stanton number, St. The advantage of using them is that the 
results for any Mach number or wall temperature start at « = L with equal 
numerical values. In fact these starting values are [3] 


c,VRe,/C = 0-664, St Pr?’ Re,/C = 0-330. (26) 


A. Ramp Wall Temperature 


The first set of examples deals with flow over flat plates with zero pressure 
gradient but at different Mach numbers and with varying wall temperatures. 
In particular the Mach numbers are 0-5 and 3 and the wall temperatures, con- 
stant up to «/L = 1 at one half and twice the adiabatic value, vary downstream 
of that in accordance with 


fai = tape ABA TIeAs 7 


For the examples with the hot walls at either Mach number the wall temperature 
increases, while for those with cold walls it decreases. 

The computed heat transfer results are shown in Figure 3b, and for the 
first part of the run the results for all four cases are seen to practically coincide. 
At x/L = 1-025 they differ by only 4%. At either wall temperature level the 
results for the two Mach numbers are indistinguishable. 

Also shown in Figure 30 is the prediction obtained in [8] based on the solu- 
tion of LIGHTHILL [10]§), namely 

Ply 2: 1. =k eee (= 3) 
SHG Voie 270392 areeerneeag ee (28) 
or (+ mm 1) 


8) [10] contains an exact solution of the zero Mach number, constant density and viscosity 


energy equation under the assumption of a velocity profile linear in y. The heat transfer rate is 
found there to be 


x 


x =1/3 
k Pro 1/3 ——, (dyes o eo 
Ren TTR ( ry VT (x) | | / VTw(2) ds | dT o(6). 


0 é 


Extensions and specializations of this result are considered in [8] and [15] for example. 
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where Bz (2/3, 4/3) is the incomplete beta-function of argument 


L\3/4 
) (29) 

It can be observed that (28) is indistinguishable from the calculated values for 

the hot wall cases. (28) predicts a limiting value for the heat transfer parameter 


at large x of 0-536. 
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Figure 3 


Ramp wall temperature, zero pressure gradient examples: 
a wall temperature; 0 heat transfer; ¢ skin friction. 


The skin friction parameter variations for the four ramp wall temperature 
examples are shown in Figure 3c. They are seen to change linearly with distance, 
just as the temperature is changing. For the cold wall cases, where the tem- 
perature is decreasing, the skin friction is seen to increase. Conversely for the hot 
wall cases, where the temperature is increasing, skin friction decreases. 


B. ‘Hot Spot’ Wall Temperature 


The next example is concerned with flow over a flat plate again, but now 
with a surface temperature which is constant everywhere except in the region 
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1-00 < x/L < 1.0256. There its variation is shown in Figure 4a as the solid 
curve’). Outside of that interval it is constant at twice the adiabatic value. The 
Mach number is 0-5. : 

The heat transfer parameter is shown as the solid curve in Figure 40. Its 
overall change is about 30%. Note the decided asymmetry even though the ~ 
temperature itself is symmetrical. Also that the heat transfer rate should reach 
a value below its isothermal value is explicable when the heating of the air near — 
the wall during the interval up to «/L = 1-01 is considered. This points out that ; 
‘history’ has an important influence on boundary-layer development. 


The skin friction is not plotted since it follows closely the shape of the wall . 


temperature, decreasing only 0-15% at «/L = 1-0128 and then returning to its ~ 
initial value. : 

The heat transfer rate for this example was predicted using three types of — 
approximate method. First the wall temperature was replaced by the pyramid- 
shaped curve shown dotted in Figure 4a, and the heat transfer rate calculated 
using the results for ramp wall temperatures derived in [8] on the basis of the 
result of [10]. Since that result assumes that the energy equation is linear in 
temperature it is permissible simply to superimpose the results for successive 
ramps. The result is shown dashed in Figure 4), and is seen to show all the 
essential features of the finite difference result. 

The heat transfer performance was also computed using the results of BECK- 
wiTH [1] and MorpucHow [12], integral methods which take into account 
dissipation and variable density and viscosity but assume equal thicknesses of 
the thermal and velocity boundary layers. The predictions here are found to 
depend strongly on the degree of the thermal polynomial assumed and the 
choice of boundary conditions which are satisfied. With one boundary condition 
applied at the wall the result is shown dotted in Figure 4b. It is seen to predict 
a change which is directly proportional to the surface temperature change, and 
thus shows none of the observed asymmetry. Moreover it underestimates the 
change by 50%. On the other hand-if two boundary conditions at the wall are 
met, the predicted results depend strongly on the degree of the thermal poly- 
nomial used, the extremes being shown in Figure 4c. The changes predicted are 
now proportional to the wall temperature gradient, and are larger than the 
actual changes by factors of from five to sixteen. 

The correlation method of CoHEN and RESHOTKO [4] was also applied to this 
example. Such a method assumes that there exists a unique relationship among 
all pertinent boundary layer quantities independent of previous development, 
and which can be found from results for compressible flow over isothermal 
wedges. For the present example this method predicts essentially no change in 
the heat transfer rate as the flow passes over the ‘hot spot’, compared to the 


7) Note that this change is by no means rapid enough to invalidate the boundary layer appro- 
ximations. 
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Hot spot wall temperature, zero pressure gradient example, MW, = 0-5: 
ce heat transfer predictions. 


a wall temperature; 06 heat transfer; 


30% change actually found. The reason is that, because of the rapid changes of 
wall temperature occurring, the equilibrium conditions upon which a correla- 


tion method is based are never attained. 
C. Ramp Pressure Gradient 


The next examples illustrate flow with variable pressure gradient over 
isothermal surfaces. The Mach numbers considered are 0:5 and 3 at x = L. The 
surface temperatures are everywhere constant at one half and twice the adiaba- 
tic values of the starting flow (‘cold’ and ‘hot’ walls respectively). For x 2 L 


the pressure gradient varies according to 
be =5 (7-1 
@e,1 Uz 1 L 


The pressure gradient and outer edge velocity are shown in Figure 5a. 
Such a flow as considered here might represent that along one wall of a 
diffuser. Up to x = L the walls are essentially straight, while downstream they 
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Figure 5 
Ramp pressure gradient, constan 
a outer edge velocity and pressure gradient 
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are continually curving to force the pressure gradient to become larger and 
larger. To give some idea of the inclination of the walls, it can be found that for 
one-dimensional, zero Mach number flow (30) would imply that the inclination 
is changing approximately linearly with distance, and at x/L = 1-01 the angle 
between the wall and the center line is about one degree. 
The computed skin friction variations for the four examples are shown in 
Figure 56. The tendency towards separation is most pronounced on the hot 
walls and at the higher Mach numbers. Indeed separation is reached at x/L 
1-018 in the case of the hot wall at Mach number 3, whereas for the cold wall at 


—— oC err C™™™S— 
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Mach number 0-5 the skin friction parameter has decreased only 6% by this 
same position. 

The corresponding results for heat transfer are shown in Figure 5c. The heat 
transfer rate decreases with distance in all cases with the hot wall, high Mach 
number examples again being most severely affected. However the magnitude 
of the change produced is smaller than that for skin friction. In fact, away 
from separation, the change is about one third as great. 


D. Flow Over a Bump 


Something which is typical of flow over a bump on an isothermal flat plate 
will be considered. The pressure gradient and outer edge velocity are shown in 
Figure 6a. Outside of the region 1-0 S x/L < 1-0256 the Mach number is 0-5, 
and everywhere the wall temperature is twice the adiabatic value. Flow over 
an insulated surface with this same pressure gradient was also considered. It 
was found that the adiabatic wall temperature changed at most 0-003°% from 
its flat plate value. On superimposing a layer of vortices on the surface it can be 
shown that the height of the ‘bump’ is on the order of 1% of its ‘length’, 0.0256 L. 

The computed skin friction parameter is plotted as the solid curve in Figure6. 
A maximum value 50% above the flat plate value is reached at x/L = 1-009. 
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Figure 6 


Flow over a bump, constant wall temperature, M, = 0:5: 
a outer edge velocity and pressure gradient; b skin friction; c heat transfer. 
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It is apparent that a ‘bump’ somewhat less than twice as large will cause 
separation on the downstream side, as indeed was found in another example 
which was calculated. Noticeable in Figure 65 is that the skin friction lags 
behind the pressure gradient but has roughly the same shape. 

The heat transfer characteristics of this example are shown in Figure 6c. — 
It shows the same trends evidenced by the skin friction; however, as with the 
ramp pressure gradient cases, the change is smaller. 

The skin friction variation for this example was predicted using the one- — 
parameter integral method of HoLsTEIN-BoOHLEN [14, p. 209]. Though this is 
strictly applicable only to constant density and viscosity, zero Mach number 
flow, it will indicate trends to be expected of the more sophisticated, but much ; 
more complex methods, e.g. [1, 12]. The computed prediction is shown as the 
dotted curve in Figure 6c. It is found first of all to be in phase with the pressure 
gradient, and so does not indicate the lag actually found by the finite difference — 
method. It is of the correct order of magnitude, overestimating the change by 
only 30%. 

The skin friction variation-was also.examined using the correlation method 
of CoHEN and REsuHoTKo [4]. Here again the predicted change is in phase with 
the pressure gradient, but now the change is overestimated by a factor of five. 
As with the ‘hot spot’ wall temperature, the present case involves gradients too 
rapidly changing for the equilibrium conditions upon which a correlation 
method is based to be reached. 


6. Discussion 


The number of examples presented here is necessarily limited. In particular 
none are shown which combine simultaneous variations of pressure gradient 
and wall temperature. Also no cases of specified heat input are discussed. Such 
are available in [8], but they bring out no essentially new points. In addition the 
downstream distance traversed in any of the examples was limited by the 
computing time available. 

The examples show that in general the effects of pressure gradient are in- 
tensified at higher wall temperatures and higher Mach numbers. Raising the 
surface temperature has the effect of reducing skin friction, while lowering it 
tends to increase skin friction. However surface temperature has much less 
effect on skin friction than it has on heat transfer. On the other hand pressure 
gradient does have an appreciable effect on heat transfer, although not as great 
as on skin friction. 

For flow over non-isothermal flat plates the specializations and extensions 
of LIGHTHILL’s result [10] obtained in [8] give very good agreement with the 
finite difference results for heat transfer. It follows that equally good agree- 
ment would be obtained with integral methods which assume unequal thicknes- 
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es for the velocity and thermal boundary layers, since LIGHTHILL’s result can 
¢ reproduced by such methods [8, 15]. However it is shown by the present 
examples that integral methods which make the assumption of equal thick- 
hesses, e.g. [1, 12], lead to inaccurate predictions of heat transfer performance 
when the wall temperature gradients are as high as those considered here (on 
the order of hundreds of degrees per foot). The same is true of CoHEN and 
RESHOTKO’s correlation method [4]. Thus these approximate methods must be 
used with caution when temperature gradients are high. 

_ It appears that integral methods will give not unreasonable estimates for 
the skin friction even when that quantity is changing rapidly. This is not true 
of the correlation method, since the changes occurring in the present examples 
are too rapid to be related by the equilibrium conditions such a method as- 
sumes. 
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Zusammenfassung 


Die Lésung des Systems der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen 
der laminaren kompressiblen Grenzschicht bereitet erhebliche mathematische 
Schwierigkeiten. In dieser Arbeit wird ein Differenzenverfahren benutzt, um die 
Strémung entlang einer gekriimmten Wand zu untersuchen. Analytische Be- 
dingungen fiir seine Stabilitat sind angegeben, und die Konvergenz der Lésung 
gegen die Lésung des Differentialgleichungssystems ist durch Vergleichsrech- 
nungen mit verschiedener Schrittweite erprobt. 

Der Einfluss von beliebigen Druck- und Temperaturverteilungen ist an einer 
Reihe von Beispielen untersucht. Da das Verfahren Energiedissipation und Ver- 
anderlichkeit der Dichte und der Zahigkeit vollstandig beriicksichtigt, sind seine 
Ergebnisse benutzt, um die Vereinfachungen kritisch zu diskutieren, die so oft 
angewendet werden, um die analytische Lésung des Problems zu erleichtern. 


(Received: September 24, 1957.) 
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On the Visualization of Laminar Boundary Layer Oscillations 
and the Transition to Turbulent Flow 


By HENpDRIKUS BERGH and BERNARD VAN DEN Berc, Amsterdam, Holland!) 


1. Introduction 


In spite of the extensive research on boundary layer transition of many in- 
vestigators, the transition itself is still an unsolved problem. The experimental 
verification by SCHUBAUER and SKRAMSTAD [1]?) of the stability theory of 
TOLLMIEN [2] and SCHLICHTING [3] has revealed many details of the boundary 
layer behaviour preceding the transition. On the other hand, experimental 
investigations by Emmons[4] and by SCHUBAUER and KLEBANOFF([5] have provid- 
ed information about the propagation of the turbulent spots, which occur just 
after the breakdown of the laminar flow. The unknown stage is the develop- 
ment from the growing oscillations in the laminar boundary layer into the 
turbulent spots. 

The experimental data have been obtained by different techniques. In 
general it can be said that for experiments in air the hot wire technique is used, 
giving the velocity components parallel to the surface, while for experiments in 
water the information is obtained by a visualization technique. However, an 
investigation, combining both flow visualization and velocity measurements, 
has not been performed yet, due to the difficulties with either the visualization 
of rapid flow fluctuations in air or the measurement of velocity fluctuations in 
water. 

At the National Aeronautical Research Institute (NLL) a method has been 
developed which enables the visualization in air of periodic boundary layer 
phenomena. The common visualization technique of introducing smoke seems 
to be useless for the study of flow fluctuations, because normally the fluctua- 
tions are too fast. In the case of periodic phenomena, this difficulty can be 
eliminated by means of stroboscopic illumination with the appropriate flash 
frequency. Then the periodic motion seems to come at rest and can be observed 
in detail easily. Since the occurrence of growing oscillations in the laminar 
boundary layer is known to be the primary cause of transition, the method can 
be applied to investigate these oscillations and their final breakdown into 


turbulence. 
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The present article describes such an application to the visualization of the 
transition process on a two-dimensional wing. 


2. The Test Set-Up 


3 
The two-dimensional wing with aerofoil section NACA 0012 was mounted : 
horizontally between the glass side walls of the test section (1-10 m high, 0-80 m i 
wide) of a normal low speed wind tunnel, having a turbulence degree of 0-1%. } 
In the wing, with a chord of 0-30 m, a small smoke generator was installed, 
consisting of an electrically heated wire, embedded in asbestos fibres, to which : 
an adjustable amount of kerosene was supplied. The smoke was introduced } 
into the boundary layer through a slit in the surface, located at 10% of the 
chord and at 0-25 m from the glass frontwall. The slit was 10 mm wide and 
3 mm long. The smoke, being evaporated oil, was illuminated by a stroboscopic 
light source opposite the observer and a little above the plane of the wing 
(Figure 1). This way of illuminating was found to give optimum results, the oil 
vapour looking like a fine white smoke. The stroboscope used (type Friingel) 
has a very high light intensity, combined with an extremely short flash dura- 
tion of 1 us. 

FIESPRERRE 


GLASS SIDEWALLS 


CAMERA 


Figure 1 


Test set-up. 


The smoke pictures are taken with a normal small picture camera, using a 
sensitive film (Ilford HP 3). 

In order to have the possibility of generating artificial disturbances, a 
normal loud-speaker was placed at the top of the test section over the wing. 
With the aid of an audio generator, the loud-speaker could produce sound 
disturbances with a frequency higher than 40 c/s. 


3. Observations 


i he first observations were performed at a low air speed (4-6 m/s) and with 
the wing at zero incidence. In steady light, the smoke layer seemed undisturbed, 


Vol. IXb, 1958 On the Visualization of Laminar Boundary Layer Oscillations 99 


except for a small region near the trailing edge, where some diffusion occured. 
The stroboscopic light revealed, however, that travelling waves, apparently 
representing the laminar boundary layer oscillations predicted by the stability 
theory, were present in the seemingly undisturbed part ahead of the diffusion 
region. Since the waves, having a discrete frequency, were quite well periodical, 
it was easy to study their behaviour by adjusting the frequency of the light 
flashes to that of the travelling waves. 

In Figure 2, a general smoke picture is shown in diagram. Over the first 
part of the wing, an undisturbed laminar layer exists, followed by a region, 


TURBULENT 
LAMINAR FLOW TRAVELLING WAVES’ SPOTS TURBULENT FLOW 
i eg 


Figure 2 


Diagram of a smoke-picture. 


where waves originate. The amplitude of such a wave increases during its 
downstream motion and moreover the wave seems to curl up to a discrete 
vortex, rotating in clockwise direction. At a certain chordwise location, which 
is nearly fixed for given test conditions, the smooth smoke curl is diffused very 
suddenly as happens in a turbulent boundary layer. If turbulence has set in 
locally, it spreads out rapidly in all directions in the ambient laminar fluid, 
until at a certain downstream position it grows together with a preceding one, 
thus giving a fully developed turbulent boundary layer. 

It must be emphasized here, that the smoke pattern should not be confused 
with the streamlines, but that it shows successive development stages of the 
deformation of an originally undisturbed smoke layer. Since it may be assumed 
that the smoke particles behave like air, it can be derived from the smoke 
pictures that an appreciable air transport exists across the boundary layer. 
Due to the amplified disturbance velocities parallel and normal to the surface, 
air near the surface is lifted towards the outer edge of the boundary layer, while 
air from outside penetrates towards the surface. 

The features of the process mentioned may be illustrated by the flow 
pictures, taken under different test conditions. If the wind tunnel was running 
at a constant speed, it appeared that without any artificial excitation, waves of 
a discrete frequency were present in the smoke at the rear part of the wing. 
The frequency of the waves was related to the wind tunnel velocity in such a 
way that it increased with increasing air speed. It is possible that the waves are 
generated by an unknown excitation, present in the flow, though it does not 
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correspond with the revolutions of the fan. Figure 3 shows two examples of 
these boundary layer oscillations. In Figure 3a the waves lead to transition very 
near to the trailing edge, while in Figure 3) transition occurs more upstream, 
due to the increased speed. 


(a) Air speed 4 m/s, wave frequency 63 c/s. 


(b) Air speed 4-9 m/s, wave frequency 90 c/s. 


Figure 3 
Smoke patterns, obtained without generating artificial disturbances. Wing at zero incidence. 


In order to vary frequency of the waves and air speed independently, 
artificial disturbances were created by the sound of a loud-speaker, placed at 
the test section. In this way, it was possible to produce the same type of waves 
in the boundary layer at chordwise locations, where without sound an un- 
disturbed laminar layer existed. The amplitude of the waves could be varied by 
the intensity of the sound. With appropriate intensity of the sound, the oscil- 
lations present without sound excitation could be suppressed easily and 
replaced by waves of the forced frequency. The lowest frequency, which could 
be generated by the loud-speaker was about 40 c/s, and at this frequency still 
amplified waves were present. Therefore it was not possible to investigate 
whether or not a lower frequency limit exists. On the other hand, if the fre- 
quency is higher than about 175 c/s, the sound disturbances are amplified only 
within a certain region of the chord, followed by a region where they remain 
constant or die out. At the rear part of the wing the boundary layer behaves 
just as in the case without sound excitation and the waves originally present 
(Figure 3) are generated again. Examples of laminar boundary layer oscilla- 
tions and transition, produced by sound disturbances of different frequencies, 
are given in Figure 4. The picture with a sound frequency of 170 c/s (Figure 4/) 
shows just a limit case, where the transition seems more the consequence of the 
waves of 63 c/s originally present than of the sound excitation of 170 c/s. 
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(a) Wave frequency 52 c/s. 


(b) Wave frequency 76 c/s. 


(c) Wave frequency 89 c/s. 


(f) Wave frequency 170 c/s. 


Figure 4 
Smoke patterns, obtained with disturbances generated by a loud-speaker. Wing at zero incidence, 
air speed 4 m/s. 
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Important changes in the smoke pattern occur if the wing has a certain angle 
of incidence (Figure 5). Then the smoke is lifted appreciably from the surface 
and its residuals remain visible at the edge of the turbulent boundary layer. 


(a) Angle of incidence zero. 


(b) Angle of incidence 1°. 


(c) Angle of incidence 2°. 


(d) Angle of incidence 4°. 


Figure 5 
Smoke patterns, obtained with disturbances generated by a loud-speaker. Air speed 4 m/s, wave 
frequency 148 c/s. 


In this case, observations by eye have shown that the smoke pattern of a wave 
develops into a horseshoe-like loop in the transition region. This may be illus- 
trated by Figure 6, showing for equal test conditions details of a side view and 
of a three-quarter view (taken oblique in downstream direction). These loops 


may be originated by the slit, which interrupts the surface and thus may act 
like a finite tripwire. 
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(a) Side-view. 


(b) Three-quarter view. 


Figure 6 
Details of the smoke pattern of Figure 5c. 


Recently, TIMMAN, ZAAT, and BURGERHOUT [6] have calculated the neutral 
curves of the stability diagrams for boundary layers with different velocity 
profiles. Since the velocity profile over the wing used varies due to the pressure 
gradient in the flow, it would be very difficult to calculate the curve of neutral 
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Figure 7 


Curves of neutral stability for the frequency #,. and the wavelength 2 at the velocity profile with 
zero pressure gradient (b = 0) and with positive pressure gradient (b = 0-8) according to TIMMAN, 
ZAAT and BuRGERHOUT. The points indicate the measured frequencies and wavelengths. 
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stability for the boundary layer of the wing. To avoid this, the experimental 
data have been compared with neutral curves, belonging to a velocity profile 
parameter 6 = 0-8, which corresponds to a velocity profile a little ahead of 
separation. Figure 7 shows that all the experimental points lie within the 
amplified regions of the stability diagrams for b = 0-8, confirming also that the 
observed waves indeed represent the laminar boundary layer oscillations. 


4. Final Remarks 


In the opinion of the authors, this preliminary investigation has shown that 
the visualization technique used can provide valuable information about the 
transition from laminar to turbulent flow. An important advantage of the 
method is given by the possibility to use it in combination with the hot-wire 
technique. 
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Zusammenfassung 


Eine Methode fiir die Sichtbarmachung periodischer Grenzschichtphanomene 
ist beschrieben und angewandt auf die Beobachtung des Umschlages Laminar— 
Turbulent an einem zweidimensionalen Fliigel mit NACA-0012-Profil. Strémungs- 
bilder, die die verschiedenen Stadien der laminaren Grenzschichtschwingungen 
und ihren endgiiltigen Zusammenbruch in Turbulenz zeigen, sind hinzugefiigt. 


(Received: September 28, 1957.) 
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Theoretical Aspects of the Calibration of 
Transonic Test Sections 
By SuNE B. BERNDT, Stockholm, Sweden?) 


1. Introduction 


Wind tunnels for transonic tests, using slotted test sections or other simi- 
_ lar devices for minimizing the wall interference, have to be calibrated experi- 
mentally in order to establish the proper slot configuration and model size to 
be used. This is so, because the non-linear equation for the flow field cannot be 
solved in a simple manner to give the wall interference, and also because the 
flow at the wall is too complicated for a simple analysis to be reliable. 
Theory, however, still may provide a useful guide in planning the calibration 
work so as to minimize the number of parameters to be varied during the 
tests. In the present investigation this is demonstrated by applying the tran- 
sonic similarity rule together with the ‘area rule’ to the flow in a transonic 
test section, and also by using GUDERLEY’s and YOSHIHARA’S basic solution 
of the transonic equation [1]*) to estimate the proper slot setting. The analysis 
is a straight-forward extension of the one performed in [2] for evaluating the 
influence of wall boundary layers in closed transonic test sections. A recent 
paper by MuRASAKI [3] seems to be similar to the present one in certain respects. 


2. A Philosophy of Calibration 


It is not to be assumed, a priori, that one single slot configuration will elimi- 
nate the wall interference for all Mach numbers and all models at all angles 
of attack. However, the advantage of not having to change the slot width 
during a test is so great that, in practice, those errors will be accepted which 
may arise when the proper slot setting for Mach number one and zero lift is 
used at other Mach numbers and at other angles of attack. Since the errors 
due to lift at Mach number one are not excessive, and since errors at low 
transonic Mach numbers are small and can be computed by linearized theory 
(see, e.g. [4]), the errors in the intermediate Mach number range are likely to 
be small. At supersonic Mach numbers, however, errors are known to be present 
when reflected shocks enter the picture. 


1) Flygtekniska férs6ksanstalten (FFA). 
2) Numbers in brackets refer to References, page 123. 
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In what follows it is assumed that the largest model permitted, and the 
proper slot setting, are to be determined by calibration at Mach number one 
and at zero lift. It is stressed that there is no reason to expect that the slot 
setting so obtained is the same as that computed by linearized theory as 
eliminating interference at low transonic speeds (see 5.4, however). 

Some kind of measure of the wall interference is needed for finding the 
correct slot setting and for deciding when a model is too large. The distortion 
of the pressure distribution on the model due to wall interference will of 
course do, and certainly is a practical measure in cases where it can be assumed 
to be restricted to a particular part of the model, e.g., the rear end. It is still 
simpler to use the drag, which would constitute a sensitive measure for models 
having a large streamwise slope in the region where the pressure distribution 
is distorted. 

For determination of the free-stream Mach number some convenient pres- 
sure has to be measured in the upstream part of the test section where the in- 
fluence of the model is not felt. Alternatively the pressure in the plenum 
chamber behind the slots can be used. In any case the pressure chosen is to 
be calibrated against the Mach number in the empty test section after the 
walls have been adjusted to give uniform flow. Consequently there is a restric- 
tion on the modifications of the wall to be introduced for eliminating the wall 
interference: they must maintain uniform flow in the empty test section’). 
This means, e.g., that the wall slope in the streamwise direction should be 
such as to compensate for the increase in the displacement thickness of the 
wall boundary layers, and also for the outflow through the slots in case the 
pressure in the plenum chamber is kept below the pressure in the empty test 
section. 

It is important to realize that the Mach number M, measured far upstream 
should not a priori be assumed to be equal to the free-stream Mach number 
M,, of the corresponding unbounded flow. In general a correction 4M, will 
have to be admitted (V,, = M,+ AM,). An important task of a calibration, 
according to the present philosophy, is to determine 4M, for that slot setting 
which is found to reproduce most closely the pressure distribution on the body 
in sonic flight. This, in the words of [2], is an application of ‘the principle of 
minimizing interference rather than corrections’. 


3. Features of Sonic Wall Interference 
3.1 Consequences of the Area Rule 


In considering the influence of the shape of the model on the wall inter- 
ference one obvious simplification can be introduced by applying the area 


:) 


his is not a necessary restriction, of course, since one obvious way of cancelling the wall 
interference is to shape the wall according to the streamlines of unbounded flow. See also eae 


. 
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tule (‘the principle of equivalence’), according to which slender models of 
small aspect ratio produce the same far-away flow field at sonic speed if they 
have the same distribution of cross-sectional area along a longitudinal axis. 
Since most present-day aircraft and missiles satisfy the conditions for the area 
tule to be at least approximately applicable, the calibration can be restricted 
to bodies of revolution. It might even be possible to consider only one or a 
few typical shapes for the area distribution since in applying the area rule 
designers of transonic aircraft may arrive at the same conclusion as to what 
constitutes an optimum area distribution. 


Figure 1 
Shock patterns at sonic speed. 


Figures 1a and 6 suggest that the form of the area distribution is of deci- 
sive importance to the wall interference at sonic speed. The area distribution 
curve of the body in Figure 1a has a slowly and smoothly varying curvature 
whereas the leading portion of the body in Figure 10 proceeds to an almost 
cylindrical intermediate portion, giving the area distribution curve a sudden 
change in curvature. As a consequence the latter body carries a shock behind 
its leading portion in addition to the one at the trailing end, which appears in 
both cases. 

It might be expected that the wall interference is a much more complicated 
phenomenon in case 6 than in case a, since the ‘reflection’ of the leading shock 
at the wall (indicated by dotted lines) is not likely to be negligible, whereas the 
‘reflection’ of the trailing shock takes place completely outside the region of 
dependence of the body. Still more complicated situations, with three or more 
shocks, are possible, but probably do not occur very often in actual practice. 


3.2 Single-Shock Wall Interference 


In order to appreciate the inherent simplicity of the single-shock type of 
flow the interference picture of Figure 2 may be contemplated. There is seen 
the limiting Mach wave L leading from the body to the point S where the 
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sonic line reaches the wall, and also the reflection R of L, i.e. the Mach wave : 
leading from S back towards the body (the case of rotational symmetry is | 
considered, but the conclusions to be drawn will apply with a fair approxima- — 
tion also to a rectangular test section with the slots uniformly distributed). By } 
definition a small perturbation of the flow in the region downstream of L will : 
not reach the upstream region. Now, assume that the slots have been so ad- — 
justed that no wall interference results at the sonic line and at the body in © 
front of it. Then the entire region between the sonic line and R automatically 


§ 


Wy \ 
Sonic line |\ R: reflected 
‘1 Mach wave 
Acts ca 
L:limiting Wy a 

Mach wave va . 

/ Vg 

NaN Ss 
Figure 2 

Wall interference in the case of a single shock. 


will be free from interference, which in the case of Figure 2 means that, irre- 
spective of the slot setting downstream of S, the body is free from wall inter- 
ference throughout its length. For a longer afterbody*), or for a smaller test 
section, however, the rear portion of the body would be subject to inter- 
ference unless the slots downstream of S, where the flow is supersonic, be so 
adjusted as to give zero interference, a task which, if at all possible, will appear, 
in the light of section 5, to require a careful selection of the slot width. 

In reality, of course, it might not be possible to adjust the upstream 
part of the wall to give zero interference along the entire length of the sonic 
line (as was assumed above). Then only a limited neighbourhood of the fore- 
body will be free from interference®), and the afterbody will have to be situat- 
ed in front of some inwardgoing Mach wave starting from a point closer to the 
body than S. 

The single-shock type of flow permits still other important simplifications. 
Evidently an arbitrary change of the shape of the body behind the limiting 
Mach wave L will not introduce any wall interference as long as new shocks do 
not appear, and as long as the modified afterbody (in practice the tail planes) 


4) Not only will the rear end be situated farther downstream, but in addition the Mach wave R 
will become steeper and move upstream. 


5) This restricted freedom from interference is possible only in the elliptic part of the field. In 
the hyperbolic part perturbations propagate along Mach lines without being smoothed out. In case 


of rotational symmetry the latter effect is accentuated by the focusing of the perturbations towards 
the axis. 
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‘Stays upstream of the ingoing Mach wave limiting the region of zero inter- 
ference. First of all this means, when using the area rule for extending the 
calibration of a test section for a body of revolution to other models, that the 
area distributions will be required to coincide only in front of the limiting 
Mach wave. The validity of the calibration thus is largely extended. 

Furthermore, if the wing and tail-planes of a model can be considered to 
have been produced by such a modification of a body of revolution behind its 
limiting Mach wave as is considered here, there will be practically no lift inter- 
ference as long as the lift is small. This is so, since the forebody, still being a 
body of revolution, will carry a very small part of the lift due to an angle of 
attack (and no lift at all when a control surface is deflected)*). It should be 
noted that the conclusion of zero lift interference is still valid if the angle-of- 
attack is a function of time. Thus the resonant type of wall interference on 
oscillating models as predicted by linearized theory would seem to be largely 
eliminated. 


3.3 Influence of the Thickness Ratio 


Now, given the form of the distribution of the cross-sectional area, we have 
to consider how the maximum length of the model as compared to the tunnel 
height depends upon the thickness ratio t of the model. A typical picture of 
the influence of t on the flow pattern in the absence of tunnel walls is provided 
by Figure 3. For the more slender body the flow pattern is seen to extend much 
farther away in the cross-flow direction than for the thicker body. In particu- 
lar, this is true for the point P on the sonic line, from where starts the last 
Mach wave to reach the body. These features are of course related to the fact 
that the Mach waves in the supersonic region are made steeper when reducing 
the perturbation of the sonic flow. A quantitatively correct description is 


Sonic line 7 \Wach Shock \ 
\wave if 


7\ ‘\ 
Figure 3 


Influence of thickness ratio on the flow pattern at sonic speed. 


8) "As ecunintea by ‘slender-body theory’ the relative lift carried by the forebody is equal to 
the square of the ratio of the maximum diameter to the span of the wing. 
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supplied by the transonic similarity rule [6], by which the flow fields of bodies © 
of revolution, similar except for a difference in thickness ratio, are brought to 
coincidence by stretching the crossflow coordinates in inverse proportion to the 
thickness ratio. In fact, by applying the similarity rule to the flow in a 
slotted test section it will be shown that when reducing the thickness ratio of 
a model of maximum size its length will have to be reduced as well, the impli- © 
cation being that the point P of Figure 3 must not be moved with respect to 
the test section wall’). Thus the ratio of maximum model cross-sectional area _ 
to test section cross-sectional area is not a useful measure of the level of wall 
interference except within a family of bodies having equal thickness ratios. 

As a consequence of the transonic similarity the calibration can be restrict- 
ed to a single thickness ratio (for each area distribution studied). By testing a 
series of geometrically similar bodies of increasing size, the greatest model 
length permitted can be determined together with the proper slot setting and 
the Mach number correction 4M). The corresponding data for other values of 
the thickness ratio then can be calculated by the similarity transformation. 
However, in doing so a certain attention must be paid to the influence of the 
wall boundary layers, which do not permit similarity if their thickness is kept 
constant in the transformation [2]. The similarity can also be upset by flow 
separation at the model, but in most cases the separation will be located at 
the rear end, and therefore will not produce any wall interference at the model. 


~ 54 nae 


4. Application of the Transonic Similarity Rule 
4.1 The Transonic Approximation 


Let the x-axis of a cylindrical coordinate system x, 7, 9 coincide with the 
axis of the body of revolution to be considered. The undisturbed flow is uni- 
form with the Mach number M,, and the velocity U,, along the x-axis far 
upstream and in the absence of the walls. 

The perturbation velocity, with components uv, v and w in the x-, r- and 
9-directions respectively, is expressed by means of a perturbation potential 
p(x, 7, 8) as follows: 

3 OP ms OP re 1 oO 
“w= U,, 5k CR Sy) ae Oe 0° (1) 
Then, in the usual transonic approximation, can be taken to satisfy the 
following non-linear differential equation: 
02p Ot Op ee 


2 rp) o2 
at Toone + oe = M2 y+1)-2. 2 


1—- MM ee ate 
( M..) Tame soy, (pt Fe) dx Ox?’ (2) 


where y is the specific heat ratio. 


*) It is an open question, to be settled by experiments, whether or not P will have to be located 
inside the test section. 
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The velocity jump through shock waves will have to satisfy the shock equa- 
tions. In the transonic approximation considered this condition takes the form 


7: 


2 Poo = 2 
(1 y M3.) (Pao ree Pur)” — (Pre a2 @ri)? a pa ey | 
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(3) 
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where G2 — Pz, is the jump of dg/dx, etc. The formal similarity between 
equations (2) and (3) should be noted. 
___ The boundary condition to be satisfied far upstream is M,, = M,+ AM,, 
or 
— op 2 AM, 
ae 28, RGIS KO TEE (4) 
It is assumed that the shape of the test section and the location of the slots 
are sufficiently symmetric with respect to the x-axis for the flow field in the 
neighbourhood of the model to be axisymmetric. The boundary condition to 
be satisfied at the body then is 
F | d ; 
Netldis ve  adle Pe ic (5) 
where S(x) is the cross-sectional area of the model at the station x. S(x) 
needs only be defined upstream of the limiting Mach wave. For the boundary 
condition (4) for a body of revolution to be strictly valid in the limit t + 0, it 
is required that S(x) be twice continuously differentiable; then S’’(x) is zero 
for some x = x, between the leading point and the point of maximum thickness. 
Similar bodies having different lengths and thickness ratios will have to be 
considered, and therefore it is convenient to introduce a non-dimensional area 
distribution function s( ) defined by 
S(a)= x (e)*s (>), (6) 
where / is the length up to the point x = x, °), and the thickness ratio Tt is de- 
fined by t? = S(x5)/a /?. It is seen that 


pay 1, s"(1)= 0% (7) 


4.2 Boundary Conditions at the Walls 


The walls of the test section are assumed to form a cylinder J’ from up- 
stream to downstream infinity. This is not a very serious idealization, since 


8) It is suggested in [13] that the sonic line should start at + = %9. This is not substantiated by 
experiments [14], however, although the error is not very large. In fact, the argument put forward 
in [13] is not conclusive since it neglects the contribution from the cross-flow to the pressure at the 


body. 
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three-dimensional perturbations of a near-sonic flow do not readily propagate 
in the upstream direction, thus concentrating the wall interference to those 


ow ih lp omen poate 


parts of the walls which are close to the model. Neglecting viscosity, the line- — 


arized boundary conditions to be satisfied at the walls are - 


2 AM, 


0) 
on Py She O.monieate 


oO a pe We (8) | 


where J’, is the closed and J’, is the open part of J’, and where 0/0 denotes dif- 
ferentiation along the outward normal of J’. In addition a Kutta condition has 
to be satisfied at the leading edges of I’, [4]. In the case of longitudinal slots 
of constant width this is without consequence, however. 

Now, it is known that the wall boundary layers may have a considerable 
influence on the wall interference at sonic speed. The results of [2] are directly 
applicable to turbulent boundary layers if their thickness 6 is small compared 
to the smallest dimensions of both J’, and J’, (i.e., small compared to the slot 
distance d and the slot width a in the case of longitudinal slots). Then the first 
of the conditions (8) is to be replaced by 


2 
onl 2 ane = 30 a ; (9) 
neglecting the variation of 6 with x°) and the influence of cross-flow parallel to 
the wall!°). The coefficient ¢, depends upon the Mach number distribution of 
the boundary layer. For a typical turbulent boundary layer it takes the ap- 
proximate value of ¢, = 0-5. 

The second one of the conditions (8) can be left unchanged although the 
result of [2] indicates that it should not be applied close to the wall but at a 
surface within the boundary layer situated approximately 6/4 from the wall. 
This refinement, however, would introduce a very small correction, which 
furthermore would be quite unreliable since the flow through the openings can 
change the unperturbed Mach number profile of the boundary layer materially. 
In the case of longitudinal slots of the type shown in Figure 4, through which 
a steady outflow is maintained, it seems to be definitely correct, however, to 
put 
: oy ge eo) ee 
®) The obvious generalization of (9) for varying 0 is 


OR ty gets [> =| : 
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To consider 6 a constant, however, is consistent with the reasons for treating the test section as an 
infinite cylinder. 

10) Since the model has no angle-of-attack and since it is symmetrically situated with respect 
to the test section, the influence of the cross-flow cannot be substantial (it is exactly zero for a 
circular test section). See also paragraph 2.5 of [2]. 
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Figure 4 
Slot geometry. 


on J’,. This might be true even if the boundary layer thickness at J", is not small 
compared to the slot width a. 

It seems that perforated walls, as different from those having longitudinal 
slots, are used primarily for eliminating the bow wave reflection at low super- 
sonic Mach numbers, and it has been found that this elimination does not take 
place efficiently unless the wall boundary layers are kept very thin [8]. Thus 
the wall boundary layers constitute a wall interference problem only for test 
sections having longitudinal slots (and for completely closed test sections). 

For the sake of completeness it should be mentioned that the boundary 
condition to be imposed at a porous wall with a boundary layer of negligible 
thickness is 

1 are ole ia ale aaa aa 10) 
where P depends upon the ‘porosity’ of the wall and possibly upon M,,. This 
linear condition is valid only if there is maintained such a high outflow through 
the wall that it predominates over the outflow caused by the perturbation due 
to the model [9]. For applications associated with shock reflection this outflow 
is required also for removing the wall boundary layers. 

It has been suggested [10] that a pressure loss condition of the form (10) 
should be included in the boundary condition at the open parts of a transonic 
test section. It seems that there might be good reasons for this when a slotted 
test section has many deep, narrow slots, since then the ratio between the slot 
area and the closed area is smaller than otherwise. There is, however, no in- 
formation available as to the order of magnitude of the porosity coefficient P 
for longitudinal slots. Not even the hypothesis of linearity underlying P is well 
established. 


4.3 The Similarity Transformation 


The similarity property of the transonic approximation for the flow about 
a body of revolution [6, 11] is brought out by the following transformation: 


olx, 7,0) = Mot? we, n,0), x=MztéR, r=yR, (11) 


where R is a typical length of the test section in the cross-flow direction, e.g. 
the radius in the case of a circular test section. Its application to the differential 
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equation (2) and the boundary condition (5) leads to 
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The transformed shock condition (3), of course, becomes formally similar to 
equation (12a). At upstream infinity the condition (4) yields 


dG 2 AM, 
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Disregarding for a while the boundary conditions at the wall it is seen that for 
similarity under a change of the thickness ratio t, the length of the body, the 
free-stream Mach number, and the Mach number correction 4M, will have to 
be changed so as to leave the parameters 

— M2, 1 AM, 
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invariant. In the neighbourhood of M,, = 1 this means that the length of the 
body is to be kept proportional to t, and that the Mach number deficiency 
1 — M,, and the Mach number correction 4M, are to be kept proportional to 
t? (the Mach number M,, remaining constant for M,, = 1!). It is obvious that 
the sonic line and the shocks are transformed into themselves under the simi- 
larity transformation, and the same can easily be shown to be true for the Mach 
waves!4). Thus the point P shown in Figure 3, being the intersection between 
the sonic line and the Mach wave running to the rear end of the body, remains 
approximately at a fixed distance from the axis of the body (for R = const). 

The boundary J’, being an infinite cylinder, is invariant under the trans- 
formation (11). However, the open and the closed parts of J’, J’, and I’, respec- 
tively, do not remain unchanged under the transformation, except in the case 
of longitudinal slots having a constant width. Circular openings, for example, 
will have to be changed into ellipses!?), and tapered longitudinal slots will have 
to be given different taper. 


11) Except in the immediate neighbourhood of the body where the square of the cross flow 
velocity must be included when calculating the pressure perturbation. Also, the shock condition 
is not a good approximation at the body, but this effect usually will be located far enough back 
not to be subject to any wall interference. 

12) Tt could happen, of course, that an approximate uniform boundary condition of the type 
considered in 5.2 would permit similarity with a fixed perforated wall. However, this possibility is 
ruled out in cases where the shapes of J’, and J’, are such as to permit the application of ‘slender- 
wing theory’ for computing the lift on ria due to outflow at 1", (see also [4]). This approach leads to 
a condition of the form (10), where P under an affine coordinate transformation of the type con- 
sidered in (11) varies in inverse proportion to the ‘aspect ratio’ of the ‘lift’ -carrying parts of ie 


Consequently P is a constant when the wall is kept fixed, and the boundary condition (17) will not 
be invariant. 
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The boundary conditions (8), of course, are invariant under the similarity 
transformation (for D = const), and so is the Kutta condition. However, when 
taking the wall boundary layers on J’, into account, the boundary layer thick- 
hess will have to be changed to maintain similarity. This is seen from the trans- 
formed boundary condition corresponding to (9), namely 


d® £6 a2d 


on Ps d(n[R) ~ Mi,c?R oe - (15) 
The parameter to be kept constant during the transformation evidently is 
€,6 
L= Mz, PR F (16) 


meaning that the boundary layer thickness will have to be varied essentially 
in proportion to the nominal radius of the body (= t/= B M,, 7? R). 

Finally, in the case of porous walls without boundary layers, the trans- 
formed boundary condition corresponding to (10) is 


ee ee ke oe 
on I’: d(n[R) 1 ae: (= + 2D). (17) 
Thus, to preserve similarity, the porosity coefficient P will have to vary in 
proportion to the thickness ratio. 


4.4 Discussion 


In accordance with the philosophy initially adopted, the discussion of the 
consequences of the transonic similarity considerations with respect to the 
calibration of transonic test sections will be restricted:to the case M,, = 1. 

As pointed out already in 3.3, similarity will make the calibration obtained 
for one specific body shape valid for any slender body having the same non- 
dimensional distribution of cross-sectional area but an arbitrary thickness 
ratio t. As an essential result of the calibration is obtained the greatest value 
for the length of the body, say Jinq,, Which will keep the wall interference suf- 
ficiently small. It will here be assumed that ‘sufficiently’ means that some per- 
turbation velocity due to wall interference shall not be greater than a specified 
fraction of some given perturbation velocity due to the body, thus ignoring 
the fact that it might not be realistic to require the same relative accuracy 
from pressure measurements on very slender bodies as compared to less slender 
ones!8), The calibration gives a greatest permitted value for the parameter B, 


13) In the case of a body of revolution this criterion is open to another objection, since the 
pressure of the body contains a term proportional to t* log t, while on the other hand the pressure 
perturbation due to the walls varies as tT? under the similarity transformation. However, this term is 
also proportional to S”(%), and consequently it disappears at the location of the maximum area 
slope, where a pressure distortion gives a maximum contribution to the drag. So this objection may 


not be very serious, after all. 
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Biman $49, Which is valid for all bodies considered. It follows from (14) that for 


an arbitrary value of t 
oer = Dane Re : (18) 


This means that the more slender a body is, the shorter must be the model in 
order to avoid wall interference. To put the case even stronger: the greatest 
value permitted for the maximum cross-sectional area of the model, as obtained 
from equation (18), is given by 


i= a RBs, (19) 


and so is proportional to the 4th power of the thickness ratio. Thus, the ratio 


——————— 


of the maximum model cross-sectional area to the cross-sectional area of the © 


test section is most certainly not a figure by which the level of wall interference 
can be judged (except, of course, within a family of bodies having equal thick- 
ness ratios). 

It was seen that the only type of a transonic test section which need not be 
changed with 7, is the one having longitudinal slots of constant width, provid- 
ed the influence of the wall boundary layers is negligible. This seems to be a 
good reason in favour of this type of test section. 

For obvious reasons it is highly desirable not to have to change the bound- 
ary layer thickness from one test to another. If, on the other hand, the bound- 
ary layer thickness is kept fixed, the similarity parameter L defined by equa- 
tion (16) shows that the boundary layer influence will be felt much more 
strongly for small values of t than for large values. Since in most cases the 
power available for boundary layer reduction is not sufficient for a complete 
removal, it seems that there will be a lower limit to t below which a ‘uni- 
versal’ calibration is no longer valid. There are, however, no data available to 
show where this limit will be found in practice (see, however, 5.4). 


5. The Slot Width for a Small Model 


5.1 The Basic Solution 


There are reasons to believe that at a large lateral distance the unbounded 
sonic flow field of a slender body is asymptotically given by GUDERLEY’s and 
YOSHIHARA’S basic solution of the transonic equation [1, 12]. Using the same 
notations as in Chapter 4 of [2], the following estimate of the perturbation 
potential is obtained: 


g(x, 7, 8) = pax, 7; C) = C47" fC), C=C (yt 1B x4, (20) 


Here /,( ) is a known function, and C is a similarity parameter determined in 
an unknown way by the shape and size of the body. As shown in [2] it seems 
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reasonable, however, that C can be estimated by 


Cie (21) 
for y = 1-4, 

| Figures 5 and 6 have been included to demonstrate the structure of the 
asymptotic field (20). For a constant radius 7 the longitudinal velocity pertur- 
bation dg/dx is seen to vary as fp(£) with the streamwise coordinate. The 


F Oy 
~~ 2 76/7 1/3 es 
P(o) = C2 987 (y + 1)¥8 
7 


Limiting 
Mach wave 


Figure 5 


Longitudinal velocity component of the basic solution. 


shape of this variation is evident from Figure 5. The sonic speed is reached at 
€ = €, = 0-751 and the limiting Mach wave at ¢ = 1. In the case of single-shock 
flow the shock is located at € = 2:24. The perturbation of the streamline start- 
ing with radius y = R at upstream infinity is shown in Figure 6, the radial 


0-4 


FZ ohyey ro" ar 
0-2 


-3 =2 -1 0 1 2 
Figure 6 
Streamline shape of the basic solution atv = R. 


distance of the streamline from the axis being R+ AR (a function of the 
streamwise coordinate). It is noteworthy that the longitudinal velocity pertur- 
bation still has a considerable magnitude at an upstream position where the 
streamline perturbation is very small (at ¢ = — 2, say). This, of course, means 
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that for ¢<—2 the flow within the cylinder 7< R is approximately ‘one- 
dimensional’ with y, independent of 7. 


5.2 An Approximate Boundary Condition 


In order to arrive at an estimate of the slot width required for eliminating — 
the wall interference, a simpler boundary condition than (8) is desirable. Now 
it has been shown [15, 10] that the following simplified boundary condition can 
be derived by using the ‘slender-approximation’ in the vicinity of the walls: — 


my) op 2 AM, . 
nT: (p+ K se) = ney Ces Te (22) 


Assuming that the slots are uniformly distributed and of equal width the — 


parameter K is given by 
ak ! i (23) 
1h - wa 
Si 


2d 


It depends upon the slot geometry only (Figure 4). Thus, in this approximation 
slotted test sections having the same shape J’ and giving the same functions 
K(x) should be completely equivalent from the point of view of wall inter- 


ference!). For later reference the relation between K and the slot geometry 
of a circular test section is shown in Figure 7. 


—> 
~ 


AS 
| br feito 


eg 


Relative slot width: 2-10" 


4 t———,_n=number of slots 
nK 
R 
0 2 4 6 8 10 
Figure 7 


Relation between the parameter K and the geometry of a slotted circular test section. 


5.3 Solution for the Slot Width 


Now, consider a slotted circular test section of radius R. It is required to 
choose slots of constant width so as to eliminate the wall interference for 
M,.. = 1. Taking the model (or, rather, the similarity parameter B) sufficiently 
14) For very small values of a/d the approximate boundary condition will not be accurate, nor 


for a small number of slots. There also remains some doubt as to its applicability in cases where 
0a/0x > 0 (since it seems possible that a Kutta condition should be imposed at the edges [15]) 


—_— = 


» 
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small for the approximation (20) to be valid at the wall!®), the simplified bound- 
‘ary condition (22) gives the following equation, from which K(x) for zero 
interference can be obtained: 


OTH Rae | fal) — Fe Unltd + 20 fC |= 2.08 Rw 


Hence, as a function of €, 


1; a 09 ee ne 
Rk Frc 6) +. 2 € fre a ee (24) 


where / is a constant of integration, and where 


g= 2C2 R8” (y+ 1)-28 AM,. (25) 


The wall interference at the model originates from that region of the wall 
which is situated immediately upstream of the sonic line. Therefore, the para- 
meters / and g in equation (24) should be so chosen as to make K practically 
constant at least in the range 0<¢€<¢,. Preferred for its simplicity, the 
choice for f will be the one making dK/d¢ = 0 for £ = 0. Then 

ae wt crake gi amas ey Ans 
R - fr() + 2 € FRE) 


+ 6) on 


Furthermore, the denominator becomes zero for ¢ = fe ~ 1-337, so for the 
region of zero interference to extend into the supersonic part of the flow field, 


it is required that also the nominator be zero for € = ¢. This happens for 
g=g ~ 0-292, which will be the choice for g1). 

Figure 8 shows K/R as a function of £ according to equation (26), for dif- 
ferent values of g, including g. It is seen that a practically constant value of 
K/R in the neighbourhood of ¢ = 0 is realized for a fairly wide range of values 
of g. The limit for constant K/R on the upstream side is located at € ~ — 0-41"), 
fairly independently of g, whereas the limit on the downstream side depends 
strongly upon g, and is pushed as far down as possible, well into the supersonic 


15) However, there is no evidence available, neither theoretical nor experimental, to permit an 
estimate of how small B will have to be. 

16) Tt seems possible that the asymptotic solution requires a much larger value for R// to give 
a good approximation aft of the limiting Mach wave (i.e., for € > 1) than in front of it [12]. It 
might therefore be that the criterion for choosing g = g is not a valid one. However, choosing g to 
make K/R as constant as possible in the restricted range 0 < € <1, gives g = 0-281, which is 
very close to g. 

1%) Note that the point € = — 0-4 is not situated sufficiently far upstream for the basic flow 
to be approximately one-dimensional (see 5.2). Therefore the perturbation potential due to the 
walls for © < — 0-4 cannot be computed by a one-dimensional approximation, as would otherwise 
be possible in simple terms by integrating equation (2) with respect to 7, taking O~/Ox to be a 
function of x only and applying the boundary condition (22) atr = R. 
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Figure 8 


The distribution of the slot width parameter K/R over the streamwise coordinate € for different 
values of the Mach number correction parameter g. 


region, for ¢ = a as would be expected. Therefore, it is concluded that by 
choosing g = g, the flow at the model will be free from wall interference. The 
corresponding value for K/R is K/R = 0:56. It cannot be excluded, however, 
that the interference will be negligible also for other values of g, giving quite 
different values for K/R (Figure 9 shows K/R at € = 0 as a function of g). 


Figure 9 
The slot width parameter K/R (at € = 0) as a function of the Mach number correction parameter g. 


The analysis could be extended to tapered slots by choosing another value 
for the parameter / in equation (24). The taper for zero interference would then 
come out as a function of C (since € contains C), i.e., of the size and form of 


the model, and this, of course, is in accordance with the general similarity 
considerations of 4.4. 
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5.4 Discussion 


To fix our ideas as to the magnitude of the slot width required for cancelling 
the wall interference at sonic speed, let us consider a circular test section 
having 8 uniformly distributed longitudinal slots of constant width. Then, as 
is seen from Figure 7, there corresponds to the optimum choice g = g with 
K/R = 0:56, a relative slot width of 6-6%. Similarly, for g = 0-15 and g = 0-35 

(see Figure 8) the slot width becomes 2-2°% and 11%, respectively. Those 
figures, indicating that the slot width can vary within fairly wide limits 
without causing unduly strong interference, seem to cover the range of slot 
widths used in practice for similar test sections. In fact, the linear theory [10], 
upon which much experimental work has been based, indicates that the value 
of K/R which will reduce the Mach number correction 4M, to zero at sub- 
sonic speeds is K/R = 0-59. It is, of course, purely coincidental that this value 


is very close to K/R, a coincidence which might prove quite useful in practice, 
however. Ps 

The value of K/R, as obtained from the analysis of the preceding paragraph, 
does not depend upon the size and form of the model (i.e., upon C). Since, in 


addition, the value of K/R must not necessarily be K/R for the wall inter- 
ference to be cancelled, it seems likely that the slot width could be kept 
independent of the model even for larger models than those to which the 
preceding analysis is strictly applicable. However, while making the model 
(i.e., the similarity parameter B) as large as possible, the decisive factor will 
be, how far into the supersonic region the slots can be adjusted to give zero 
interference, and it was seen, in the case of a small model, that this adjustment 
is quite critical, leading to one specific value for K/R, namely K/R. Therefore, 
it might well be that for models of maximum size (i.e., for B = B,,q,) the slot 
width will have to be determined by a special calibration as discussed in the 
preceding sections. a; & 

Now, using slots of constant width with A/F or some other value for K/R, 
there is a Mach number correction 4M, at sonic speed, meaning that the 
Mach number far upstream will have to be My = 1 — AM). This correction is 
determined by the value of g according to equation (25) which, when estimating 
C by equation (21), yields 
— AM, = 09 ¢ (72) a 27) 


for y = 1-4, or, using the similarity parameters of equation (14) 
DEO ¢ Be, (28) 


Such small models as required by the analysis are likely to give corrections 
which are negligibly small. The formal application of equation (27) to models 
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of large size gives quite appreciable corrections, however. Consider, for ex- 


ample, a body having t=0-25 and 1//R=0-05 (giving B=0-8). Then ~ 
AM, = 0-014 for g =, and this correction is much greater than the Mach — 
number error ordinarily accepted. Therefore, when calibrating a test section — 
for models of maximum size, an important task might be to determine 4Mp, — 


or, rather, to determine the relationship between the similarity parameters D 
and B to a better approximation than offered by equation (27) for B ~ Byj,q2. 

So far the influence of the wall boundary layers has been neglected. Now, 
according to [2], the boundary layer thickness 6 required for cancelling the 


wall interference in a closed circular test section at M,, = 1 for a small model ~ 


can be estimated to be 


60 | 7-2 p67 ~ (3 =|" 2/7 
Rp Ce iis R cae (29) 
or, in similarity form, 


L ~ BS", (30) 


When nothing is done to modify the boundary layers, ¢, 6/R is likely to take 
a value between 0-02 and 0-05, say 0-04 for the sake of argument. Then the 
value of B at which interference cancellation occurs can be calculated as a 
function of the thickness ratio t from equation (30). The result is represented by 
the curve in Figure 10. It is concluded that for the boundary layer influence 


10 


Mode! size parameter B 


0 0:2 0:4 0-6 
Thickness ratio + 
Figure 10 
Model size for interference cancellation by the wall boundary layers (€, 6/R = 0:04). 


to be negligible in the case of a slotted test section, the model must be large 
enough to correspond to a point in Figure 10 situated well above the curve. 
This condition might not be fulfilled for slender models at such small values 
of B as required for the analysis to be valid. For models of maximum size 
(= Braz), on the other hand, the boundary layer influence might still be 
negligible for all thickness ratios of practical interest, experimental evidence 
being needed to settle this question. 


ss $ 
| Vol. IXb, 1958 Calibration of Transonic Test Sections 123 


; 
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6. Conclusions 


Starting from the basic assumption that the calibration of a transonic test 
section should be so performed as to accommodate the largest model possible 


-at sonic speed, it has been demonstrated that the application of the transonic 


similarity rule and the area rule might considerably simplify the calibration 
work. In particular, for longitudinal slots of constant width, it has been shown 


_ that the proper slot setting will be the same for all models having similar flow 


fields in the sense of the transonic similarity rule. A consequence of this is 
that the maximum length of a slender model will be shorter than that of a less 
slender model. In general, the upstream Mach number in the test section, 
corresponding to sonic free-stream velocity, will not be exactly unity but 
somewhat smaller, the difference depending upon the size of the model. 

In actual practice the model size, of course, might not be determined by 
interference at sonic speed, as has been assumed, but by interference at low 
supersonic speeds where the shock reflexion at the wall might seriously restrict 
the model size. However, the transonic similarity rule, in its general form as 
presented in 4.3, and the area rule are still applicable and might prove useful 
in organizing the calibration work even in this case. Another problem to be 
considered in the light of the general similarity rule is the estimation of the 
free-stream Mach number corrections at transonic Mach numbers smaller than 


one. 
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Zusammenfassung 


Es werden einige theoretische Betrachtungen zum Problem der Kalibrierung 
einer WindkanalmeBstrecke im Schallgeschwindigkeitsbereich angestellt. Zunachst 
wird angenommen, die Ausbildung der Wande der Me8strecke sollte so vorgenom- 
men werden, dass das grésstmégliche Modell bei Schallgeschwindigkeit darin unter- 
gebracht werden kann. Durch Anwendung des Ahnlichkeitsgesetzes fiir schallnahe 
Str6mung und der Flachenregel auf die Str6mung im Messquerschnitt scheint eine 
betrachtliche Verminderung des Arbeitsaufwandes, die eine solche Kalibrierung 
der MeBstrecke fiir schlanke Modelle erfordern wiirde, méglich zu sein. Dies ist 
besonders zutreffend fiir Messquerschnitte mit Langsschlitzen konstanter Breite, 
wo die fiir den Wandeinfluss gleich Null bei Schallgeschwindigkeit erforderliche An- 
ordnung der Schlitze sich auch brauchbar erweist fiir eine grosse Gruppe von Mo- 
dellen verschiedener Grésse und Form (vorausgesetzt, dass der Einfluss der Wand- 
grenzschicht vernachlassigt werden kann). 

Die Ableitung ergibt, dass das Verhaltnis des Modellquerschnittes zum Mess- 
querschnitt kein brauchbares Mass fiir die Grésse des Wandeinflusses darstellt. Viel- 
mehr scheint das grésste zulassige Flachenverhaltnis, das zu einer vorgegebenen 
relativen Grésse des Wandeinflusses gehért, stark vom Dickenverhaltnis des Mo- 
delles abhangig zu sein, so dass ein schlankeres Modell auch kiirzer sein miisste. 

Die asymptotische Grundlésung der Potentialgleichung fiir achsensymmetri- 
sche Schallstrémung nach GuDERLEY und YosHIHARA wurde zur Abschatzung der 
genauen Spaltbreite fiir sehr kleine Modelle verwendet, und es ergibt sich, dass in 
diesem Falle die genaue Einstellung der Spaltbreite nicht besonders kritisch ist. 
Der Haupteffekt einer Veranderung der Spaltbreite besteht in einer Anderung der 
Mach-Zahl-Korrektur stromaufwarts vor der MeBstrecke. 


(Received: November 5, 1957.) 
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Die Begriffe Auftrieb, Widerstand und Zirkulation 
bei Schaufeln von Strémungsgittern 


Von ALBERT Betz, Gottingen, Deutschland 


1. Fragestellung 


Bei einem einzelnen Fliigel hat es sich als zweckmAssig erwiesen, die Kraft, 
welche er bei Bewegung in einer ruhenden Fliissigkeit erfahrt, in eine Kompo- 
nente senkrecht zur Bewegungsrichtung, den Auftrieb, und in eine Komponente 

-entgegen der Bewegungsrichtung, den Widerstand, zu zerlegen. Zur Uberwin- 
dung des Widerstandes muss man bei der Bewegung Arbeit leisten, wahrend 
der Auftrieb keine Arbeit erfordert. Wahlt man ein Koordinatensystem, in dem 
der Fliigel ruht, so sind Auftrieb und Widerstand senkrecht und parallel zur 
Anstrémrichtung im Unendlichen. Der Widerstand verursacht einen Energie- 
verlust der Stroémung, der Auftrieb keinen. Bei einem Strémungsgitter ist die 
Strémungsrichtung vor und hinter dem Gitter im allgemeinen verschieden. 
Der vordere Teil der Schaufeln befindet sich in einem Gebiet mit anderer Stré- 
mungsrichtung als der hintere. Man kann daher fiir die auf eine Gitterschaufel 
wirkende Kraft die Regel, dass der Auftrieb senkrecht zur Strémungsrichtung 
steht, nicht ohne weiteres tibernehmen. Andererseits findet aber beim Durch- 
strémen des Gitters ein Energieverlust statt, und man kann sich fragen, ob man 
eine mittlere Strémungsrichtung so angeben kann, dass die dazu senkrechte 
Komponente der Kraft nichts zum Energieverlust beitragt, sondern nur die in 
diese Richtung fallende Komponente. Diese beiden Komponenten kann man 
dann sinngemass als Auftrieb und Widerstand bezeichnen. 


2. Richtung und Grdésse des Auftriebes 


Der Einfachheit halber betrachten wir nur Gitter, deren Schaufeln auf einer 
Geraden liegen, sogenannte gerade Gitter. Die Teilung, das ist der Abstand 
entsprechender Punkte der Schaufeln sei ¢. Die Zustroémung habe die Ge- 
schwindigkeit c, mit den Komponenten #, in Gitterrichtung und v, senkrecht 
dazu. Hinter dem Gitter sei die Geschwindigkeit c, mit den entsprechenden 
Komponenten #, und v, (Figur 1). Aus Griinden der Kontinuitat ist 


catia (1) 
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ee: uz & 


Figur 1 
Beschleunigungsgitter. 


Die Driicke vor und hinter dem Gitter seien #, und 5. Die auf eine Schaufel 
wirkende Kraft sei P. Ihre Richtung ist um den Winkel » und die ihrer Auf- 
triebskomponente um den Winkel « zur Gitterrichtung geneigt. Fiir die Kompo- 
nenten dieser Kraft in Gitterrichtung und senkrecht dazu ergibt sich aus dem 
Impulssatz, wenn @ die Dichte der Fliissigkeit ist, 


P, =P cosy = ovt (uy — %) , (2) 
P, =P sing = (pb, — py.) t. (3) 
Bei verlustloser Str6mung ergeben sich sehr einfache Verhiltnisse, die auch 


seit langem bekannt sind. Hierbei ist die Kraft P identisch mit dem Auftrieb A 
und daher m = t. Nach BERNOULLI ist 


by — bo = (ug — mi), (4) 
und es wird daher 
lees _ Utuy & 
pe tertep= et § SF (5) 
Dabei ist 
oa (6) 


“ 


Die Kraft auf die Schaufel ist demnach wie bei einem einzelnen Fliigel, der mit 


einer Geschwindigkeit ¢ mit der Komponente #@ in Gitterrichtung und v senk- 
recht dazu angestrémt wird. Es ist 


Bie a) a (7) 
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Ist die Schaufel sehr klein gegeniiber der Teilung, so herrscht in ihrer naheren 
_ Umgebung eine Parallelstromung mit den Komponenten # und v. Sie verhilt 
sich daher auch in ihrer ganzen Druckverteilung wie ein einzelner Fliigel in 
einer solchen Strémung. Im allgemeinen ist aber die Schaufel grésser, so dass 
ihre verschiedenen Teile in Gebieten mit verschiedenen Strémungsgeschwindig- 
keiten und -richtungen liegen. Dann gilt obige Beziehung (5) nur fiir die resul- 
 tierende Kraft. 

_ Erheblich uniibersichtlicher werden die Verhaltnisse, wenn ausser dem Auf- 
trieb A auch noch eine Widerstandskomponente 


W=eéA (8) 


und damit ein Energieverlust vorliegen. Man kann aber die gleichen Uberle- 
gungen wie beim verlustlosen Vorgang anstellen und kommt dabei zu einem 
ganz ahnlichen Ergebnis. 

Bezeichnet man die gesuchte mittlere Str6mungskomponente in Gitterrich- 
tung mit w’, so ist, da der Auftrieb senkrecht auf der mittleren Strémungsrich- 
tung stehen soll, 


/ 


ae tge. (9) 


Vv 


_ Entsprechend den Gleichungen (2) und (3) erhalt man jetzt fiir die in Figur 1 
skizzierte Anordnung eines Beschleunigungsgitters (c. > ¢,) 


P,= Asini+ W cost = (pf, — p,)¢, (10) 
P, = Acost—Wsini= vt (tt, — u) . (11) 


Infolge des Widerstandes W tritt in dem in der Zeiteinheit durchstromenden 
Volumen 
V=v0t (12) 
ein Energieverlust 
: j fear Pee 
E=vWcosi+ u'W sint = (13) 
ein. Je Volumeneinheit ist der Energieverlust, das heisst die Verminderung des 


Gesamtdruckes g = p + (0/2) (u? + v?) 


? E W 
Pree er = bry -"PCOse « (14) 


Damit wird aus der Bernoullischen Gleichung (4) 


by — by = | — m) +P". (15) 
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Setzt man dies in (10) und (11) ein, so erhalt man 
Ww 


Asinu= 4 (uy — 4) t+ Ae (16) 
A cost= vt (U,— %) +Wsine. (17) 
Durch Elimination von A wird hieraus 
+ (uz — ut) tcoste= 9 vt (uy = u,) Sine (18) 
und somit x 
tge= Mer (19) 


Es ergibt sich demnach bei gegebenen Geschwindigkeiten v, u,, “, vor und 
hinter dem Gitter auch bei Schaufeln mit Widerstand die gleiche Richtung fiir 
die Auftriebskomponente A und die massgebende mittlere Str6mungsrichtung 0. 
Fiir ein Verzogerungsgitter (c, < c,) sind die Verhaltnisse in Figur 2 dargestellt. 
Durch eine ganz entsprechende Rechnung erhalt man das gleiche Ergebnis (19). 


A P' fy 


Figur 2 


Verzégerungsgitter. 


Mit diesem Ergebnis kann man nun auch die Grésse des Auftriebes angeben, 
die zur Ablenkung von , auf u, gehdrt. Fiir ein Beschleunigungsgitter kann 
man aus Figur 1 unmittelbar ablesen: 


A, P, 7 
Ais epee: (20) 
Fiihren wir die durch (8) definierte Gleitzahl e = W/A oder den Energieverlust 


je. Volumeneinheit p’ = E /v¢ nach (14) ein, so ergibt sich unter Verwendung 
von (7), (11) und (19) 


(21) 
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Fir ein Verzégerungsgitter nach Figur 2 ergibt sich entsprechend 


u ah 

bes Wray Tk Ct= (uy —u,) oct— pt. (22) 

; Dabei sind in (21) und (22) der Auftrieb A, die Gleitzahl ¢ und die Geschwindig- 
keit « stets positiv zu rechnen. 


3. Die Zirkulation 


Unter der Zirkulation J’ um einen Fliigel versteht man das Linienintegral 
der Geschwindigkeiten um den Fliigel herum. Bei verlustloser Strémung (Po- 
tentialstr6mung) ist dieses Linienintegral vom Integrationsweg unabhangig. 
Die Zirkulation ist daher eine eindeutig feststellbare Grésse. Bei einer Gitter- 


schaufel ergibt sie sich zu 
L= (ty — u,) t. (23) 


Nach einem Satz von Kutta und Jouxowsky besteht bei einem Einzelfliigel, 
der mit der Geschwindigkeit c angestrémt wird, zwischen Auftrieb und Zirku- 


lation die Beziehung 
ASoetl. (24) 


Dasselbe gilt bei verlustloser Gitterstr6mung auch fiir den Auftrieb der Schaufel 
eines Gitters, wenn man als Anstro6mung den massgebenden Mittelwert der 
Strémung ¢ nach (7) einsetzt, wie man sich leicht durch Vergleich von (21) oder 
(22) mit (24) unter Verwendung von (23) tiberzeugt, wenn man in (21) oder 
(22) « = 0 oder f’ = 0 setzt. 

Bei einer Str6mung mit Energieverlust ist die Zirkulation J’ nicht mehr ein- 
deutig festgelegt, da das Linienintegral je nach dem gewahlten Weg verschie- 
dene Werte ergibt. Wenn man aber bei einem Fliigel den Weg so wahlt, dass 
er im Totwasser hinter dem Fliigel die Stromlinien senkrecht schneidet, so 
tragt das von der Potentialstrémung abweichende Totwasser nichts zum 
Linienintegral bei. Die so gebildete Zirkulation J’ ist also unabhangig von der 
Geschwindigkeitsverteilung im Totwasser. Fiir diese spezielle Zirkulation gilt 
dann ebenfalls die Kutta- Joukowskysche Beziehung (24). Man erhalt daher bei 
einer Gitterschaufel mit einer durch (8) definierten Gleitzahl ¢ oder den durch 
(14) definierten Gesamtdruckverlust #’ fiir diese Zirkulation bei einem Beschleu- 
nigungsgitter (Figur 1) aus (21) 


A Uy — Uy ( 
L oc 1— et/u ? 


a) { (25) 


und bei einem Verzogerungsgitter (Figur 2) aus (22) 


2 ceria. see 26 
map esa ° (1. Pave :) ) 
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Der Auftrieb A nach (21) bzw. (22) oder die Zirkulation I” nach (25) bzw. 
(26) sind fiir die zur Erzielung dieser Werte notige Grésse der Schaufeln mass- 
gebend. Fiir die genauere Formgebung der Schaufeln braucht man aber den 
Verlauf des Ubergangs von der Strémung vor dem Gitter in die hinter dem 
Gitter. Man beniitzt zweckmiassig die Verteilung der Stromungsgeschwindigkeit 
und -richtung, die an den Stellen einer fortgelassenen Schaufel durch den Einfluss 
der Nachbarschaufeln entsteht, und passt die Schaufelform dieser gekriimmten 
Strémung an). Bei verlustloser Stromung kann man diese Ubergangsstr6mung 
dadurch berechnen, dass man die Nachbarfliigel durch Einzelwirbel (oder durch 
Wirbelsysteme) von gleicher Zirkulation J” ersetzt, deren Strémungsfeld 
bekannt ist1). Bei Stt6mungen mit Energieverlust ergibt sich aber die Schwie- 
rigkeit, dass ausser dem Auftrieb auch die in Gitterrichtung fallende Kompo- 
nente des Widerstandes zur Ablenkung u,— u, beitragt. Fiir den Verlauf dieses 
Widerstandseinflusses besitzen wir aber kein Berechnungsverfahren. Fir diese 
Aufgabe ist es deshalb zweckmassiger, die Schaufelkraft P nicht in Auftrieb und 
Widerstand zu zerlegen, sondern in einen in die Auftriebsrichtung fallenden 
Auftriebsanteil A’ und eine senkrecht zur Gitterrichtung stehende Kraft 


P= p't=[b,—2— 4 —0)] £. (27) 


p’ ist hierbei wieder die nach (14) durch den Energieverlust bedingte Verminde- 
rung des Gesamtdruckes. Diese Krafte P’ iiben auf die Strémung im ganzen 
keine ablenkende Wirkung aus, da sie ja keine Komponente in Gitterrichtung 
enthalten. Die gesamte Ablenkung wird also ausschliesslich durch die Krafte 


ao (28) 


bewirkt. Da diese senkrecht zur massgebenden mittleren Strémung é stehen, 
so gilt fiir sie ebenfalls der Kutta- Joukowskysche Satz. Man kann ihnen daher 
die Zirkulation 


I" =¢ (uw, — m) (29) 


zuordnen und ihren Einfluss durch das Feld von Wirbeln mit dieser Zirku- 
lation darstellen. Dies ist allerdings nur naherungsweise richtig. Zwar beein- 
flussen namlich die Krafte P’ senkrecht zur Gitterrichtung den Unterschied 
zwischen Zu- und Abflussrichtung nicht, sie konnen aber doch im Ubergangs- 
gebiet zwischen Zu- und Abfluss Richtungsénderungen bewirken. Man kann 
aber annehmen, dass diese Richtungsanderungen nur gering sind, wenn die 
Gesamtablenkung Null ist. Man wird daher keinen grossen Fehler begehen, 
wenn man ihre Wirkung im Zwischengebiet vernachlassigt und annimmt, dass 


1) A. Betz, Diagramme zur Berechnung von Fliigelreihen, Ing.-Arch. 2, 359-371 (1931). 
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die Krafte P’ im ganzen Ubergangsgebiet keine zusitzliche Ablenkung verur- 


~ sachen. 


Als Ergebnis dieser Uberlegungen kann man demnach zusammenfassen: 
Fiir die Berechnung des Stérfeldes der Nachbarschaufeln ist nicht die wahre 
Zirkulation J" nach (25) oder (26) zugrunde zu legen, sondern die Ersatzzirku- 
lation J”, die sich aus der Ablenkung uw. — u, gemass (29) in gleicher Grésse 
ergibt wie bei verlustloser Str6mung. Die Schaufel selbst ist aber so zu formen 
und zu bemessen, dass sie in dieser durch die Nachbarschaufeln gestérten 
Stré6mung den durch (21) oder (22) gegebenen Auftrieb bzw. die durch (25) 
oder (26) gegebene Zirkulation I” liefert. 


Summary 


The force on a wing of a cascade can be divided in the two components lift 
and drag like the force on a single wing. The magnitude and direction of the lift 
component are calculated. The change of the flow direction is caused not only by 
the lift but also by the drag. Approximately the flow can be calculated as the 
field of vortices with a circulation corresponding to cascade wings without drag. 


(Eingegangen: 21. Mai 1957.) 
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Die anisentrope Uberschalldurchstromung 
des Streckengitters ’)”) 


Von Kurt BRIEDEN, Stuttgart, Deutschland 


1. Einleitung 


1.1 In den Jahren nach dem Kriege haben sich als Flugzeugantrieb Strahl- 
triebwerke mit Axialkompressoren gegentiber denjenigen mit Radialverdich- 
tern durchgesetzt. Ursachen hierfiir sind die gréssere Schluckfahigkeit und die 
kleinere, auf den Schub des Triebwerks bezogene spezifische Stirnflache des 
Axialkompressors. DiesenVorteilen steht das gréssere, auf den Schub bezogene 
spezifische Einheitsgewicht des Axialkompressors nachteilig gegentiber. Dieses 
ergibt sich aus einer hohen Stufenzahl, die notwendig ist, um bei einer gegentiber 
dem Radialverdichter niedrigen Stufenférderhdhe die erforderliche Gesamt- 
forderhéhe zu erreichen. Man muss daher bestrebt sein, die Stufenférderhéhe 
des Axialkompressors so weit zu steigern, dass sie etwa ebenso gross wie die 
vergleichbarer Radialverdichter ist. Zu diesem Zweck hat A. WEISE [1]}*) die 
Méglichkeit des Uberschallaxialverdichters systematisch untersucht. Bei einem 
der von A. WEIsE entwickelten und gebauten Verdichtertypen wird die Str6- 
mung zundchst auf Uberschallgeschwindigkeit beschleunigt und dann durch 
einen Verdichtungsstoss unstetig verzégert und komprimiert. Zur Steigerung 
der Stufenférderhohe tragt neben einer hohen Umfangsgeschwindigkeit des Lauf- 
rads eine starke Drallanderung der Stré6mung bei. Infolge der hohen Umfangs- 
geschwindigkeit des Laufrads gelangt man zu grossen Str6mungsgeschwindig- 
keiten, die in Schallnahe und auch weit im Uberschallbereich liegen kénnen 
und bei der Durchstrémung einer Verdichterstufe Verdichtungsstésse verur- 
sachen. Diese von den Einzelprofilen des durchstrémten Gitters ausgehenden 
Verdichtungsstésse fiithren im allgemeinen nicht zu einer dauernden Verzége- 
rung der Strémung zu Unterschallgeschwindigkeiten, da die mit diesen « Profil- 
stéssen» verbundenen Drucksteigerungen durch die Wirkung der von den 
Profilen ausgehenden Verdiinnungswellen kompensiert werden. Die Verzége- 


1) Mitteilung aus dem Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik der Technischen Hoch- 
schule Stuttgart. Erweiterung des Abschlu8berichts vom 1. 8. 1955 einer mit Hilfe der Deut- 
schen Forschungsgemeinschaft durchgefiihrten Arbeit. 

*) Die Anregung zur vorliegenden Arbeit hat Herr Prof. Dr.-Ing. A. WEISE gegeben. Der 
Verfasser ist ihm auch fiir zahlreiche Hinweise bei der Durchfiihrung der Arbeit sehr dankbar. 

3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 160. 
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rung der Str6mung muss vielmehr durch einen Verdichtungsstoss erfolgen, 


_ der durch die stromab liegenden Strémungswiderstande und die damit ver- 


bundene Erhéhung des Gegendrucks verursacht wird. In beiden Stossarten, 
den « Profil-» und den « Staustéssen », tritt eine Entropieerhéhung des strémen- 
den Mediums ein; daher wurden sie als so schadlich fiir den Wirkungsgrad der 
Stro6mungsmaschinen angesehen, dass man nach Modglichkeit Strémungsge- 
schwindigkeiten in der Nahe und oberhalb der Schallgrenze zu vermeiden suchte. 
A. WEISE [1] wies zuerst darauf hin, dass die Stossverluste nicht so hoch sind, 
dass sie die Erzielung einer grossen Stufenférderhdhe verhindern kénnten. 
Starker ins Gewicht fallen die Verluste, die bei der Grenzschichtablosung in- 
folge der Gabelbildung von Verdichtungsstéssen auftreten. Diese kénnen 
jedoch durch Absaugung der Grenzschicht meistens vermieden werden. Weiter- 
hin sind die Verluste bei schallnaher Durchstrémung von Gittern besonders 
gross. Hier kénnen die auftretenden Kopfwellen und lokale Uberschallgebiete 
mit nachfolgenden Verdichtungsstéssen den Wirkungsgrad der Verdichter- 
stufe sehr stark herabsetzen. 


1.2 In der vorliegenden Arbeit soll auf die Schwierigkeiten, die durch 
Grenzschichtablésungen insbesondere an der Nabe des Verdichters und durch 
die Aufschaukelung von Schwingungen zwischen zwei aneinander vorbeilau- 
fenden Gittern verursacht werden, nicht eingegangen werden. Es wird hier viel- 
mehr versucht, die Uberschalldurchstr6mung eines Profilgitters theoretisch unter 
Vernachlassigung der Grenzschichteinfliisse zu untersuchen und aus gegebenen 
Anfangsbedingungen vorauszuberechnen. Die Ergebnisse liefern einen vertief- 
ten Einblick in die Strémungsverhiltnisse und zeigen ihre wesentlichen Unter- 
schiede gegeniiber den Unterschalldurchstrémungen von Gittern. 

Um einen Uberblick iiber die verschiedenartigen Stroémungsformen der Git- 
terdurchstrémung im Uberschallbereich zu gewinnen, ist es zweckmassig, be- 
stimmte Vereinfachungen iiber die Gitterkonfiguration und Vernachlassigungen 
beziiglich der Art des stro6menden Mediums und der physikalischen Eigenschat- 
ten der Strémung einzufiihren: 

a) Anstelle des dreidimensionalen Profilgitters, dessen Einzelprofile in 
gleichen Abstanden auf einem Radkranz angeordnet sind, wird ein unendliches, 
ebenes Gitter betrachtet, das durch die Abwicklung eines Kreiszylinderschnit- 
tes (Zylinderachse = Nabenachse) durch das Profilgitter in die Ebene entsteht. 
Es wird angenommen, dass die Profile dieses Gitters ebene, unendlich diinne 
Platten sind, die in der Projektion als Strecken erscheinen. Dadurch wird es 
erméglicht, die Konfiguration des Gitters allein durch das Teilungsverhaltnis ¢// 
und den Staffelwinkel f,, den die Platten mit der Gitterfront einschliessen, zu 
beschreiben (Figur 1). 

b) Es wird vorausgesetzt, dass das stromende Medium ein ideales Gas ist. 
Die Strémung soll als reibungsfrei angesehen werden. Das Auftreten von Grenz- 
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x 


Vi 
Gitferfront 


Figur 1 
Kenngréssen eines Streckengitters. 


schichten'an den umstroémten Platten und deren Auswirkungen auf die Stré- 
mung bleiben unberiicksichtigt. 

c) Die Betrachtungen werden auf reine Uberschallstr6mungen beschrankt. 
Strémungen, bei denen lokale Unterschallfelder auftreten, wie zum Beispiel 
bei Profilumstrémungen hinter abgehobenen Kopfwellen, bleiben von der Be- 
trachtung ausgeschlossen. 


1.3 Verschiedene Autoren haben in den letzten Jahren die Aufgabe, Uber- 
schallstrémungen durch Profilgitter zu berechnen, angegriffen und Teilpro- 


bleme geliést. Erwahnenswert sind in diesem Zusammenhang vor allem die — 


grundlegenden Arbeiten von A. WEISE [1], 1943; E. Strauss [2], 1946; A. Betz 
[3], 1947; J. ACKERET und N. Rott [4], 1949; A. KANTROwITz [5], 1950. Auch 
die spateren Untersuchungen von R. M. Et Baprawy [6], 1952; H. SOHNGEN [7], 
1955; M. LupEwie [8], 1956, stellen wertvolle Beitrage zur Lésung der gestell- 
ten Aufgabe dar. Die vorliegende Arbeit versucht, einen Uberblick des gesamten 
Problemkreises zu geben; einzelne Ergebnisse der genannten Veréffentlichun- 
gen werden dort besonders erwahnt, wo sie sich am besten einordnen lassen. 


2. Strémungstypen und Mé¢glichkeiten des Typenwechsels 


2.1 Ein besonders kennzeichnendes Merkmal der Uberschallstrémungen 
durch Profilgitter ist die Tatsache, dass sich verschiedene Erscheinungsformen 
dieser Str6mungen erkennen und scharf gegeneinander abgrenzen lassen. Zur 
qualitativen Erfassung dieser Strémungstypen geniigt es, zur Konstruktion 
der Wellenbilder des Strémungsfeldes das Charakteristikenverfahren der Gas- 
dynamik heranzuziehen, obwohl dieses Verfahren in seiner von STEICHEN in die 
Gasdynamik eingefiihrten Form auf isentrope Uberschallfelder beschrankt ist. 
Es wird spater gezeigt, dass die Ergebnisse des Verfahrens hinsichtlich der 


Typeneinteilung der Gitterstré6mungen auch fiir anisentrope Felder Giiltigkeit 
behalten.: 
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2.2 Die reibungsfreie, isentrope, ebene Uberschallstrémung durch ein gege- 


__ benes Streckengitter (¢/2, B,) ist durch die Vorgabe der Mach-Zahl M , der rela- 
_ tiven Anstrémung der Platten und der Strémungsrichtung im Strémungsge- 
_ biet A unmittelbar vor der Gitterfront eindeutig festgelegt. Die Strémungs- 


richtung #4 in A kann durch den Ablenkwinkel 6 = B4 — Bs, den sie mit der 
umstroémten Platte einschliesst, beschrieben werden (Figur 1); anstelle der 
Mach-Zahl M, kann auch der Winkel 4 = #(M4) gegeben sein, der mit M, 
durch die bekannte Beziehung der Prandtl-Meyer-Strémung verkniipft ist: 


1 a 
O = je are tg (Vk VM? — 1) — arc tg VM? — 1, 


ee 0 
oe 


(1) 


(x = Adiabatenexponent). 


Die Benutzung von #(M) ist fiir die numerische Berechnung des Strémungs- 
feldes zweckmiassig. 

Fir 6 < 0° und 0° < B; < 90° bzw. fiir 6 > 0° und 90° < B; < 180° ist 
die Unterseite jeder Einzelplatte Druckseite; der Druck in grosser Entfernung 
hinter dem Gitter ist grésser als der Druck weit vor dem Gitter: py > py. 
Fur 6 > 0° und 0° < £,; < 90° bzw. fiir 6 < 0° und 90° < f,; < 180° ist 
bu < py; die Oberseite jeder Platte ist Druckseite. Zur Vereinfachung wird bei 
den folgenden Betrachtungen 90° < B; < 180° gesetzt; fiir 0° < Bs < 90° er- 
geben sich ganz ahnliche Ergebnisse. 

Durch die Forderung, dass in allen Strémungsgebieten stets M = 1 sein 
soll, sind der Wahl von 6 Grenzen gesetzt, die von der gegebenen Anstrémge- 
schwindigkeit M, bzw. von #, abhangig sind. Die Kurven 6(%4)y,-1 und 
6(94) mz -1 begrenzen in der (6, #4)-Ebene (Figur 2) das Gebiet V, das von der 
Untersuchung ausgeschlossen wird, da bei den zugehérigen Anstrémbedingun- 
gen die Schallgeschwindigkeit c im Feld unterschritten wird. 

Fir sehr grosse Mach-Zahlen M, kann der Fall eintreten, dass 


O5=8,+8=% m2, Mz=oco (8>0°) 
bzw. 
Oy = b,— (— 8) = 4, Mp =o (6 < 0°) 


ist; dann ist pp = 0 bzw. fp = 0. Die Kurven 6(04)uy-00 bzw. 6(P4) mp = 00 
begrenzen in der (6, #4)-Ebene das Gebiet VI. Liegt der Anstrémzustand (6, #4) 
des Gitters in diesem Gebiet, so kann die Strémung auf der Saugseite nicht 
mehr an der Platte anliegen. Infolge der hohen Anstrémgeschwindigkeiten 
(9, > 88°, M, > 6,4) kommt diesen Gitterstrémungen vorwiegend nur theo- 
retisches Interesse zu; aus diesem Grunde sollen sie hier von der Betrachtung 
ausgeschlossen werden. 
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“1° P3020 She OT el cd a 
—> 6 
Figur 2 
Bereichseinteilung fiir die Strémungstypen I, II, III, IV und S in der (6, ®4)-Ebene; Kenngréssen 
des Streckengitters: ¢/] = 5, Bs = 150°. 


Damit sind die Grenzen, innerhalb derer 6 und #, variiert werden kénnen, 
abgesteckt. Es zeigt sich, dass man in diesem (6, #4)-Bereich vier verschiedene 
Strémungstypen unterscheiden kann. Diese sollen fiir 6 > 0° ausfiihrlich be- 
schrieben werden; fiir 6 < 0° gelten ganz analoge Typenunterscheidungen. 

Der Strémungstyp I ist dadurch gekennzeichnet, dass samtliche Wellen und 
Verdichtungsstdsse, die von den umstrémten Platten ausgehen, nach hinten 
aus dem Gitter herauslaufen, ohne eine Nachbarschaufel zu treffen. Die Nor- 
malkomponente des Machschen Vektors (normal zur Gitterfront) im Gebiet A 
ist grésser als 1: M, 4 > 1. Der Anstrémzustand der Platten im Gebiet A ist 
gleich dem Zustand in unendlicher Entfernung vor der Gitterfront 3] V} = {A . 
Die Platten im Gitterverband beeinflussen sich gegenseitig nicht, und ihr Auf- 
trieb und Widerstand sind die gleichen wie bei der Umstrémung einer Einzel- 
platte. Im Strémungsgebiet F dicht hinter dem Plattenende ist — bei isentroper 
Strémung — der Strémungszustand gleich dem im Anstrémgebiet A. Weiter 
stromab durchsetzen die Stromlinien die Stérungswellen, die von den Platten 
des Gitters ausgehen. Dadurch wird die Strémung abgelenkt, und der Stré- 
mungszustand wel } in unendlicher Entfernung hinter dem Gitter ist von dem 
Strémungszustand im Gebiet F verschieden: { H } + {F }. Der Verdichtungs- 
stoss BF, der die Gebiete B und F trennt, wird sowohl von einem Teil des 
Wellenfachers AB, der von derselben Platte ausgeht wie der Stoss, als auch 
von einem Teil des Wellenfachers AB der linken Nachbarplatte abgebaut. 
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Figur 3 


Str6mungstypen I, II, IV und S und die Strémung ohne Durchsatz bei Gitterstrémungen mit 
positivem Anstellwinkel (6 > 0°) der Platten. 


Ebenso interferiert der Verdichtungsstoss AD mit Teilen der Wellenfacher DF 
zweier benachbarter Platten. Die Verdichtungsstésse BF und AD entarten im 
Gebiet H zu Machschen Linien, deren zugehériger Machscher Winkel a, den 
Strémungszustand in H bestimmt. 

Die Grenzlage zwischen den Strémungstypen I und II ist dann erreicht, 
wenn die Machsche Linie der Neigung «4 auf das Plattenende der Nachbar- 
platte trifft. 

Beim Strémungstyp II verlaufen wie bei I alle Stérungswellen hinter der 
Gitterfront; M, 4 ist grésser als 1. Dagegen beeinflussen sich die Platten hier 
gegenseitig; der Wellenfacher AB wird an der Nachbarplatte reflektiert und 
interferiert hinter dem Gitter mit dem Verdichtungsstoss AD der eigenen und 
dem der Nachbarplatte. Vom Plattenende gehen keine Stérungswellen aus. Wie 
bei dem Strémungstyp I ist {V}={A}und {H} + {F}. Die Strémungsrich- 
tung in F ist gleich der Plattenrichtung, die Strémung wird also von A nach F 
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um den Winkel 6 abgelenkt. Die auf die Platte wirkende resultierende Kraft 
muss durch Integration des langs der Unterseite veranderlichen Drucks und des 
konstanten Drucks an der Oberseite der Platte bestimmt werden‘). Die Kraft 
greift im allgemeinen nicht im Plattenzentrum an, so dass sich in bezug auf 
dieses ein Moment ergibt. 

Die Grenzlage zwischen den Strémungstypen II und III ist dadurch ge- 
kennzeichnet, dass die Machsche Linie mit der Neigung «4 mit der Gitterfront 
zusammenfallt: M, 4 = 1. Steilen sich die von der Plattenoberseite ausgehenden 
Wellenfronten noch weiter auf, so wird schliesslich auch der Verdichtungsstoss 
BF nach vorn aus dem Gitterverband herauslaufen kénnen. Das ist dann 
erreicht, wenn dieser Stoss die Spitze der Nachbarplatte beriihrt; diese Kon- 
figuration ist die Grenzlage der Strémungstypen IIT und IV. 

Symmetrische Uberschallstrémungen durch ein Streckengitter des Stré- | 
mungstyps III sind nicht existent. Nimmt man einmal an, dass der Wellen- 
facher AB einer Platte vor der Gitterfront, der Verdichtungsstoss BF dagegen 
hinter dieser liegt, so liegen die Spitzen aller rechten Nachbarplatten im Gebiet 
B, deren Strémungsrichtung mit der Plattenrichtung tibereinstimmt ; die nach- 
folgenden Platten beeinflussen die Str6mung also dann nicht mehr. 

Es ist daher erforderlich, dass bei Uberschallstrémungen durch ein Strek- 
kengitter, bei denen Stérungswellen vor der Gitterfront liegen, sdém#liche von 
der Oberseite der Platte ausgehenden Wellen nach vorn aus dem Gitterverband 
herauslaufen®). Diese Konfiguration kennzeichnet den Strémungstyp IV, bei 
dem M, 4 < list. Der Strémungszustand in A ist von dem in unendlicher Ent- 
fernung vor dem Gitter verschieden: { V } + { A }; ebenso ist {H} + {F}. Die 
Verdichtungsstésse BF bzw. AD interferieren mit Teilen der Wellenfacher AB 
bzw. DF, die von zwei benachbarten Platten ausgehen, und entarten weit vor 
bzw. hinter dem Gitter zu Machschen Linien mit der Neigung ap bzw. ag. Die 
Umlenkung der Strémung erfolgt also zum Teil vor und zum Teil hinter dem 
Gitter. 

Die Grenzlagen zwischen den einzelnen Strémungstypen sind bei gegebenem 
Gitter (¢/2, Bs) von dem Strémungszustand im Gebiet A abhangig, der durch 
die Angabe von #, und 6 festgelegt wird. Fiir ein Streckengitter mit dem Tei- 
lungsverhaltnis ¢// = 5 und dem Staffelwinkel Bs = 150° wurden diese Grenz- 
lagen berechnet; die Ergebnisse sind in Figur 2 graphisch dargestellt. Man 
erkennt, dass das Gebiet III, in dem die Strémung nicht existent ist, die 
Gebiete IT und IV vollstandig trennt, so dass der Ubergang von II nach IV 


oder umgekehrt nur dann stetig erfolgen kann, wenn 6 = 0° ist. 

4) Diese Aufgabe wurde fiir einen speziellen Fall von EL BADRAWY [6] geldst. 

5) Dieses Ergebnis hat A. KANTROwITZ [5] in allgemeinerer Form auch fiir profilierte Schaufeln 
endlicher Dicke gefunden: Er bezeichnet den Profilteil, yon dem Wellen nach vorn aus dem Gitter- 
verband herauslaufen, als « Eintrittsgebiet», Der Anstrémzustand vor den Profilteilen und damit 
auch der Zustand { V} weit vor dem Gitter stellt sich immer so ein, dass die zugehorigen Kompres- 
sions- und Expansionswellen des Eintrittsgebiets sich vollstandig gegeneinander aufheben kénnen. 
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E. Strauss [9] hat gezeigt, dass unter der Voraussetzung der Isentropie der 


_ Strémung auch beim Anstellwinkel 6 = 0° Uberschallstrémungen eines Sonder- 


typs S durch ein Streckengitter méglich sind, bei denen von den Plattenenden 
Stérungswellen ausgehen, die die Strémung umlenken; das Gitter arbeitet je 
nach dem weit hinter der Gitterfront aufgepragten Gegendruck expandierend 
oder komprimierend. Bei den beiden von E. Strauss angegebenen Strémungs- 
typen gehen nur von der Hinterkante der Platten Stérwellen aus, und zwar 
jeweils ein Verdiinnungsfacher und ein Verdichtungsstoss verschiedener Schar, 
die eine gleich grosse Umlenkung der Strémung verursachen®). Beim Typ S, 
wird der Wellenfacher, beim Typ S, der Verdichtungsstoss an der Nachbar- 
platte reflektiert. Diese reflektierenden Stérwellen laufen hinter der Gitterfront 
mit den anderen Wellen mit entgegengesetztem Vorzeichen zusammen. Dabei 


_wird der Verdichtungsstoss mit wachsender Entfernung von der Gitterfront 


immer schwacher, und die Starke der St6rwellen verschwindet unendlich weit 
hinter der Gitterfront vollstandig. 


2.3 Die Méglichkeit, jede Uberschalldurchstrémung des Gitters durch einen 


_ bestimmten Str6émungstyp zu kennzeichnen, und die Tatsache, dass die einzel- 


nen Strémungstypen I-IV wesentlich voneinander verschieden sind, bilden 
einen grundsatzlichen Unterschied zu den Gitterstr6mungen im Unterschall- 
bereich. Fiir die Gitterstrémungen mit Uberschallgeschwindigkeit erhebt sich 
sofort die Frage nach den Ubergangsméglichkeiten zwischen den einzelnen 
Strémungstypen, und insbesondere miissen die Fragen geklart werden, die mit 
der Nichtexistenz des Strémungstyps III zusammenhangen. 

Der Ubergang zwischen den Strémungstypen I und II, bei denen die Axial- 
geschwindigkeit grésser als die Schallgeschwindigkeit ist (M, > 1), bereitet 
keine Schwierigkeiten und kann durchaus mit Anderung des Anstrémzustandes 
{ A }stetig erfolgen. Die Frage nach der Ubergangsméglichkeit zwischen Gitter- 
strémungen mit axialer Unterschall- zu solchen mit axialer Uberschallge- 
schwindigkeit und umgekehrt, also zwischen den Strémungstypen IT und IV, 
lasst sich dagegen nicht so einfach beantworten. Ein stetiger Ubergang ist 
sicherlich dann méglich, wenn sich stationare Strémungsbilder angeben lassen, 
die kontinuierlich aneinandergefiigt von dem einen zum andern StrO6mungstyp 
fiihren. Als erste Bedingung fiir den Ubergang zwischen den Typen II und IV 
wurde bereits gefunden, dass im Ubergangsbereich der Anstellwinkel der 
Platten gegen die Strémungsrichtung an der Plattenspitze verschwinden muss 


8) H. S6uNGEN [7] hat diesen Strémungstyp, bei dem die vom Plattenende ausgehenden 
Stérwellen einseitig von der Nachbarschaufel abgefangen und am Eintritt in das Gebiet vor der 
Gitterfront gehindert werden, naher untersucht und iibereinstimmend mit den oben angefiihrten 
Ergebnissen festgestellt, dass in diesem Fall das Gebiet vor der Gitterfront storungsfrei sein muss. 
Nach H. S6uNGEN gilt diese Feststellung auch dann, wenn die Einlaufstrecke vor dem Laufrad end- 
lich ist. Unter der Voraussetzung schwach gestorter, isentroper Strémung zeigt H. SOHNGEN, dass 
in diesem Fall die von den Plattenspitzen ausgehenden, gegen die Strémungsrichtung laufenden 
Stérungen am Einlauf reflektiert werden und dass sich beide Anteile gerade gegenseitig ausléschen. 
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(6 = 0°), da der Strémungstyp III mit 6 + 0° nicht existent ist. Ferner muss 
gefordert werden, dass die auf die Platten ausgetibte Kraft K nicht unstetig 
verschwindet, wenn nach stetiger Anderung des Anstrémzustandes {A} die 
Strémungsrichtung in A gleich der Plattenrichtung (6 4 = Bs, 6 = 0°) geworden 
ist. Beide Forderungen werden von den von E. STRAUSS angegebenen Stré- 
mungstypen erfiillt. Es liegt daher nahe, anzunehmen, dass gerade die Typen 
S, und S, geeignet sind, den Ubergang zwischen den Typen IV und II zu er- 
moglichen. Diese Annahme wird noch dadurch gestiitzt, dass in der (6, #4)- 
Ebene (Figur 2) der Ordinatenabschnitt (6 = 0°) im Gebiet (6, #4)m1 von den zu 
den Typen S, und S, gehérenden Abschnitten tiberdeckt wird. 

Die Wellenbilder der Strémungstypen IV und II einerseits und die der 
Typen S, bzw. S, andererseits sind aber so sehr voneinander verschieden, dass 
ein kontinuierlicher Ubergang von IV iiber S nach II nur méglich ist, wenn 
man andere Ubergangstypen zwischen IV und S bzw. S und II einschaltet. Diese 
Typen kann man sich aus den angrenzenden Typen IV und S bzw. S und II 
zusammengesetzt denken; sie sollen daher als « Komplextypen» (IV, S) bzw. 
(S, Il) bezeichnet werden. Von den diese Komplextypen bildenden Zweier- 
kombinationen der Elemente IV,, IV,, II,, II, und S,, S, der beiden Gruppen 
ergeben nur vier Kombinationen mégliche Str6mungen. Wie man leicht erken- 
nen kann, sind die vier anderen Komplextypen nicht existent, da sich ihre 
Wellenbilder nicht widerspruchsfrei konstruieren lassen (Figur 4). 


Figur 4 
Komplex-Strémungstypen (IV, S) und (S, IT). 


Mit Hilfe dieser Komplextypen lassen sich nun tatsichlich Wellenbilder 
stationarer Strémungen angeben, die als Zwischenstationen beim Ubergang 
vom Typ IV zum Typ II und umgekehrt angesehen werden kénnen (Figur 5). 
Die Wellenbilder lassen sich in der Reihenfolge IV > Grenzlage IV/III > 
(IV, S) > (S, Il) > II und umgekehrt mit einer Ausnahme stetig ineinander 
iiberfiihren. Diese Ausnahme bildet der Ubergang S, > (S,, II,), bei dem die 
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Figur 5 
Zum Ubergang zwischen Gitterstrémungen mit axialer Uberschall- und Unterschallgeschwindigkeit 
bei Str6mungen mit negativem (6 < 0°) und positivem Anstellwinkel (6 > 0°) der Platten. 
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Axialgeschwindigkeit w, 4 die Schallgeschwindigkeit tiberschreitet ; beim Typ 
S, ist M, 4 <1, beim Typ (S,, II,) ist M,4 > 1. Dieser unstetige Ubergang 
S, > (S,, Il,) findet eine einfache Erklarung, wenn man bedenkt, dass bei 
den Typen IV, und (IV,, S,) weit vor dem Gitter ein zur Gitterfront paralleler 
« Staustoss» existieren kann (siehe Abschnitt 3.3), der bei Erreichung des Typs 
S, bis zur Gitterfront stromabwarts wandern kann, da der Strémungszustand 
dann im gesamten Gebiet vor der Gitterfront wellenfrei ist. Von dieser Lage 
aus kann der Staustoss stetig in den beim Typ (S,, I1,) von der Plattenspitze 
ausgehenden schragen Stoss tibergehen. 

Zusammenfassend kann die gestellte Frage folgendermassen beantwortet 
werden: Der Ubergang von Gitterstrémungen mit axialer Unterschall- zu 
solchen mit axialer Uberschallgeschwindigkeit ist méglich. Bei Strémungen mit 
positivem Anstellwinkel 6 > 0° kann der Ubergang stetig erfolgen; bei Stré- 
mungen mit negativem Anstellwinkel 6 < 0° lauft ein zur Gitterfront par- 
alleler Verdichtungsstoss stromab bis ins Laufrad, ohne jedoch hierbei den 
quasistationaéren Charakter der Strémung zu beeintrachtigen. 

Diese Feststellung sagt noch nichts dariiber aus, wie der Strémungstiber- 
gang tatsachlich durch aussere Massnahmen herbeizufiihren ist. Bei Str6mungs- 
maschinen kann die Strémung durch die Veranderung der Umfangsgeschwin- 
digkeit « des Laufrads bzw. der Leistungszu- oder -abfiihrung und der Veran- 
derung des Gegendrucks #9, ,, und damit des Verdichtungsverhaltnisses beein- 
flusst werden. Beide Massnahmen sind jedoch nicht geeignet, eine Uberschall- 
axialgeschwindigkeit der Str6mung zu verandern, da die durch die Veranderung 
von “ und #9 7 verursachten Stérungen sich gegen die Richtung der bestehen- 
den Uberschallaxialgeschwindigkeit nicht fortpflanzen kénnen. Zur Beeinflus- 
sung einer bestehenden Uberschallaxialgeschwindigkeit muss man daher andere 
Massnahmen anwenden; so kann man zum Beispiel den Querschnitt einer weit 
vor dem Gitter befindlichen Laval-Diise verandern. 

Die Frage der Erzeugung von Gitterstrémungen mit Uberschallaxialge- 
schwindigkeit muss noch eingehend untersucht werden. Es ist zu erwarten, dass 
die Berechnung des Kennfeldes eines gegebenen Gitters wertvolle Hinweise zur 
Beantwortung dieser Frage liefert (siche dazu Abschnitt 4). 


2.4. Die gewonnenen Ergebnisse iiber Strémungstypen und Méglichkeiten 
des Typenwechsels sind zunachst auf isentrope Uberschalldurchstromungen 
von Streckengittern beschrankt. Zur Erweiterung der Aussagen auf anisentrope 
Str6mungen muss gepriift werden, ob Gitterdurchstrémungen iiberhaupt exi- 
stieren kénnen, wenn die mit den auftretenden Verdichtungsstéssen verbun- 
dene Drosselung der Strémung beriicksichtigt wird. Diese Existenzfrage stellt 
sich sofort, wenn man bedenkt, dass alle Stromlinien der Strémung eine unend- 
lich grosse Anzahl von Verdichtungsstéssen kreuzen. Diese Stésse fiihren zu 
einer starken Rotation, mit der das Feld der Gitterstromung behaftet ist. 
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Um diese Tatsache zu erkennen, soll hier als Beispiel eine Gitterstr6mung 
_ des Typs IV betrachtet werden. In der Figur 6 sind die Stromungsverhiltnisse 
vereinfacht dargestellt. Die Figur zeigt ausser den Platten des Gitters nur die 
von ihnen ausgehenden Verdichtungsstésse und die Stromlinien, die jeweils die 
Plattenspitzen treffen und an den Platten entlanglaufen. Man muss fiir die 


Figur 6 


Vereinfachte Darstellung der anisentropen Gitterstrémung des Strémungstyps IV. 


Existenz einer solchen Str6mung verlangen, dass das Gitter symmetrisch durch- 
strémt wird, das heisst, dass die Strémungszustinde sich auf allen Geraden 
parallel zur Gitterfront periodisch (Periode ¢) andern. Dann miissen die Ruhe- 
drucke auf sich entsprechenden Stromlinienstiicken gleich sein: 


(Po, a)1 = (Po,a)e = (Po, as ae ae 
(bo,o)1 a. (Do, o)2 = (Po,s)s ead 


und man erkennt, dass die Ruhedrucke von Stromlinie zu Stromlinie quer zur 
Strémungsrichtung verschieden sind, und zwar ist das Ruhedruckverhaltnis 
zweier benachbarter Plattenstromlinien von der gleichen Gréssenordnung wie 
dasjenige, das durch einen der auftretenden Verdichtungsstésse verursacht 
wird: 


(Po,a)1 (Po,a)2 (Po,a)2 (Po,a)s 


(eae ee es (Pa,e)a’ 


_ Die dadurch hervorgerufene Rotation der Strémung ist in der Nahe der Gitter- 
front besonders stark; mit zunehmender Entfernung von der Gitterfront nimmt 
sie mit der schwindenden Starke der Verdichtungsstésse ab. 

Besonders deutlich wird der Einfluss der Anisentropie des Strémungsfeldes 
bei der Betrachtung der Gitterstrémung ohne Durchsatz (siehe Figur 3). Bei 
dieser Str6mung des Typs IV verlaufen die Stromlinien, die die Platten beriih- 
ren, vom Plattenende zur Spitze der Nachbarplatte usf. Diese Strémung, bei 
der die in Figur 6 gezeichneten Plattenstromlinien in einer einzigen Stromlinie 
zusammenfallen, ist nicht existent, da diese Stromlinie eine unendlich grosse 
Zahl von Verdichtungsstéssen konstanter Starke kreuzen und die Drosselung 
auf dieser Stromlinie iiber alle Grenzen ansteigen wiirde. Bei «isentroper» Be- 
trachtung dagegen kann gegen die Existenz dieser Strémung nichts eingewen- 
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det werden. In diesem Fall der Str6mung ohne Durchsatz liefern die beiden 
Betrachtungsweisen also nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ we- 
sentlich verschiedene Resultate. 


2.5 Aus den angefiihrten Beispielen ergibt sich die Notwendigkeit, die 
Entropiednderungen im Strémungsfeld zu beriicksichtigen’). 

Zur eindeutigen Beschreibung eines anisentropen Uberschallfeldes ist es 
erforderlich, in jedem Punkt des Feldes die Strémungsrichtung und den Mach- 
schen Winkel anzugeben. Dieser ist jedoch nicht wie im isentropen Feld durch 
den Druck # allein festgelegt; vielmehr muss zu seiner Bestimmung auch der 
von Punkt zu Punkt veranderliche Ruhedruck #, bekannt sein. Zur Berechnung 
der beschreibenden Feldgréssen 8, und 9 sind von A. BUSEMANN [11], 
G. GUDERLEY [12] und R. Courant und K. O. FriepRIcuHs [13] Naherungsver- 
fahren entwickelt worden. Der Verfasser hat in seiner Dissertation [14] diese 
Verfahren beschrieben und darauf hingewiesen, dass sie zur Behandlung allge- 
meiner anisentroper Uberschallfelder nicht geeignet sind, da das Auftreten von 
Verdichtungsstéssen oder von Trennungslinien mit physikalisch realem Entro- 
piesprung nicht zugelassen wird. Beide Einschrankungen werden bei der Herz- 
kurvenmethode von A. WEISE [15] nicht gemacht. Vielmehr ist diese Methode 
gerade mit dem Ziel entwickelt worden, Aufgaben, die mit dem Auftreten sol- 
cher Unstetigkeiten in der Strémung verbunden sind, zu lésen. 

Die mit der Herzkurvenmethode erzielten Ergebnisse bei der Berechnung 
des anisentropen Umstrémungsfeldes der angestellten Platte [14] bilden die 
Grundlage zur Beantwortung der Frage nach der Existenz anisentroper Gitter- 
str6mungen. Bekanntlich erhalt man mit dem Charakteristikenverfahren das 
Ergebnis, dass der Strémungszustand im ganzen Bereich hinter einer umstrém- 
ten Platte konstant gleich dem Anstrémungszustand ist. Dagegen zeigt die 
Herzkurvenmethode, dass der Strémungszustand unmittelbar hinter der Platte 
vom Anstrémungszustand etwas verschieden ist und dass das gesamte Gebiet 
hinter der Platte von Wellen héherer Ordnung iiberdeckt wird, die beim Zu- 
sammenwirken von Machschen Wellen mit Verdichtungsstéssen und Tren- 
nungslinien entstehen (Figur 7). Der vom Anstrémungszustand {A } verschie- 
dene Zustand {F } unmittelbar hinter der Platte wird weiter stromab durch 
diese Wellen verandert, und zwar gerade so, dass im Unendlichen hinter der 
Platte auf allen Stromlinien in bezug auf Druck und Strémungsrichtung wieder 
der Anstrémungszustand erreicht wird. 


2.6 Das Ziel der folgenden Uberlegungen soll nun sein, die bei der Umstré- 
mung der Einzelplatte gewonnenen Ergebnisse auf die Durchstrémung des 
unendlichen, ebenen Gitters zu iibertragen. Zu diesem Zweck ist es ntitzlich, 


”) Der Verfasser hat auf diese Tatsache in seinem Diskussionsbeitrag bei der Strémungstagung 
in Ziirich, Juni 1955, hingewiesen; siehe [10], Seite 114. 
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Die anisentrope Uberschalldurchstrémung des Streckengitters 


Anisentrope Umstrémung der angestellten, ebenen Platte. 


Figur 7 
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zuvor eine Zwischenbetrachtung iiber die Durchstrémung eines Gitters einzu- 
schalten, das aus einer endlichen Zahl von Platten besteht. Bei dieser anisen- 
tropen Umstrémung mehrerer hintereinanderliegender Platten — man denke 
bei den folgenden Uberlegungen an den Strémungstyp IV, da sie fiir diesen 
Typ besonders wichtig sind — erzeugen die Machschen Wellen jeder einzelnen 
Platte beim Zusammenlaufen mit Verdichtungsstéssen und beim Kreuzen von 
Trennungslinien einen «Satz» von Wellen héherer Ordnung, dessen Gesamt- 
intensitat ausreichen wiirde, den am Plattenende herrschenden Zustand weiter 
stromab gerade so zu verandern, dass im Unendlichen der Anstrémzustand der 
Platte in bezug auf Druck und Strémungsrichtung erreicht wird, wenn in dem 
stromab vom Plattenende liegenden Gebiet keine weiteren Platten als Sté- 
rungsquellen der Strémung auftreten. Da jeder dieser Platten ein solcher « Wel- 
lensatz» zugeordnet ist und da eine additive Uberlagerung der mit diesen 
«Wellensatzen» verbundenen Anderungen der Strémungsrichtung zu einer 
Gesamtwirkung zulassig ist, kommt man zu der Aussage, dass infolge dieser 
Gesamtwirkung der « Wellensatze » der Strémungszustand in unendlicher Ent- 
fernung hinter endlich vielen Platten in bezug auf Druck und Richtung gleich 
dem Anstrémzustand der ersten Platte ist. Man muss jedoch beachten, dass die 
Durchstrémung dieses endlichen Gitters — im Sinne der oben angegebenen Defi- 
nition (siehe Abschnitt 2.4) — nicht symmetrisch ist, denn die Anstr6mzustande 
der Platten sind untereinander alle verschieden. 

Die Durchstr6mung eines unendlichen Gitters dagegen muss grundsatzlich 
symmetrisch sein. Diese Symmetriebedingung ist auch bei anisentroper Durch- 
strémung des unendlichen Gitters erfiillt. Der Beweis fiir diese Behauptung ist 
nach den Zwischenbetrachtungen iiber das endliche Gitter nunmehr einfach 
zu fiihren (Figur 8). In jeden Zwischenraum von Platte zu Platte fallt ein 
« Wellenstreifen », der aus einer bestimmten Anzahl von Wellen héherer Ord- 
nung besteht. Diese Wellen gehéren den unendlich vielen « Wellensatzen » der 
Einzelplatten an. Bei einer unendlich grossen Anzahl von Platten und von zu- 
gehorigen « Wellensatzen » und einer gleich grossen Anzahl von « Wellenstreifen » 
kann es nun nicht anders sein, als dass die Gesamtintensitat eines « Wellenstrei- 
fens», der in den Zwischenraum von Platte zu Platte fallt, gleich der eines 
« Wellensatzes» einer Einzelplatte ist. Ein solcher « Wellenstreifen » muss be- 
wirken, dass die Strémungsrichtung 8, und der Druck f; am Plattenende in 
diesem Zwischenraum so gedndert werden, dass an der Spitze der nachsten 
Platte wieder der Strémungszustand (B84, £4) herrscht. 

An der Tatsache der Symmetrie der anisentropen Durchstrémung des un- 
endlichen Gitters andert auch der Einwand nichts, dass die Wellen eines « Wel- 
lenstreifens» nicht nur in den Zwischenraum von Platte zu Platte fallen, son- 
dern dass auch ein Teil der Wellen des « Wellenstreifens» auf die Platte selbst 
trifft und dort reflektiert wird (Figur 8). Aus der Skizze der Strémung in der 
Zustandsebene kann man erkennen, dass selbst in dem Falle, dass alle Wellen 
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Anisentrope Gitterstromung des Str6mungstyps IV. Darstellung in der Stré6mungsebene mit Wellen 
zweiter Ordnung und in der Zustandsebene der Herzkurvenmethode fiir die drei méglichen Faille: 
Wellen hoherer Ordnung treffen a nicht, b zum Teil, c alle auf die Platten des Gitters. 


der « Wellenstreifen » auf die Platten treffen, die Str6mung symmetrisch ist. In 
diesem Extremfall, der bei sehr eng gestellten Gittern méglich ist, sind die 
Strémungszustande an der Spitze { A } und am Ende{ F } jeder Platte einander 
gleich. Zusammenfassend kommt man zu der Aussage, dass die Existenz der 
Gitterdurchstr6mung des Typs IV durch die Beriicksichtigung der Anisentropie 
des Feldes nicht gefahrdet wird. 

Diese Aussage wird durch die folgende, gleichartige Betrachtung auf die 
von E. STRAUSS angegebenen Strémungstypen S, und S, ausgedehnt. Legt man 
an diese Strémungen das zwar nicht hinreichende, aber notwendige Kriterium 
fiir ihre Existenz, dass sich ihre Wellenbilder widerspruchsfrei mit der Herz- 
kurvenmethode konstruieren lassen miissen, so kommt man zu dem Ergebnis, 
dass beide Strémungstypen existent sind. Zum Beweis ist in der Figur 9 die 
Strémung des Typs S, unter Beriicksichtigung der Anisentropie in der Stré- 
mungsebene und in der Zustandsebene dargestellt. Fiir ihre Existenz ist es ent- 
scheidend, ob die Forderung erfiillt ist, dass der Abstrémzustand unmittelbar 
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Figur 9 
Anisentrope Gitterstrémung des Strémungstyps S, (6 = 0°). Darstellung in der Str6mungsebene 
mit Wellen zweiter Ordnung und in der Zustandsebene der Herzkurvenmethode. 


hinter dem Plattenende mit der Herzkurvenmethode eindeutig bestimmt 
werden kann. Das ist dann méglich, wenn die Strémungszustande {Cc } und 
{E } beiderseits der vom Plattenende ausgehenden Trennungslinie in bezug auf 
Druck und Richtung gleich sind. Wie die Figur 9 zeigt, wird bei der Strémung 
des Typs S, diese Bedingung durch die Wirkung der auftretenden Wellen 
hdherer Ordnung erfiillt, die an den Platten reflektiert werden. 

Bei den Strémungstypen I und II mit axialer Uberschallgeschwindigkeit 
lasst sich der Existenzbeweis ganz ahnlich wie bei den Typen IV und S fihren. 
Zusammenfassend kann ausgesagt werden: Auch unter Beriicksichtigung der 
Drosselung von Uberschallstrémungen durch Streckengitter infolge Entropie- 
erhdhung in den auftretenden Verdichtungsstéssen sind die beschriebenen 
Strémungstypen existent und die Ubergange zwischen den einzelnen Typen in 
der-beschriebenen Form méglich. Die Grenzlinien zwischen den Bereichen der 
Stroémungstypen in der (0, #4)-Ebene erfahren bei Beriicksichtigung der An- 
isentropie nur geringfiigige Verschiebungen, da die Wellenbilder der anisen- 
tropen von denen entsprechender isentroper Strémungen in Plattennahe im 
allgemeinen nur wenig abweichen. Ausnahmen bilden nur die Strémungen in 
der, Nachbarschaft der Str6mung ohne Durchsatz. 


3. Berechnung anisentroper Uberschalldurchstrémungen 
des Streckengitters 


3.1 Fir die Berechnung des gesamten Strémungsfeldes ist bei Vernachlassi- 
gung der Anisentropie des Feldes das Charakteristikenverfahren ein tragfahiges 
Hilfsmittel; bei Beriicksichtigung der Anisentropie tritt an seine Stelle die 
Herzkurvenmethode. Mit diesen Verfahren kann der Strémungszustand in 
jedem Feldpunkt durch die Konstruktion der durch diesen Punkt gehenden 
Machschen Linien und der Stromlinie bestimmt werden. Der Arbeitsaufwand 
ist jedoch verhaltnismassig gross, und die Genauigkeit der Ergebnisse ist durch 
die, .unvermeidbaren Zeichenfehler eingeschrankt. Besonders zur Ermittlung 
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der Strémungszustande im Unendlichen weit vor bzw. weit hinter der Gitter- 
front kann man das graphische Verfahren wegen der grossen raumlichen Aus- 
dehnung der Strémungsfelder nicht benutzen. E. Strauss [2] hat aus diesem 
Grunde zur Berechnung dieser Strémungszustinde das graphische Verfahren 
durch ein analytisches ersetzt, welches gestattet, die Lage der Machschen 
Linien und der Stromlinien weit vor bzw. weit hinter dem Gitter naherungs- 
weise Zu bestimmen. Diese Naherungslésung gelingt dadurch, dass bei der Wel- 
lenkonstruktion durch Wahl eines bestimmten Sprungwinkels des Charakteri- 
stikenverfahrens wellenfreier Zustand in endlicher Entfernung vor bzw. hinter 
der Gitterfront erreicht werden kann. Auf diesem Wege erhalt man fiir die 
Machschen Winkel ay bzw. a, und fiir die Richtung der Stromlinien fy bzw. 
_ By die Naherungslésungen: 


(e+1)/2_ 5 I/t 
COs? a4 cos Bs + ctga,gsinBs ’ 


Oy = 4 ( 
; 2) 
/t 


By, = Ba + cosbs+ctga, sinBs oe 


Diese gestatten es, die Strémungszustainde { V} und {H } aus dem Zustand { A } 
unmittelbar vor den Plattenspitzen zu bestimmen. Ihre Giiltigkeit ist jedoch - 
auf isentrope Strémungen des Typs IV beschrankt ; die Genauigkeit der Ergeb- 
nisse ist nicht abschatzbar. 


3.2 Zur Bestimmung der Zustande weit vor bzw. weit hinter dem Gitter 
ist eine andere Methode, die Anwendung der Integralsatze der Strémungslehre, 
geeigneter als das Charakteristikenverfahren. Unter dem Namen « Integralsatze 
der Strémungslehre » sollen hier der Inipulssatz, die Kontinuitatsgleichung und 
der Energiesatz in ihren integralen Formen verstanden werden. Mit Hilfe dieser 
Satze ist es zwar nicht mdglich, das Strémungsfeld punktweise zu bestimmen, 
jedoch ist es méglich, die parallel zur Gitterfront konstanten Zustande { V} 
und { H } mit beliebig grosser Genauigkeit numerisch zu berechnen, und zwar 
fiir alle Typen der Gitterstrémung. Zuerst hat A. BEeTz [3] diese Methode auf die 
kompressible Gitterstr6mung angewandt. Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung, 
des Energiesatzes und unter Verwendung der bei isentroper Strémung giiltigen 
Adiabatengleichung gewinnt er Beziechungen zwischen den Zustandsgréssen p 
und o und den Geschwindigkeitsvektoren w (Betrag w, Richtung f) fiir die 
Zustande {V} und { H }. Diese Beziehungen gestatten es, bei Vorgabe eines 
Anfangszustandes V }und einer der den Endzustand beschreibenden Gréssen, 
zum Beispiel des Drucks py oder der Geschwindigkeitsrichtung fy, den End- 
zustand {H } vollstandig zu bestimmen. Dabei braucht tiber die Form des Git- 
ters und iiber die Zustande am Gitter nichts ausgesagt zu werden. Hier soll da- 
gegen der Zustand { H } vollstandig bei Vorgabe des Zustandes { V } und der Git- 
terkonfiguration bestimmt werden. 
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Gegeben seien die Kenngréssen des Plattengitters ¢// und B;. Dieses Gitter 
werde von einem idealen Gas mit konstantem Adiabatenexponenten % sym- 
metrisch durchstrémt, so dass sich die Stromungszustande auf allen Geraden 
parallel zur Gitterfront periodisch (Periode ¢) andern. Es soll zunachst der 
Zusammenhang zwischen den Zustanden { V} und {H } und den an den Platten 
angreifenden Kraften K bestimmt werden. Die Stromung wird vom Standpunkt 


v) Wry 2: 


W, 
Os H 


Wy H 
Figur 10 
Kontrollflache zur Anwendung der Integralsdtze der Stromungslehre auf anisentrope Gitterstro- 
mungen. 


des relativ zu den Platten ruhenden Beobachters betrachtet. In diesem Bezugs- 
system, dem Relativsystem, ist die Strémung stationar. Die Orientierung des 
rechtshandigen, kartesischen Koordinatensystems wird so gewahlt, dass die 
x-Achse mit der im Strémungsfeld ausgezeichneten Richtung der Gitterfront 
zusammenfallt. In Komponentendarstellung lauten die Integralsaitze, ange- 
wandt auf die in Figur 10 gezeichnete Kontrollflache: 


Cy 44 My = Oy Oz vy My v — k, Pag» (3) 


Pu + Ox ww, u= Py + ey Wy —k, p4, (Impulssatz) 8) (4) 


8) M. Lupewic hat bei Anwendung der Integralsatze auf Uberschallstrémungen durch Strecken- 
gitter [8], S. 182, das Koordinatensystem so orientiert, dass eine Achse in Richtung der Strecken 
des Gitters fallt; in der Gleichung fiir die Impulskomponenten dieser Richtung tritt dann die 
Plattenkraft K nicht auf. Die Beniitzung der Gleichung fiir die orthogonalen Impulskomponenten, 
die K enthalten muss, wird dadurch umgangen, dass mit der Voraussetzung, das Gas trete in 
Schaufelrichtung aus dem Gitter aus, die Abstrémrichtung By vorgegeben wird. Diese Voraussetzung 
ist jedoch auch bei als sehr lang angenommenen Schaufelkanalen unzulassig. Legt man namlich die 
Kontrollflache, wie es M. LupEwice tut, in den Schaufelkanal, so sind dort die Strémungszustande 
auf der Kontrollflache keineswegs konstant; liegt die Kontrollflache dagegen weit hinter dem 
Gitter, wo der Strémungszustand konstant ist, so stimmt die Strémungsrichtung dort nicht mit der 
Schaufelrichtung tiberein. Vermutlich werden die zum Teil widerspruchsvollen Ergebnisse von 
M. Lupewic — Stroémungen mit negativen Verlusten und solche mit negativem Druck — durch die 
unzuldssige Vorgabe der Abstr6mungsrichtung verursacht. 


-—— 
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Oy Wy 7 = Oy Wy 1, (Kontinuitatsgleichung) (5) 
bu Ze al 2 2) *%—1 5 A 
aa vio gs (Wea + wy, H) = e eg (wey + ws, vy)» (Energiesatz) (6) 
mit 


1 Fg Bh 1 L 
k= : ae = = 

VARIA, Cut pat (| Pod [t4) 7. 
Bo= Keinpy, K,=Kcosp.. 


Es erweist sich als zweckmissig, in die Gleichungen (3) bis (6) die dimensions- 
losen Gréssen M = w/c, IT = py/py, R= oyloy mit Hilfe der Beziehung 
c? = x p/o einzufiihren. Man erhalt dann das Gleichungssystem: 


uM, 4M, y=%M,y,M,y —k 
IT(1+%Mj 7) =1+x%M>, —k 


we? 


x 


; 7 
IT R M2, = M2, (7) 
ay : 6 —— ‘ x—1 ‘ : 

7 [1+ 5 (M2 y + M;,)| =1+ 4>5— (Mey + My,)- 


Mit Hilfe dieses Gleichungssystems ist es méglich, bei Vorgabe der Gitterkon- 
figuration (¢/1 und 6;) und des Str6mungszustandes unmittelbar vor den Plat- 
tenspitzen {M,,M,,~,o}4 die gesuchten Zustinde {M,,M,,?,o}y und 
{M, Maa? on unendlich weit vor und hinter der Gitterfront zu berechnen. 

Vernachlassigt man die Wellen héherer Ordnung, so kann die Plattenkraft K 
mit der Herzkurvenmethode unter Beriicksichtigung der durch die Verdich- 
tungsst6sse verursachten Drosselung der Strémung einfach berechnet werden. 
Die Kraftberechnung ist fiir die Stromungstypen I und IV, bei denen die Um- 
strémung der Platten im Gitterverband gleich der der Einzelplatte ist, beson- 
ders einfach. Numerische Angaben iiber die Betrage der an der Einzelplatte 
angreifenden Kraft in Abhangigkeit von der Mach-Zahl der Anstr6mung und 
dem Anstellwinkel werden in [6] von EL BADRAWwy gemacht. Die zur Kraftbe- 
rechnung notwendigen Driicke an der Plattenober- und -unterseite kann man 
auch dem gasdynamischen Tabellenwerk von KEENAN und KAYE [16] entneh- 
men. Bei hohen Genauigkeitsanspriichen muss man jedoch ausserdem noch die 
Wirkung der Wellen héherer Ordnung beriicksichtigen, die durch ihre Reflek- 
tion an den Platten die Plattenkraft K geringfiigig verdndern. Bei den Stré- 
mungstypen II, S und den Komplextypen ist der Aufwand fiir die Berechnung 
der Plattenkraft grésser. Aus dem Wellenbild der Strémung (Figuren 3 und 4) 
muss der lings der Platte verainderliche Druck berechnet und daraus durch 
Integration die Kraft K bestimmt werden. Die Aufgabe wurde fiir ein Einzel- 
beispiel des Stromungstyps II von Er Baprawy [6] numerisch gelést. 
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Bei der Berechnung von Gitterstromungen der Typen I, II und S kénnen 
die Gréssen M, y und M, y auf der rechten Seite des Gleichungssystems (7). 
direkt durch die bekannten Grdssen M,,, und M, 4 ersetzt werden, da bei 
diesen Stromungen das Anstrémgebiet stérungsfrei ist. Beim Stromungstyp IV 
dagegen muss das Verfahren etwas gedndert werden. Die Kontrollflache wird 
durch die Verbindungslinie des Plattenendes mit der Spitze der benachbarten 
Platten in zwei Kontrollflachen geteilt (siche Figur 10). Auf dieser Verbindungs- 
linie ist — bei isentroper Stroémung — der Strémungszustand gleich dem An- 
strémzustand { A }. Wendet man nun die Integralsatze auf diese beiden neuen 
Kontrollflachen an, so erhalt man die Beziehungen: 


IT, x M,y My, y = % M,, 4 [Ma = + M, 4 (1 = *)] + (1 = 52) on 


Thy (1+ %MZy)=1+%M, ,[M, “2 +M,,(1--2)] -(1- 32) 4, 


My Ry My = [Mu f+ Mya (1-F)] » : 
Ry E+ go Oy + Miy)] <1 + Za + Ma), 


mit iets R, =~ und 1,=—Icosfy, 1, =JsinB.. 


Der Strémungszustand in (H) ist mit dem in (A) durch ganz analoge Bezie- 
hungen verkniipft; diese erhalt man, wenn man in dem Gleichungssystem den 
Index V durch den Index H und den Druck f, durch #p ersetzt. Dabei bedeutet 
pp, den Druck auf der Oberseite und pp denjenigen auf der Unterseite der um- 
stromten Platte ; beide Driicke kénnen aus den gegebenen Gréssen M, 4 und My, 4 
leicht ermittelt werden. — Bei anisentroper Str6mung dagegen ist der Zustand 
auf der Verbindungslinie veranderlich (siehe Figur 8), und zwar andert er sich vom 
Zustand { C } bzw. {E } — je nachdem, ob sich die Verbindungslinie im Gebiet C 
oder FE befindet — auf den Zustand {A ‘i Zur Erfassung dieser Tatsache kann 
man in dem Gleichungssystem (8) die Gréssen M,, 4, M,, 4, M, durch die aus 
den Gréssen M, 4 und M, ¢ (bzw. M, ), M, 4 und M,,c (bzw. M, x), M, und 
Mc (bzw. Mg) gebildeten Mittelwerte ersetzen. Dieser Naherungsansatz ent- 
spricht der Vorstellung, dass die Machschen Wellen héherer Ordnung und die 
Trennungslinien, die die Verbindungslinie kreuzen, auf dieser gleichmassig 
dicht verteilt sind. 


3.3 Bei Vorgabe der Gitterkenngréssen ¢// und Bs und des Strémungszu- 
standes unmittelbar vor den Plattenspitzen kénnen damit die Zustinde {Vv} 
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und {H } fiir alle Strémungstypen mit Hilfe des Gleichungssystems 


IIx M,M, =A, Sey Ce 
“w—1 (9) 
5 | 


[i+ (M2 + M3)| =D 
bestimmt werden. 

Die Konstanten A, B, C, D werden je nach dem Typ, dem die Strémung 
angehért, auf verschiedene Art berechnet. Sie sind nur von den An- und Ab- 
strémzustanden an der Plattenspitze bzw. am Plattenende und von der Plat- 
tenkraft K abhangig. 

Eliminiert man aus dem Gleichungssystem die Unbekannten M,, JZund R, 
so erhalt man fiir M? eine quadratische Gleichung mit den Lésungen 


(l—-2xE)+V1—2(x+1)E 


2 = 
(My)1,2 eG i (x te 1) (10) 
: 1 o— 1 AN? 
(M,), ist nur im Bereich 
x—1 iy 
Spe Say pe 
(M;?). im Bereich 
1 
pia are 
positiv reell. Fiir 
1 
a gerd 


Ist M? bestimmt, so kénnen auch die drei weiteren Unbekannten M,, IT 


und R berechnet werden; es ist: 


x 2 aoe vl 9 
M? = ae (1 ot. “= M}) 5 (11) 
B 
iT = 1+%M*’ (12) 
G 1+ x M? 
ine Me a 


Damit ist der gesuchte Zustand { V } (bzw. {H }) bestimmt. Weitere diesen 
Zustand kennzeichnende Gréssen kénnen mit den gefundenen Werten fiir 
M,, M,, R, I berechnet werden. Das Temperaturverhiltnis ty 7 = (T/T 4)y,4 
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und das Drosselverhaltnis Dy, 7 = (Po/Po, 4)v, 4 eThalt man aus den Beziehungen : 


T= a , (14) 
a(R \*O—D 15 
p= (=) (15) 


Ferner interessiert noch die Richtungsanderung der Stromung 


(AB) 7 jaa Byix ii Ba , 
die man aus 


(teAy.n= (a2) 


Mz) v,H 16) 
erhalt. 

3.4 Die physikalische Bedeutung der Tatsache, dass das Gleichungssystem 
zwei mathematisch gleichberechtigte Lésungen und damit zwei Resultate fiir 
den gesuchten Strémungszustand liefert, erkennt man, wenn man aus den 
Beziehungen (M3), = f,(Z) und (Mj), =7,(E) die Grosse E eliminiert; man 
erhalt dann die Beziehung 


(17) 


Dies ist aber der gleiche Zusammenhang, der bei einem schragen Verdich- 
tungsstoss zwischen den zur Stossfront normalen Komponenten der Mach- 
schen Vektoren M, =w,/c, und M,=w,/c, vor und nach dem Stoss besteht. 
Die beiden Lésungen des Gleichungssystems gehen also auseinander hervor, 
wenn man zwischen die erste und zweite Lésung einen zur x-Achse normalen, 
also zur Gitterfront parallelen Verdichtungsstoss einschaltet®). Diese Méglich- 
keit ist jedoch auf den Bereich 


x—1 il 
Oak ete, iy 
beschrankt, in dem beide Werte fiir M? positiv reell sind. 

Welche dieser beiden Losungen stimmt nun mit der Lésung der Herzkurven- 
methode tiberein? Die Antwort ergibt sich aus der Tatsache, dass bei Gitter- 
stromungen mit axialer Uberschallgeschwindigkeit « Staustésse» nur weit 
hinter der Gitterfront und bei Strémungen mit axialer Unterschallgeschwin- 
digkeit nur weit vor dieser auftreten kénnen. Beriicksichtigt man ferner, dass 
Verdiinnungsstésse physikalisch nicht realisierbar sind, so folgt das Ergebnis: 
die sich aus der Konstruktion des Wellenbildes ergebende Lésung stimmt 
bei Strémungen mit M,>1 mit der ersten, bei solchen mit M,<1 mit der 
zweiten Lésung der quadratischen Gleichung fiir M;? iiberein. 


®) Dieses Ergebnis wurde auch von M. LupEwic [8] gewonnen. 
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4. Berechnung der Kennfeldgrissen der anisentropen 
Gitterdurchstrémung 


4.1 Das Kennfeld einer Strémungsmaschine dient zur Beurteilung ihres 
Verhaltens im gesamten Arbeitsbereich. Die Kennfeldkoordinaten sind der 
Durchsatz V und das Verdichtungsverhiltnis D’ = (fp 4/po,y)’ bzw. die adia- 
batische Férderhéhe H,4 der Strémung; in diesem Koordinatensystem werden 
Kurven konstanter Umfangsgeschwindigkeit « des Laufrads und Kurven kon- 
stanten adiabatischen Wirkungsgrads 7,4 eingezeichnet. Fiir die kompressible, 
anisentrope Gitterstrémung verwendet man zweckmiassig die von H. Ktut [17] 
angegebenen dimensionslosen Kenngréssen, da dann das Kennfeld auch beim 
Auftreten von Verdichtungsstéssen unabhangig von der Eintrittstemperatur ist. 
Das Verdichtungsverhaltnis D’ ist mit der adiabatischen Férderhéhe Hyq 
durch die Beziehung: 


Aga _ i («1 /e = 
Sal Ti; [(D") 1} (R= Gaskonstante) (18) 
(x — 1) 
To,v 
_ verkniipft. 


Unter dem adiabatischen Wirkungsgrad eines Verdichters versteht man das 
Verhiltnis der adiabatischen Férderhéhe zur tatsdchlich erforderlichen Ver- 
dichtungsarbeit H fiir das gleiche Verdichtungsverhaltnis D’ und den gleichen 
Durchsatz: 


Fee (Danie aS] 1 te Tet 
i ada ae (or era 4 t%—1 


(De 1) Peale) 


Sinngemass wird der adiabatische Wirkungsgrad einer Turbine definiert : 


eee a _per 20 
Yaa = 1 ga < Dex zi (D < ). ( ) 
Die dimensionslose Kenngrésse des Durchsatzes bei der ebenen Gitterstré- 
mung ist: 
V; ; = 
v= re, =M,, mit V,=w,,bt (b= Plattenbreite). (21) 
Die Umfangsgeschwindigkeit w wird auf die Schallgeschwindigkeit cy be- 
zogen: 
gear (22) 
cy 
4.2 Zur Berechnung der Kennfeldgréssen D’ und 7,4 ist es notwendig, vom 


Relativsystem (x, y) zum Absolutsystem (x’, yy’), in welchem sich die Platten 
des Gitters in x-Richtung mit der Geschwindigkeit « bewegen, tiberzugehen. 
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Dieser Ubergang wird durch die Transformation beschrieben (Figur 11): 


. (Wis 
nv = My + U, Miy=M,u+ 


rd - ae = 
ne = My mit = ey 


My 


Figur 11 
Zum Ubergang vom Relativ-(x, y)- zum Absolut-(x’, y’)- Koordinatensystem der Gitterstrémung. 


Mit diesen Transformationsgleichungen erhalt man fiir das Ruhetemperatur- 
verhaltnis im (x’, y’)-System: 


x—1 f 
ge Tomo ae dee 5g (en (M,,y — Vt M,, nw) U (24) 
EE Ty i BaeSeon es 7 +Mi+U%+2MnvU 
oder mit Hilfe des Impulssatzes, Gleichungen (3) und (4): 
i —1 U 
To 1 =— 5 agi rata * i ke Pa | 
a Ga 
v [1 os 2 us 2 (M, y+ U) (25) 
‘ 1 ee! 
mit, k= ay ee | 
und fiir das gesuchte Verdichtungsverhialtnis: 
Dis Dee ye (26) 


Demnach steigt das Verdichtungsverhiltnis mit der Kraft K, die auf die 
Platten ausgetibt wird, und mit der Geschwindigkeit «, mit der sich die Platten 
in x-Richtung bewegen, wenn k, und w verschiedenes Vorzeichen haben, also 
entgegengesetzt gerichtet sind; das Verdichtungsverhiltnis sinkt mit steigen- 
dem Durchsatz V, mit wachsender Gitterteilung ¢// und mit zunehmender Dros- 
selung 1/D der Strémung. 

Die Frage nach dem extremen Verdichtungsverhiltnis, das bei gegebener 
stationdrer Strémung im (x, y)-System nur von der Plattengeschwindigkeit 
abhangt, kann durch partielle Differentiation von Gleichung (24) nach U beant- 
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wortet werden. Es ergibt sich, dass 


, 
D extr 


=D. (te oe ee mit ts extr — d= 77 (27) 


fiir U? = 2/(« —1) + M? = U2, erreicht wird. 

Fir U = + /U? erhalt man das maximale bzw. minimale Verdichtungsver- 
haltnis. 

Fur die Gitterstrémung ohne Vordrall (Mj = My y, M;,y = 9) erhalt man 
fiir das Verdichtungsverhiltnis: 


, <a . , N(“e—1 
‘ D ohne Drall ~~ D (To, ohne Drall) spe 
mit 
7 % 1 U 
To, ohne Drall 1 % 5 eel k, Pa : (28) 
v (1 +f 2 v?) 


5. Ergebnisse von Kennfeldberechnungen 


Die angegebenen Beziehungen erméglichen es, Kennfelder beliebig vorge- 
gebener Streckengitter bei Uberschalldurchstrémung zu berechnen und damit 
die Gittergiite zu beurteilen. Ziel der Kennfeldbestimmung ist es einmal, An- 
haltspunkte zur Auslegung von Axialkompressoren zu erhalten; zum andern 
sollen die Ergebnisse zur Klarung der Frage nach den Ubergangsméglichkeiten 
von Gitterstrémungen mit axialer Unterschall- zu solchen mit axialer Uber- 
schallgeschwindigkeit beitragen. Die Darstellung der sehr umfangreichen nume- 
rischen Ergebnisse, die bisher gewonnen wurden, muss einer spateren Ver6f- 
fentlichung vorbehalten bleiben, da die Berechnungen noch nicht abgeschlossen 
sind. Einige wichtige Ergebnisse sollen jedoch bereits an dieser Stelle in quali- 
tativer Form mitgeteilt werden. 

Zunachst kann ganz allgemein festgestellt werden, dass die Berechnungs- 
ergebnisse mit den Resultaten einer qualitativen Betrachtung des Wellenbildes 
der Strémung harmonieren. Auch die erkannte Nichtexistenz der Strémung 
ohne Durchsatz wird durch die Rechnung bestatigt ; sie liefert fiir die zu dieser 
Strémung gehorigen Zustandsgréssen weit vor und hinter dem Gitter wesent- 
lich unbestimmte Werte. 

Die Notwendigkeit, bei Uberschallstrémungen durch Gitter die Anisentro- 
pie des Strémungsfeldes beriicksichtigen zu miissen, wird durch die Rechnung 
erhartet; Vergleichsrechnungen mit dem «anisentropen» Verfahren und der 
«isentropen » Methode von E. Strauss zeigen unzulassig grosse Abweichungen. 
Dagegen ist eine Vereinfachung des «anisentropen» Verfahrens ohne grosse 
Genauigkeitseinbusse méglich. Bei diesem vereinfachten Verfahren wird der 
Zustand {F } am Plattenende dem Zustand {A} an der Plattenspitze gleich- 
gesetzt. Dadurch entfallt der grosse Arbeitsaufwand, den die Berechnung des 
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Zustandes { F \ mit Hilfe der Herzkurvenmethode beansprucht. Die Platten- 
kraft K jedoch muss mit Beriicksichtigung der durch die Profilstésse verur- 
sachten Drosselung der Strémung bestimmt werden, wenn grobe Fehler ver- 
mieden werden sollen. 

Beim Ubergang zwischen den Strémungstypen I und II mit axialer Uber- 
schallgeschwindigkeit liefert die Berechnung einen stetigen Verlauf der den 
Zustand {H } kennzeichnenden Grésse. Wie erwartet ist dagegen ein stetiger 
direkter Ubergang zwischen den Typen II und IV nicht méglich. Die Einschal- 
tung von Komplextypen bei diesem Ubergang wurde numerisch noch nicht 
untersucht. 

Die praktischen Forderungen nach grossem Durchsatz V und hohem Ver- 
dichtungsverhaltnis D’ bei gutem Wirkungsgrad 7,4 werden am besten von den 
Gitterstromungen des Typs IV mit axialer Unterschallgeschwindigkeit erfillt, 
und zwar um so besser, je mehr sich die Strémung der Grenzlage IV/III nahert, 
je weiter sie also von der Strémung ohne Durchsatz mit unendlich grosser 
Drosselung entfernt ist. Gitterstromungen mit axialer Uberschallgeschwindig- 
keit sind im allgemeinen mit einer sehr starken Gesamtdrosselung verbunden, 
die das erzielbare Verdichtungsverhaltnis stark beeinflusst. Beim Str6mungs- 
typ II wird D’ weiterhin durch die Verminderung der Plattenkraft K infolge 
der Reflexion von Wellen und Stéssen an den Nachbarplatten herabgesetzt. 

Eine Steigerung des Verdichtungsverhaltnisses D’ kann durch Verkleine- 
tung des Teilungsverhdltnisses ¢// und durch Vergrésserung der Plattenkraft K 
erzielt werden. Beiden Massnahmen sind jedoch Grenzen gesetzt. Eine Ver- 
kleinerung von ¢// engt den Bereich des Strémungstyps IV in der (6, #4)-Ebene 
zugunsten des Typs II stark ein. Eine Vergrésserung von K ist mit einem Ab- 
sinken des Drosselverhaltnisses D verbunden; dadurch wird ein unbegrenztes 
Ansteigen von D’ mit wachsendem K verhindert. 

Ein besonders wichtiges, mit der Wellenbildbetrachtung nicht ohne wei- 
teres vorhersehbares Ergebnis liefert die Rechnung hinsichtlich der Bereichs- 
einteilung der Strémungstypen in der (6, 4)-Ebene. Der durch die Grenzlinie 
My = 1 und der Linie der Grenzlage IV/III begrenzte Bereich des Strémungs- 
typs IV kann durch neu hinzukommende Grenzlinien My = 1 und M, y = 1 
stark verkleinert werden (siehe Figur 12). Das Auftreten dieser Grenzlinien 
lasst sich nur aus der Anisentropie der Strémung erklaren. Bei isentroper 
Strémung ist wegen des beschriebenen Abbaus der von den Platten ausgehen- 
den Wellenfacher und Verdichtungsstésse stets M, < My,i; << Mg und 
Mp < My, i; < My = My; die Richtung der Machschen Linien weit vor bzw. 
weit hinter der Gitterfront kénnen nur dem Wertevorrat der Linienrichtungen 
des Wellenfachers zwischen A und B bzw. zwischen D und F entstammen. 
Durch die Drosselung der Strémung wird diese Relation verschoben; bei fest- 
gehaltener Mach-Zahl M, vor den Plattenspitzen muss My, anis > My,;; und 


Mu, anis < My,is sein. Dadurch kénnen bei starker Drosselung (My y)anis 
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Figur 12 


Grenzlinien My,y = 1 und My = 1 im (6, #4)-Bereich des Strémungstyps IV, (6 > 0°) anisen- 
troper Gitterstrémungen; Kenngréssen des Streckengitters: t/] = 5/3, BS = 165°. 
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Figur 13 


Kennfeld des Streckengitters mit den Kenngréssen: #/1 = 5/3, Bs = 165° fiir anisentrope Gitter- 
str6mungen des Strémungstyps IV (axiale Unterschallgeschwindigkeit) mit positivem Anstell- 
winkel (6 > 0°). 


bereits vor Erreichen der Grenzlage IV/III und My, anis bereits dann gleich 1 
werden, wenn M, noch grosser als 1 ist. Ein Uberschreiten der neuen Grenz- 
linien verletzt die Forderungen, die an die Existenz des Strémungstyps IV 
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gestellt werden miissen: Uberschallgeschwindigkeit im gesamten Stromungs- 
feld (M > 1) und iiberall axiale Unterschallgeschwindigkeit (M, esky Gitter- 
strémungen des Typs IV sind daher nur in einem verhaltnismassig kleinen 
Bereich der (6, #4)-Ebene existent. ; 

Fiir diesen Bereich sollen fiir ein Gitter mit dem Staffelwinkel Bs; = 165° 
und der Teilung ¢/l = 5/3 die Ergebnisse der Kennfeldberechnung mitgeteilt 
werden (Figur 13); die angegebenen Werte gelten fiir Gitterstromungen ohne 
Vordrall (Mj = 0). Man kann dem Kennfeld entnehmen, dass die Erreichung 


x . . . 
eines hohen Verdichtungsverhaltnisses immer mit einer Wirkungsgradvermin- 


derung verbunden ist. Dabei ist zu bedenken, dass der berechnete Wirkungs- 
grad noch durch den hier vernachlassigten Grenzschichteinfluss vermindert 
wird. Andererseits zeigt aber die Rechnung, dass Uberschalldurchstro6mungen 
von Streckengittern auch bei Beriicksichtigung des Wellenwiderstandes der 
einzelnen Schaufeln bei richtiger Auslegung wesentlich héhere Verdichtungs- 
verhaltnisse liefern kénnen als vergleichbare einstufige Unterschallstromungen. 
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Summary 


Using detailed investigations of anisentropic supersonic wave patterns in 
cascades of flat plates it is shown that four sharply distinguishable types of flow 
are possible in these flow configurations. The existence of these types is proved and 
possibilities of transition from one type to the other are mentioned. To determine 
the characteristic diagram of a given cascade configuration the Herzkurven 
method is employed for the computation of anisentropic supersonic flow regions 
and the fundamental equations of gas ee Some numerical results are 
disclosed. 


(Eingegangen: 12. September 1957.) 
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Total-Head Measurements in Fluctuating Flows 
By LamBertus J. F. BROER and Ritzo E. pE Haan, Delft, Holland?) 


1. Introduction 


Pressure measurement in a fluctuating flow and especially in a turbulent 
flow is an important problem; nearly all technical flows are turbulent to some 
extent. . 

It is not strange for this reason that this problem more than once attracted 
the attention of investigators, both theoretically and experimentally. 

The investigation which will now be described is therefore perhaps only in 
so far a novelty that numerical results were obtained which could be checked 
with the results of the classical‘hot-wire method and that it showed a possibility 
of using a total-head tube with appropriate apparatus as a supplementary 
means of measuring turbulence. 

The main problem is to determine as accurately as possible the pressure in 
the orifice of a small total head tube.. Furthermore it. remains to be investigated 
what the relation between this pressure and the flow characteristics actually is. 
In this paper a preliminary report on this work is given; a more extensive 
account of our results will be given elsewhere. 


List of Symbols 
G velocity of sound; 
a diameter total-head tube; 
l scale of turbulence; 


AP, turbulent stagnation pressure fluctuations: 

Ap, turbulent pressure fluctuations; 

Ap, acoustic pressure fluctuations; 

q resulting velocity; 

s coordinate along stream line; 

Au, turbulent velocity fluctuations in x-direction; 

Au, acoustic velocity fluctuations; 

U mean velocity of flow not disturbed by total-head tube; 

| | time-mean of absolute values of longitudinal velocity fluctuations; 
5 coordinate in direction of mean flow; 
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A wave-length of sound; 

fy) density; 

v frequency of sound components; 

o frequency of turbulence components. 


2. Fluctuating Flow 


We consider a steady uniform flow with a speed U in the direction of the 
x-axis perturbed by small fluctuations. Only first-order effects are taken into 
account. U be small compared with the velocity of sound c. Viscosity be neg- 
lected. 

The velocity perturbation can be split up into a turbulent part, which has 
a vector potential and an acoustic part, which has a scalar potential. It is well 
known that, in the approximation introduced here, the turbulence is steady 
with respect to the main flow. The turbulent pressure fluctuations are of the 
second order and can therefore be neglected. Thus 


Ap, = 0. 


The fluctuations in total pressure are therefore 


it 


s o U2= 9 U Au,. (1) 


i 
Alp Apy +s 09" 


The acoustic fluctuations on the other hand propagate with the velocity 
of sound c with respect to the main flow. They cause a first order pressure 


fluctuation: 
Ap, =o cAu,. (2) 


As c > U it is not necessary to consider the total pressure P separately for 
acoustic fluctuations. 

It might be of interest to remark that a hot-wire anemometer at low 
subsonic speeds responds in the same way to Au, and Aw,. Therefore in principle 
a combined measurement with hot-wire and pressure-probe would, according 
to (1) and (2), allow to separate both types of fluctuation. 

We now consider a total-head tube of diameter d, directed in the direction 
of the main flow. At the upstream side there is a pressure hole, the forward 
stagnation point is in the centre of this hole. The average speed in the x-direc- 
tion falls from U to.zero over a distance of the order d (see Figure 1). 

It can be shown that the pressure fluctuation in this hole in proence. of 
turbulence fluctuations will be AP, according to (1) as long as 


ad<l or ad ar (3) 
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Figure 1 
Flow round total-head tube. 


where J is the scale of the turbulence, w its frequency. Therefore, when d is 
smaller than the microscale of the turbulent field, a determination of Au, with- 
out distortion is possible. w d/U is the reduced frequency or Strouhal number. 

In the case of acoustic fluctuations one finds in the same way that the 
pressure in the hole fluctuates according to (2) as long as 


pcp ser Se er (4) 


where A is the wave length, v the frequency of the field of sound. 
These results can be found by integrating EULER’s equation along the central 
stream line, yielding: 


0/ dst p+ 5 eg=C. (5) 


Using this equation first for turbulent flow, we then have: 
Ap, =0, qi =U? +2U Au,, qo = 0 (stagnation point). 


The integral in (5) is of the order w Au,d 
Hence: Ap, = 9 U7/2 + 0 U Au +0 (wd Au), which leads to (3). 
For the acoustic fluctuations we have: 


Ap,=ocdAu,, qz@=U?+2UAu,, G, = 0 
and 


“0g “a 
/ re ds = 0 (vp Aug, 4) 
1 


which entails (4) as U <c. 


3. Construction of a Dynamic Pressure-Probe 


The entrance of a total-head tube in a fluctuating flow is a point of transi- 
tion from aerodynamics to acoustics, mean velocity and convective accelera- 


tions in the tube being zero. The design of the apparatus is therefore purely a 
problem of acoustics. 
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The complete instrument consists of a system of tubing and a transducer. 
Its function is to convert a given pressure fluctuation Ap at the entrance of 
the tube linearly into a voltage fluctuation Ae. The response Ae/Ap must be 
independent of the frequency in a range of perhaps 5-1000 Hz. 

For practical application a minimum length of the tube of 20 cm is wanted, 
and the diameter of the entrance-tube must not exceed 1 mm. The transducer 
must be coupled to a small membrane, this asks for a small membrane-chamber 
of about 10 mm diameter at the end of the tubing system. 

The whole apparatus is to be considered as a coupled linear system consist- 
ing of acoustic, mechanic and electric elements with as many resonance-fre- 
quencies as it has degrees of freedom, in practice only the lowest frequencies are 
important. 

The response of such a system as a function of frequency is sketched in 
Figure 2. It is well known that for frequencies below the first resonance the 
system is stiffness-controlled and then gives the desired flat characteristic. 

Now it is feasible and even desirable to design the lowest resonance originat- 
ing from the mechanic and electric components well above 1000 Hz but for the 
acoustic elements this is not possible: 


ae 
ap 


Heavily damped 


Figure 2 


Frequency-characteristics. 


The first fundamental of an organpipe of constant cross-section, open at 
one end, closed at the other and with a length of 20 cm, is about 400 Hz and it 
is known that a system of the same length and consisting of elements of different 
cross-sections has always a lower first fundamental. 

Therefore we resorted to damping away the lowest resonances by means of 
short resistive constrictions in the tubing. Of course this gives a loss in sensitivity 
but the response can now be smoothed to a more or less monotone characteristic 
(Figure 2). By using an electric RC-filter of inverse characteristic it is possible, 
within certain limits, to obtain an over-all response which is more or less ‘flat’. 
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For the transducer many systems are possible. We used a piezo-electric 
crystal of Rochelle salt which is very sensitive and gives a relatively simple 
electric circuit. The drawbacks are: dependence on temperature and humidity, 
mediocre low-frequency response and nonlinear effects. With some care in 
design and handling, these effects can be held under control. 

In respect to the over-all characteristic of the system we remark that 
theoretical computation is not practical; it is very cumbersome and gives no 
reliable results, e.g., because the damping effects of the constrictions are not 
accurately known. 

The only practical way is therefore to perform only rough computations and 
to determine the real characteristics by experiment. 

This asks for a dynamic pressure-generator in which a sinusoidal variation 
of pressure in a small chamber can be generated with a known and variable 
amplitude and with a frequency-range up to 1000 Hz or more. 

This calibrating apparatus, the ‘pistonphone’, will be described in the next 
section. 


4. Pistonphone 


The pistonphone (Figure 3) is extensively used in the field of acoustics for 
the absolute calibration of microphones of high input-impedance in the lower 
frequency range. 

In its essentials a pistonphone consists of a rigid-walled chamber terminated 
on one side by the microphone, in our case the dynamic pressure-probe, and on 
the other side connected to a small cylinder. In this cylinder a piston moves to 
and fro with a sinusoidal motion and with variable and known amplitude. 

If we assume adiabatic compression and expansion it is an elementary 
problem to compute the pressure fluctuations when the geometric dimensions 
are known. 

Three corrections must be applied: 


(1) effective volume aequivalent to the finite entrance impedance of the 
probe; 

(2) heat transmission to the walls of the enclosure ; 

(3) leakage between piston and cylinder. 


The entrance impedance of the probe can approximately be computed. The 
result is that with the heavily damped systems used this influence is of the order 
of a few percent. 


The heat transmission is only of some importance at the lowest frequencies 
and is well known in acoustics. 
The leakage can always be measured by applying a small pressure to the 


chamber; with a small clearance and good lubrication of the piston the influ- 
ence on the calibration is negligible. 


LY PON EN OPE 
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Figure 3 


Pistonphone. 


The driving force is delivered by a coil in a radial magnetic field exactly as 
in a large electrodynamic loudspeaker. This coil is supplied with alternating 
current from a frequency oscillator by means of a special amplifier consisting 
of 12 parallel power tubes. In this way a current of 0,5 A can easily be main- 
tained in the coil. 

The power needed for feeding this amplifier and the electromagnet is 
supplied by the large 220 V storage battery of the laboratory. 

For two reasons the piston is designed.as a differential piston: 

Firstly the upper end can then easily be brought into contact with a cali- 
brated electrodynamic amplitude-pickup designed to measure amplitudes from 
lu to 1mm. 

Secondly it is possible to mount an interchangeable spring by means of 
which the system pistonmass-spring has a resonance frequency of about 500 Hz. 
This is the only practical way to get sufficient amplitudes at the higher fre- 
quencies combined with a good sinusoidal wave form. 
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Some Numerical Constants 


Volume of chamber 15 cm; 

area of piston 1 cm?; 

pressure variations of 0,1-5 mm water are obtainable, depending on the fre- 
quency ; 

maximum frequency range is from 3 Hz to 1000 Hz. 


5. Comparative Measurements of Turbulence by Hot-Wire and by 
Dynamic Pressure-Probe 


The intensity-decay curves of the longitudinal turbulence-component were 
measured by both methods behind 3 different grids: 
Coarse: diameterrod 5 mm, width opening 25 mm (mesh); 
medium: diameter rod 1,7 mm, width opening 12,5 mm; 
fine: diameter rod 0,8 mm, width opening 5 mm; 


and at speeds 10 m/s and 20 m/s in a windtunnel 0,4 x 0,4m. The decay 
curves are measured to a distance of 60 cm behind the grids, first behind the 
centre of a rod and later behind the centre of an opening. 


Pressure-Probe Set-Up (Figure 4) 


The total-head tube 0,8/0,6 mm was followed by a tube, total length 25 cm, 
with damping constrictions. The end of this tube was connected by a short 
rubber tube to the membrane chamber, this chamber being enclosed in a 
seismically suspended heavy iron casing. 

The output of the piezo-electric crystal is fed to a cathode-follower with a 
high input impedance (5 MQ) in order to improve the low-frequency response. 
‘Behind the cathode-follower comes a low-pass filter with cut-off at 800 Hz and 
a simple RC-circuit to compensate the negative slope of the heavily damped 
pressure probe. 

The last instrument is a linear vacuumtube mV-meter which yields the 
time-mean of the absolute instantaneous values. With the available apparatus 
it was not possible to measure the 7 m s-values with a thermocouple meter. 

The characteristic of the complete apparatus was determined by means of 
the pistonphone (Figure 5). The scatter of the points, as a consequence of 
normal temperature variations, amounted to a few percent. The linearity of 
output versus pressure-amplitude was fair. 


Hot-Wire Set-Up 


The standard instrument consisted of a hot-wire in a Wheatstone-bridge 
arrangement followed by a push-pull amplifier with RC-compensation to 
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Total head tube 


Cathode follower RC Compensating circuit 


Figure 4 
Pressure-probe set-up. 
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Figure 5 
Over-all characteristic of pressure probe set-up as determined by pistonphone with 
|p| = 1 mm water. 


obtain a ‘flat’ over-all characteristic. Cut-off at 800 Hz by the same low-pass 


filter as used in the pressure-probe instrument. 
Tungsten wires of a diameter of 5 w and a length of 0,8-1 mm were used. 


The length is equal to the diameter of the probe tube, this equality is important 
in order to exclude scale effects. 
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It was possible to use either a single hot-wire perpendicular to the flow ora 
cross-wire which gave among other things the opportunity of measuring the 
longitudinal component of the turbulence in two different ways. 

The output of the set-up was measured by means of a thermocouple or by 
the same mV-meter as used in the pressure-probe set-up. 

The readings of the mV-meter obtained by both methods were compared 
with each other. 

The mean airspeed U, needed for the numerical computations, was meas- 
ured with a small Pitot tube, diameter 2 mm. 


6. Numerical Results 


Let |#| and t;;=|#|/U be the time-mean of the absolute instantaneous 
values of ‘the longitudinal velocity fluctuations, and the ratio to U, as read 
on the mV-meter, respectively. 

The pressure fluctuations as measured are caused by turbulence and also, 
to a small extent, by the sound generated by the fan of the wind-tunnel. The 
latter has been taken into account as a correction to the final result by meas- 
uring the noise level in the tunnel without grids. 

Furthermore there is some effect of noise and vibrations directly transmitted 
from the surrounding air and the tunnel-walls to the membrane. An estimation 
of these effects can be made by observing the meter-output with closed total- 
head tube. 

The pressure fluctuations originating from turbulence can safely be put 
equal to @ U|u| because condition (3) is well satisfied. 

The corrected results are given in Figure 6. With the pressure-probe a great 
many measurements were made which showed good reproducibility and small 
scatter. For the sake of clearness all these points are not given separately, but 
are represented by a mean line. On the other hand the points as measured by 
both hot-wire methods are given separately. We remark that it was not 
possible to measure, with the hot-wire, closer to the grid than about 5 cm. 


7. Discussion 


The measurement of turbulence by the hot-wire has always been a difficult 
problem: the hot-wire is very vulnerable and the whole apparatus complicated 
and readily subjected to disturbances of many kinds. Reliable scientific meas- 
urements can only be made by skilled operators and under laboratory conditions. 

Since for the calibration of the cross-wire we used a direct dynamic method 
which is quite different from the convential method used for the single wire and 
because both methods yielded very nearly-the same results, there is a good 
reason to believe that the hot-wire results are reliable. 
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Intensity-decay curves behind grids. 
© Hot-wire, cross behind rod; x hot-wire, single behind rod; 
——~—-— pressure probe behind opening. 


pressure probe behind rod; 
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The agreement between the results obtained by hot-wire and by pressure 
probe is surprisingly good, better than could reasonably be expected in this 


EEE 


preliminary investigation, and in our opinion there must be an element of — 


coincidence in it. This will be clear if we are aware of the many approximations 
and corrections used and moreover of our lack of experience with the pressure- 
probe procedure. 

In our opinion it is at the present not yet allowed to draw definite conclu- 
sions, but these first numerical results of turbulence-measurement by a dynamic 
pressure probe are promising. 

In comparison with the results of the hot-wire the results of the pressure 
probe are less well-defined and must be interpreted with care. On the other 
hand the set-up of the latter is simpler, less vulnerable and needs no frequent 
recalibration. 

The method suggested here seems to open up possibilities for turbulence- 
measurements on a technical scale. However much more detailed information 
needs to be collected by systematic experiments, not only with respect to the 
intensity but also with respect to parameters of turbulence such as integral 
scale, microscale and so on. 


Zusammenfassung 


Es ist eine Methode fiir die Messung eines schwankenden Staudruckes ent- 
wickelt worden. Das Gerat besteht aus Staurohr, Verbindungsrohr, piezo-elek- 
trischem Druckaufnehmer und elektrischem Filter. Die aerodynamischen, me- 
chanischen und elektrischen Eigenschaften des Systems werden besprochen und 
eine Eichmethode beschrieben. 

Das ausgefiihrte Gerat besitzt eine nahezu geradlinige Eichkurve bis 800 Hz 
und eignet sich fiir die Turbulenzmessungen hinter verschiedenen Gittern. Die 
Ergebnisse stimmen befriedigend mit Hitzdrahtmessungen iiberein. 
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Ein Charakteristikenverfahren 
fiir dreidimensionale instationare Gasstromungen 


Von GERHARD BRUHN und WoLFcanc Haack, Berlin, Deutschland?) 


In den Jahren seit 1945 wurde die eindimensionale instationare Bewegung 
von Gasen sehr eingehend untersucht. Mathematisch handelt es sich dabei um 
Systeme von partiellen Differentialgleichungen in zwei unabhangigen Ver- 
anderlichen, der raumlichen Koordinate x und der Zeit ¢. Gesucht wurde die 
Loésung gewisser Anfangs-Randwertprobleme [4 55 97%), 

Auch bei der mathematischen Behandlung stationarer Bewegungszustande 
von Gasen beschranken sich die Untersuchungen im wesentlichen auf solche Falle, 
die sich auf zwei unabhangige Veranderliche zuriickfiihren lassen [2, 3, 8, 10, 11]. 

Im folgenden wird gezeigt, dass sich die fiir zwei unabhangige Variable 
entwickelten Naherungsverfahren in gewissen Fallen auch auf die zwei- und 
dreidimensionale instationare Bewegung von Gasen anwenden lassen. Es wer- 
den die Grundziige eines Integrationsverfahrens zur Lésung des Anfangswert- 
problems angegeben, dabei kénnen auch angemessene Randvorgaben beriick- 
sichtigt werden. Als Beispiel wird die beim Anlaufen einer Laval-Diise ent- 
stehende Str6mung untersucht, und zwar einmal bei unstetigem Anfangs- 
druckgefalle und zum anderen bei stetigem Absaugvorgang. 

Bei der Ableitung der erforderlichen Differentialgleichungen aus den vek- 
toriellen Grundgleichungen wird in jedem Punkt der Strémung ein geeignetes 
invariantes Bezugssystem benutzt?). Dadurch treten die Zusammenhange mit 
der Differentialgeometrie der Str6mung klar zutage, was fiir das allgemeine 
Integrationsverfahren von Nutzen ist. Aus den sich ergebenden allgemeinen 
Differentialgleichungen kénnen iiberdies die bekannten Spezialfalle fiir ein- 
dimensionale, zylinder- und kugelsymmetrische Strémungen usw. sofort durch 
einfache anschauliche Spezialisierungen gewonnen werden. 

Die vorliegende Arbeit geht auf eine Charakteristikentheorie des zweiten 
Verfassers fiir zweidimensionale instationare Strémungen zuriick, iiber die er 


1) Mathematisches Institut der Technischen Universitat Berlin. 

2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 190. 

3) Wahrend der Drucklegung erschien die Arbeit Intrinsic Form of the Characteristic Relations 
in the Steady Supersonic Flow of a Compressible Fluid von N.CoBurn [Quart. appl. Math. 15, 
237-248 (1957)], in der fiir die stationdare Strémung eines Gases ahnliche Uberlegungen angestellt 
werden. Fiir Fliissigkeiten hat S. S. Byuscens [Doklady. Akad. Nauk- Ser. 78, 837-840; und 84, 
861-863 (1952) Russisch] in dieser Richtung gearbeitet. 
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1950 an der ETH Ziirich und 1953 an der TH Stockholm vorgetragen hat. Die 
Erweiterung auf drei raumliche Dimensionen riihrt vom ersten Verfasser her, 
der auch den gréssten Teil des Manuskripts angefertigt hat. Ein erstes Beispiel, 
das wegen recht grober Interpolation nicht veréffentlicht werden soll, wurde 
von Herrn HEIpDRICH in seiner Diplomarbeit (1956) durchgerechnet. Bei der 
Durchfithrung des vorliegenden Beispiels hat Herr GRUNEWALD wertvolle 
Hilfe geleistet. 


1. Die Grundgleichungen 


Fiir die Stromung eines reibungsfreien idealen Gases konstanter spezifischer 
Warme gelten unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen bekannt- 
lich die Gleichungen*) 


iL 
Kontinuitatssatz: Fu ts +/V-v=0, (1.1) 
dv 1 
Impulssatz: pets . p= KN; (1.2) 
Energiesatz: & =r (1.3) 


_ Der Operator d/di bedeutet Richtungsableitung in Richtung der Substanz- 
linien, das heisst d 

ea icengh tea 
a tH Oi Vig 


Zwischen den Gréssen p, 9 und S besteht die Beziehung 


a= olf, S)= of F) ese, (1.4) 


wobel 09, Po, So irgendein konstanter Bezugszustand ist. Neben #, 9 und S wird 
noch die Schallgeschwindigkeit 


_ ( %0(p, S) \-12 
Gi (= ea -) (1.5) 
benutzt. 
Aus (1.3) folgt a Sea dp 


1 
di Op ds a as 
damit geht die Kontinuitatsgleichung (1.1) iiber in 


1 dp 


] 


Bezeichnungen : 
Yr Ortsvektor; vy Vektor der Strémungsgeschwindigkeit; & Vektor der dusseren Kraft pro 
Masseneinheit; Druck; @ Massendichte; S Entropie pro Masseneinheit; ¢ Zeit; c, spezifische 


Warme bei konstantem Druck; Cy Spezifische Warme bei konstantem Volumen; x Verhdltnis c 


c 
der spezifischen Warmen. 


ply 
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2. Einflihrung eines lokalen Bezugssystems 


Zur invarianten Beschreibung der Strémung wird jedem Punkt r ein geeig- 
_ netes Dreibein n; = n,(r, t) mit n;- nm, = 6,, (¢, k = 1, 2, 3) als lokales Bezugs- 
_ system zugeordnet. Der Vektor n, mége die Richtung des Geschwindigkeits- 


~ vektors » haben, 
Ny Xx d= 0 ’ (2.1) 


derart, dass das Feld ny, (t, ¢) mit » stetig differenzierbar ist bis auf gewisse 
singulare Punkte, in denen » = 0 ist. Uber die Vektoren ny, ng, die mit 1, ein 
Rechtssystem bilden sollen, wird spaéter noch geeignet verfiigt werden. Die 
Richtungsableitungen n;-/ bezeichnen wir durch oe fetten Index i, also fiir 


irgendeine Funktion ®: n,-V® = @,. Ferner sei R = a Kn; 


Setzt man gemass (2.1) 
D= Ww Ty ’ Q: 2) 


so gehen die Gleichungen (1.6) und (1.2) tiber in 


SP tam t awl: it, =0, (2.3) 
oa 

d d 1 
ee VP B. (2.4) 


Um die vektorielle Gleichung (2.4) in drei skalare Gleichungen zu zerlegen, 
betrachten wir die Bahnkurve r= r(¢) eines Teilchens®). n,(r(é), ¢) ist ihr 
Tangentenvektor und ds, = w dt das Bogenelement. Die Ableitungsgleichungen 
des begleitenden Dreibeins nj, my, ng lauten 


ee ean, = 1,2, 3), (2.5) 


mit @,,+ ©; = 0. Damit kann die Gleichung (2.4) ersetzt werden durch die 
drei skalaren Gleichungen 


dw 1 

Oe ee (2.6) 
1 

@" 15 = Ka = i pe (2.7) 
1 

@* 43 = Ks — ee (2.8) 


Diese Gleichungen lassen sich leicht kinematisch deuten. Auf das Teilchen wirkt 
die dussere Kraft 8 und die Druckkraft — Vf/o (pro Masseneinheit). Gleichung 


5) Die Bahnkurve eines Teilchens ist im instationdren Fall wohl zu unterscheiden von einer 
momentanen Stromlinie. 
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(2.6) besagt dann, dass die Komponente der Resultierenden & — V’p/g in Rich- 
tung der Bahntangente n, die Bahnbeschleunigung dw/dt bewirkt. Da w,, und 


(13 bekanntlich die Kriimmungen der Bahn beziiglich der Normalenrichtungen . 


it. und ng sind, lassen sich die Gréssen — w? w,; als Komponenten der Zentri- 
fugalbeschleunigung deuten. Die Gleichungen (2.7) und (2.8) zeigen somit das 
Kraftegleichgewicht zwischen der Fliehkraft und der Normalkomponente der 
Kraft 8 —Vp/o. Wahlt man speziell n, als Hauptnormale n und n, als Bi- 
normale b der Bahnkurve, so wird w,3 = 0 und man erhalt das Ergebnis: Die 
Kraft 8 —Vblo liegt stets in der von n, und ny = n aufgespannten Schmiegebene 
der Bahnkurve. 


3. Geometrische Deutung der Invariante V - n, 


In der Kontinuitatsgleichung (2.3) tritt die Grésse V-n, auf, die nur von 
der Geometrie des Feldes n, abhangt. Besitzt das Feld n, in einem Zeitpunkt 
t Orthogonalflachen, so ist nach einem bekannten Satz [6] V-n, gleich der 
doppelten mittleren Kriimmung der Orthogonalflachen des Feldes n,. Im all- 
gemeinen existieren aber keine Orthogonalflachen. Als Ersatz benutzen wir 
dann die Streifen langs der Integralkurven der Felder n, und ng mit n, als 
Streifennormale. 


Figur 1 


Lokales Dreibein und Streifen. 


Der Operator V heat beziiglich des normierten orthogonalen Dreibeins n, 


die Zerlegung V = Sri VY). Wegen n,;-V ny = 1,; und 1,-1,, = 0 gilt daher 


1 1 
V +m, = Sh, ‘MipeS Ne Mig Ma: ts Se (3.1) 


to 2 


Dabei sind 1/7, = ng-1ty2 und 1/73 = ng-1,3 die Normalkriimmungen der Streifen 
in dem betrachteten Punkt. V-n,/2 ist also gleich dem arithmetischen Mittel 
der Normalkriimmungen der orthogonalen Streifen. 


4. Die natiirlichen Gleichungen 


Wahlt man speziell n, als Hauptnormale und ng als Binormale der Bahn- 
kurven, so wird @,) = 1/r, gleich der Kritmmung der Bahnkurven und Wy, = 0. 
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| Damit erhalt man anstelle der Gleichungen (1.3), (2.3) und (2.6-8) das System 


cae (4.1) 
1 dp f 1 
ce ee yi pes 2) (4. 2) 
dw 1 
dt —7 ky oe Pi , (4.3) 
w? 1 
o = Ky — = ba, (4.4) 
1 ; 


Diese fiinf Gleichungen stellen Beziehungen zwischen den geometrischen und 
physikalischen Invarianten der Strémung dar. Sie werden deshalb die natiir- 
lichen Gleichungen der Strémung genannt. Dabei ist a nach (1.5) Funktion von 
und S._ 

Die ersten drei Gleichungen beschreiben die zeitlichen Anderungen der 
Gréssen S, # und w langs der Bahnkurven. Die vierte Gleichung liefert die 
Bahnkriimmung. Die letzte legt die Binormalenrichtung fest. 


5. Einfihrung charakteristischer Richtungsableitungen 


Wir wollen in Analogie zu dem Vorgehen bei eindimensionalen Strémungen 
durch Linearkombination der Gleichungen (4.2) und (4.3) neue Gleichungen 
erzeugen, in denen # und w jeweils derselben raumzeitlichen Richtungsab- 
leitung unterworfen werden. 

Multipliziert man die Gleichung (4.3) mit + 1 und addiert sie anschlies- 
send zur Gleichung (4.2), so ergeben sich unter Verwendung der Abktirzungen 


dD aD 
Do tu Py, @, = Tatas e 
die zwei Gleichungen 
1 j Peyen 1 : 
jot Leak Cecamindaal ie + 7) + Ky, (5.1) 
1 1 1 7 
aa tp p= a0 & 4. a Kas (5.2) 


Die entsprechenden Ableitungsrichtungen, die wir charakteristisch nennen 
wollen, sind im vierdimensionalen (r, ¢)-Raum gegeben durch 


a: d¢e=(w+a)n,dt, B: dre= (w—a)n ad. (5.3) 


ZAMP IXb/12 
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Die Lésungen dieser Differentialgleichungen nennen wir H auptcharakteristiken. 
Als Erganzung der Gleichungen (5.1) und (5.2) zu einem vollstandigen System 
hat man die Gleichungen (4.1), (4.4) und (4.5) hinzuzunehmen. 


6. Die Reduktion der Anzahl der Differentiationsrichtungen®) 


Um die Bedeutung der Differentiationsrichtungen (5.3) zu klaren, schrei- 
ben wir die vier Grundgleichungen (2.3) und (2.6-8) als quasilineares System’) 
und untersuchen allgemein,. welche Gleichungen sich durch Linearkombina- 
tion gewinnen lassen, die weniger als vier Differentiationsrichtungen enthalten. 
Dazu driicken wir in den Gleichungen (2.3) und (2.6-8) den Vektor n, durch 
skalare Funktionen aus. n, lasst sich als Einheitsvektor im R, durch Angabe 
zweier Parameter u, v festlegen, zum Beispiel durch Lange und Breite auf 
der Einheitskugel. Die Grdssen 


any, dn, 
Te tad ieee ES: 


Vo Wp Mg Nya Pilg yg, Sapa = a 


[vgl. (3.1) und (2.5)] lassen sich demnach durch Richtungsableitungen der 
Parameterfunktionen wu und v darstellen. Mit den Abkiirzungen 


Mo: t, =A, , Ny +ty, = A,, its? ty BS Ng +1, = B, 


gilt 
V -ny =A, u, + By, ug + A, ve + B, vs, 
du dv 
W Wy. = A, Gy + + A, ae @ W5 = B, ~ so + aes - 


Damit erhalt man das System 


a te +a, + aw (A, %, + B, us) + aw (A, 2+ B,v3)=0, (6.1) 
; py + s =K,, (6. 2) 
; py tw B, "+ wB, 2S aS (6.4) 


Wir multiplizieren diese vier Gleichungen der Reihe nach mit vier Funktionen 
Ay, Ag, Ag, Ag und addieren. Dabei treten folgende Richtungsableitungen der 


6) Beim ersten Lesen kénnen die Abschnitte 6-8 libergangen werden. 
7) Die jean ae? (1.8) kommt fiir die Linearkombination nicht in Frage, da sie allein eine 
Ableitung von S enthalt. 
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Funktionen 4, w, u, v auf: 


d® 
De Ay ae + 42 4D, + 1, aD, + 1, aD, , | 
w: SES EL: f 


d® 
uw: (As A, + Aq B,) apa A, 4A,®, +4, 4a B, Dz, 
UGB ad, O44 
s Ciel 4 v at 144A, ot 14 B,®, . 
Die Bedingung fiir die lineare Abhangigkeit dieser vier Richtungsableitungen 
ist das Verschwinden der Determinante 
Ay Ag & Ag @ Ag a 
Ao A, a 0 0 
Az A, +A, B, 0 iad, Aa B,, 
A; Ay + A, B, 0 Apa@Ay,  Aya-B; 


Ausmultiplikation ergibt 


Da bis auf Ausnahmepunkte a? (A, B,— A, B,) + 0 ist, folgen die beiden 
Gleichungen 
A =U (6.6) 


oder 
at 2. (6.7) 


7. Das charakteristische Konoid 


Der Fall A, = 0 fiihrt auf beliebige Linearkombination der Gleichungen 
(6.24). Die dabei auftretenden Richtungsableitungen sind d/d¢ und eine be- 
liebige Linearkombination der Ableitungen 1, 2, 3. Die von diesen zwei Ab- 
leitungsrichtungen im vierdimensionalen (r, ¢)-Raum aufgespannten zwei- 
dimensionalen Unterraume umhiillen bei variablem /,, A3, A, die Richtung der 
substantiellen Ableitung d/dt. 

Als allgemeine Lésung der Gleichung (6.7) kann man mit willkiirlichen 


Winkelgréssen g und wp ansetzen: 
A,=1, 4=cosy, A,=singcosy, A,=singsiny. (7.1) 


Damit lassen sich die vier Richtungsableitungen (6.5) aus drei Richtungsab- 
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leitungen linear kombinieren. Wir benutzen dazu die Richtungsableitungen : 
®, = cosy + aQ,, 
D, = ae sing cosy + a@,, (7.2) 
D, = ae sing siny + Sue 
Fiir jedes p, y spannen die zugehérigen Differentiationsrichtungen einen drei- 
dimensionalen Unterraum des vierdimensionalen (r, ¢)-Raumes auf. Bei vari- 


ablem gy und y umhiillen die entsprechenden Unterraume eine Hyperflache. Ist 
deren Gleichung F(r, #) = 0, so muss demnach gelten 


si eked arenes oe 


oder 
dF Gl@ CN ok : 
6h = ap CSP» a ——g Sing cosy , ake= ——z Sing siny 
Elimination von und y ergibt die Differentialgleichung 
dF \2 2 2 2 
(a) -@A+H+R)=0. (7.3) 


Das ist die Differentialgleichung des sogenannten charakteristischen Konoids. 
Schreibt man das totale Differential einer Funktion ® in der Form 


mit Differentialformen «;,so ergibt sich durch Randern der Determinante der 
Gleichung (7.3) fiir die Richtung dt: «,:«,:%, der Erzeugenden des charakteri- 
stischen Konoids, der Bicharakteristiken, die Beziehung 


1 0 0 0 dt 
0 —4a@? 0 0 Oy 
0 On akat 1) a, | =0 
0 0 0 —@ Xs 
dt oy Xs Xs 0 
oder 
af + 08 + «2 — at d?=0, (7.4) 


es folgt, dass die erste der Ableitungen (6.5) bei Beachtung von (7.1) die Rich- 
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tung einer Bicharakteristik hat. Es gilt namlich 
dt: Oy: Hy: gy = Ay: AAg: a@Ag: aA, = 1: a cos@: asing cosy: asing siny. 
Damit haben die Winkel y, y am charakteristischen Konoid eine einfache geo- 
metrische Deutung gefunden. 
8. Die charakteristischen Gleichungen 


Die aus (6.1-4) durch Linearkombination mit den Gréssen (7.1) entstehende 
Gleichung lautet 


il : : : 
oa (Di CcOsp + Pip Sing cosy + p, sing siny) | 
= Oy a Ww (A, We aie B, Us) + w tA, Vo ++ B, V3) | (8.1) 
= K, cosy + K, sing cosy + K, sing siny. 


Die physikalische Invariante # wird in dieser Gleichung in Richtung einer Bi- 
charakteristik differenziert. Unter den Bicharakteristiken gibt és zwei ausge- 
zeichnete, die wir Hauptcharakteristiken nennen wollen. In ihnen fallen die 
Differentiationsrichtungen der beiden physikalischen Invarianten ~, w zusam- 
men8). Die Bedingung dafiir ist offenbar nach (8.1) sin w = 0 oder 


y=0,2. 
Wir setzen fiir m = 0 
a®@D 
D, = aE aD, =, 


und fiir g =a 


Ersetzt man in (8.1) die Gréssen w und v wieder durch die geometrischen In- 
varianten, so ergeben sich damit die beiden Gleichungen 


(8.2) 

1 

oa 
Das sind die schon im Abschnitt 5 vorweggenommenen Gleichungen. Die 
Gleichungen (5.3) sind die Differentialgleichungen der Hauptcharakteristiken. 
Da die Gleichungen (8.2) durch alleinige Kombination der Gleichungen (6.1) 
und (6.2) entstanden sind, wird man im Falle 2,=0 auch As = 0 setzen 


8) Entsprechende Forderungen fiir die Ableitungen von wu oder v sind offenbar sinnlos, da u 
und v keine Invarianten sind. 
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und entweder A, oder A, gleich 1 wahlen, das heisst, man nimmt als weitere 
Gleichungen die Gleichungen (2.7) und (2.8) selbst. Hierzu kommt ferner noch 
die Energiegleichung (1.3) sowie die Beziehung (1.5) zwischen a, p und oF 

Zu bemerken ist noch, dass n, und ng noch nicht als Haupt- bzw. Binormale 
spezialisiert worden sind, um den quasilinearen Charakter des Systems (6.1-4) 
nicht zu zerstéren. Fiir praktische Zwecke kann man nachtraglich diese Spe- 
zialisierung vornehmen, wodurch die Gleichungen (4.4) und (4.5) an die Stelle 
der Gleichungen (2.7) und (2.8) treten. 

Die im Abschnitt 5 vorweggenommenen Gleichungen (5.1-3) haben sich 
nunmehr in den Abschnitten 6-8 ganz zwangslaufig bei der Reduktion der 
Anzahl der Differentiationsrichtungen ergeben®). Die Ableitungsrichtungen a, 
8 sind durch die Invarianz der Hauptcharakteristiken gegentiber Transforma- 
tionen der unabhangigen Variablen ausgezeichnet. 


9. Grundziige eines dreidimensionalen Charakteristikenverfahrens 


Die Gestalt der Gleichungen (5.1) und (5.2) legt den Versuch nahe, allge- 
mein ein dreidimensionales Charakteristikenverfahren zu entwickeln, welches 
die Loésung des Anfangswertproblemes gestattet. Es wird der Zustand des Gases 
zur Zeit t= t) als gegeben angesehen. Mittels der Gleichungen (5.1), (5.2), 
(4.1), (4.4) und (4.5) soll dann der Zustand zur Zeit t = ¢,+ At berechnet 
werden. 

Da es zur Darstellung einer raumlichen Strémung keine hinreichend ein- 
fachen graphischen Methoden gibt, muss das Verfahren im wesentlichen rein 
rechnerisch durchgefiihrt werden. Wegen des grossen Umfanges der Rechnung, 
die hauptsachlich aus Interpolationsarbeit besteht, kommen hierfiir nur geeig- 
nete programmgesteuerte elektronische Rechenautomaten in Betracht. 

Wir beschraénken uns auf die Angabe der Grundziige des Rechenverfahrens 
fiir einen Punkt der Strémung: Vorausgesetzt wird die Kenntnis der Werte 
von pf, w, S und n, zur Zeit ¢) in einem hinreichend dichten Punktraster im 
Raum. 

1. Bestimmung von Haupt- und Binormalenvektor ny, ng und K, — po/o. 
Zunachst bestimmt man den Vektor R — V/f/o durch Differenzenrechnung. 
Dann ist 


2 1 1 
FI _ = “4 _ 
a 0 Ay = Ny (s 0 Vp) 
und wegen (4.5) gilt 


) Dies steht in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der allgemeinen Theorie mehrdimensio- 
naler hyperbolischer Differentialgleichungen in [7] und [12]. 
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Damit kann man die gesuchten Gréssen berechnen: 


(a4) ~ (ta 


(8 - =v) am (x, = +b) Thy 


Ny = 


’ 


itz =, X Me, 
1 ‘ 1 
ee a Ear 


2. Bestimmung der geometrischen Invarianten 1/r,+ 1/r, durch Differen- 
zenrechnung: 


tI 
oe ee tly Wg My itis’ 
3 


3. Bestimmung der Ortsveranderung eines Teilchens: Ein Teilchen an der 
Stelle rg zur Zeit ¢, befindet sich zur Zeit t+, =?,+ At an der Stelle ry, = 
Yo+ (Wy) mAt. Fiir (wn,),, kann dabei in erster Naherung wn, an der Stelle 
(to, 49) eingesetzt werden. 

_ 4. Berechnung von # und w im Punkte (rj, 4,): Die Hauptcharakteristiken 
a, 6 durch den Punkt (r,, ¢,) mdgen fiir ¢ =, durch die Punkte r% bzw. r? 
gehen. 


T5, fo wat af ty 


Figur 2 


Zum Charakteristikenverfahren. 


Dann kann man die Gleichungen (5.1) und (5.2) naherungsweise integrieren, es 
folgt 
1 x : 
ic? =} (P(ty th) — P(e, t6)) + (w(ty, 4) — wth, t0)) 
a + K,) At , 


cae (A(t. ts) — p(t, t)) — (w(t, 4) — w(t» f0)) 
; rs (<* +4" +K,) At. 
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Hierin ist wegen t, © tg + w 1, At nach (5.3) 
rwtp—an, At, thetotan, At, 


und fiir die durch die Indizes m, bzw. mg gekennzeichneten Mittelwerte langs 
der Hauptcharakteristiken setzt man naherungsweise deren Werte an den 
Stellen (r%, to), (2, %) ein. Zur Bestimmung der Werte A(t,, t,) und w(r,, ¢,) 
hat man dann in den obigen Gleichungen ein lineares System. 

5. Berechnung von S(rj, ¢,): 
Nach (4.1) gilt S(r,, ¢;) = S(to, t). 

6. Bestimmung von 1,(Yo, 44): 
Es ist 


dn 
Ty (ty, 4) = My (Lo, to) + ( ve i At . 
Dieser Vektor liegt naiherungsweise in der von 14(to, %) und dem Haupt- 
normalenvektor 11,(ro, f)) aufgespannten Schmiegebene der Bahnkurve im 
Punkte (ro, f). Der Winkel zwischen 1,(ro, f)) und 1,(r,, 4) ist daher nach 
(2.5) und (2.7) gegeben durch 


Dabei setzt man vor allem bei kleinen Geschwindigkeiten fiir den Mittelwert w,, 
Om = >= (w (Lo, to) + w(ry, ty)) 


und fiir (Ky — 9/0), in ersterNaherung den Wert an der Stelle ro, fo, woftir 
man am besten einen Mittelwert iiber das gesamte Einflussgebiet des Punktes 
(ty, t;) (das ist eine dreidimensionale Kugel um den Punkt ry mit dem Radius 
a At) benutzt. 


n{ t,,f) 
Schmiegebene 


Figur 3 


Die Drehung des Vektors tt, in der Schmiegebene. 


Damit ist der Zustand in Punkt (rj, ¢,) vollstandig bekannt. Das Verfahren 
kann durch Verkleinerung der Schrittweite Af oder noch wirksamer durch 
Iteration verbessert werden. 
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Mit dem beschriebenen Verfahren kénnen auch Randbedingungen be- 
friedigt werden. Soll das Gas zum Beispiel an einer festen Wand entlang- 
stromen, so wahlt man zweckmAssigerweise in den Randpunkten n, als Flachen- 
normale der Wand. Die Gleichung (2.7) liefert dann nach Punkt 6 die Dre- 
hung des Vektors n, in der Tangentialebene. Die Gleichung (2.8), die die Dre- 
hung des Vektors n, aus der Tangentialebene heraus beschreibt, wird dagegen 
ersetzt durch die Randbedingung, dass der Vektor n, stets in der Tangential- 
ebene der Wandflache liegen muss. Bei bewegten Wanden kann man 4hnlich 
vorgehen. 


10. Zweidimensionales Charakteristikenverfahren 


Bei Beschrankung auf zweidimensionale Strémungen wird das Charakte- 
ristikenverfahren in einfachen Fallen auch ohne elektronische Rechenauto- 
maten durchfiihrbar, da einerseits die Anzahl von Gitterpunkten geringer ist, 
andererseits die Str6mung jetzt zu jeder Zeit ¢ in der Ebene durch das Strom- 
linienbild graphisch dargestellt werden kann. Grosse Miihe bereiten jedoch 
nach wie vor die erforderlichen Interpolationen. 

Wir wollen die Bedeutung der einzelnen Stro6mungsgréssen im zweidimen- 
sionalen Fall untersuchen. Der Binormalenvektor n, wird konstant und steht 
senkrecht auf der Str6mungsebene. Daher entfallt im Rechenverfahren Punkt 1. 
Wegen 

oa igh Ugg ity Nes 
verschwindet die Normalkriimmung 1/75, und 1/r, wird zur Kriimmung der 
Orthogonaltrajektorien des Feldes n,. Da die Schmiegebenen der Bahnkurven 
mit der Strémungsebene zusammenfallen, werden die Winkelanderungen Ad 
des Vektors nm, integrabel!®). kann als Winkel zwischen n, und einer festen 
Richtung in der Strémungsebene angesehen werden. Die Ableitung 2 ist jetzt 
Ableitung in Richtung der Orthogonaltrajektorien der Stromlinien. 

Die Differentialgleichungen der zweidimensionalen Strémung lauten in 
charakteristischer Form 


- pw. = Ses he (10.1) 
by, — Wy = sara wd RS (10. 2) 
os (10.3) 

w 46 wie - py. (10.4) 


10) Das heisst My + dit, ist ein vollstandiges Differential. 
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Die Gleichungen (10.1-3) stimmen formal mit den Gleichungen einer zylinder- 
symmetrischen Strémung mit dem Abstand 7, vom Zentrum iiberein. Hinzu 
kommt die Gleichung (10.4), die beschreibt, wie die Strémung auf Krafte durch 
Drehung der Bahntangente reagiert und insbesondere auftretende Druck- 
gefalle auszugleichen sucht. 


11. Beispiele einer ebenen instationaren Stromung 


Wir betrachten als Beispiel die Anlaufstr6mung durch eine Laval-Diise bei 
Vernachlassigung dusserer Krafte (R = 0). An die Diise schliesst sich ein 
Kanal mit parallelen Wanden an, von dieser jedoch fiir ¢< 0 durch eine 
Wand getrennt, die zur Zeit ¢ = 0 plétzlich entfernt wird (Figur 4). Beiderseits 
der Wand befindet sich fiir t < 0 Gas der gleichen Art (x = 1,4) mit 


Wy een oe 


Figur 4 
Laval-Diise. 


Durch adiabatisches Auspumpen ist der Druck #, im Kanal gegeniiber dem 
Druck fy in der Diise auf fp, = #)/119 herabgesetzt, so dass bei Entfernung der 
Trennwand ein Verdiinnungsfacher in die Diise hineinlauft. Das Druckver- 
haltnis #,/p, ist so gross gewahlt, dass an der Stelle der Trennwand fiir ¢ > 0 
die Strémung sofort mit Uberschallgeschwindigkeit einsetzt. Damit ist gewahr- 
leistet, dass die Strémung im Kanal nicht auf die Diise zuriickwirken kann. 
Fir die Berechnung der allein interessierenden Strémung in der Diise ist die 
Kenntnis der Kanalstr6mung daher nicht erforderlich. 

Zur Bestimmung der entstehenden Gasstrémung wird das in Abschnitt 9 
beschriebene Verfahren mit einer Schrittweite von At = 1 benutzt. Ausser den 
in Abschnitt 10 angegebenen Vereinfachungen sind dabei wegen der Besonder- 
heit des Beispiels einige Modifikationen zweckmissig. Bekanntlich gilt bei 
isentropischen Strémungen 


1 2 
ry i da. 


Damit kann das System (10.1-4) ersetzt werden durch 


aw 


= a+ w) peleneren e (11.1) 


Vol. IXb, 1958 Charakteristikenverfahren fiir dreidimensionale instationare Gasstrémungen 187 


PS 3 Oy e. es ee ee es -—-(0 
100 0,90 (0) 
Figur 5 
Beispiel 1: Geschwindigkeitsfeld 1, (——») mit Stromlinien (— — —) und Linien glcicher Schall- 


geschwindigkeit (Isobaren) ( ) fiir unstetiges Anfangsdruckgefalle. Die beigefitigten Zahlen 
beziehen sich auf die Ruheschallgeschwindigkeit in der Diise. 
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Bie Capita Wie See {72) 
ear ed w)_ tae ( ; 
do arene 11.3 
tin Pile VD ze : ( ) 


Die Grundpunkte rp, t¢ und rf werden auf vier Stromlinien gewahlt, und 
zwar auf den festen Wandlinien (0) und (3) sowie auf zwei weiteren dazwischen- 
liegenden Linien, die sich zeitlich 4ndern (Figur 5). Es ergibt sich dadurch der 
zeichentechnische Vorteil, dass man in den einzelnen Bandern langs der Strom- 
linien jedes der iiblichen eindimensionalen Charakteristikenverfahren zur L6- 
sung der Gleichungen (11.1) und (11.2) anwenden kann (Figuren 64 und 0). 


Figur 6a 


Beispiel 1: Charakteristikendiagramme in Einzelbandern langs der Stromlinien (nicht integrabel). 
Substanzlinien (— — —). 


t 


1 6 

oan 

= Bais 
Zs iL 


Figur 60 


Beispiel 1: Charakteristikendiagramme lings der festen Wand (3). 


Im Gegensatz zu den eindimensionalen Strémungen lassen sich diese Bander 
aber fiir die instationaren Stromlinien (1) und (2) nicht zu einer Flache zu- 
sammenfiigen. Man muss vielmehr, nachdem man sich nach (11.3) (vgl. Ab- 
schnitt 9, Punkt 6) die Anderungen des Vektors n, langs der alten Strom- 
linien berechnet hat, in das sich ergebende Richtungsfeld die neuen Strom- 
linien einzeichnen, um die Basislinien der nachsten Bander zu erhalten. In 
Figur 5 sind fiir die Zeiten 10...15 die berechneten Einheitsvektoren mn, in 
Richtung der Geschwindigkeit sowie die zugehérigen Stromlinien eingezeichnet. 
Figur 6a enthalt die Bander der jeweiligen Stromlinie (2) fiir die Zeiten 
11...14 mit den zu den Gleichungen (11.1) und (11.2) gehorigen Charakteristi- 
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ken. Es handelt sich um drei einzelne Bander, die lediglich aneinandergezeich- 
_ net sind. Im Gegensatz dazu zeigt Figur 60 die entsprechenden Stromlinien- 
bander fiir die Wand (3), die eine zusammenhingende Flache bilden. 
Die Schallgeschwindigkeitskurven der Zeit ¢ = 10 (Figur 5) zeigen, dass am 
_ gekriimmten Teil der Wand (3) ein Unterdruck gegeniiber entsprechenden 
Punkten an der Wand (0) entstanden ist. Er ist darauf zuriickzufiihren, dass 
infolge der Wandkriimmung nicht geniigend Gas nachstrémen konnte. Da, 
kurz gesagt, das Gas die Neigung hat, vom Uber- zum Unterdruck zu strémen, 
ergibt sich als Folge eine Drehung der Vektoren n, zur Richtung des Druck- 
gefalles hin (f = 11, 12). Dadurch nahert sich die Stromlinie (2) der Wand (3). 
Fiir ¢ = 11 bis ¢ = 14 beobachtet man die Auffillung des Unterdruckes langs 
der Stromlinie (3) zu einem Uberdruckgebiet durch die gegen (3) konvergieren- 
den Stromlinien. Infolge des Uberdruckes setzt zur Zeit t = 15 bereits wieder 
eine riicklaufige Bewegung ein. In der Zwischenzeit ist in der Gegend der 
Stromlinie (1), in deren Nahe die Stromlinien am starksten divergieren, ein 
neues Unterdruckgebiet entstanden. Offensichtlich handelt es sich hier um 
eine regelrechte Schwingung zwischen den Wanden (0) und (3). Es ist zu er- 
warten, dass die auftretenden Schwingungen sich infolge des Anwachsens der 


(3) 


Figur 7 : 
Beispiel 2: Geschwindigkeitsfeld ny, (——») mit Stromlinien (— — —) und Linien gleicher Schall- 


geschwindigkeit (Isobaren) ( ) bei stetigem Absaugvorgang. 
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Strémungsgeschwindigkeit noch erheblich verstarken werden. Im Zusammen- 
hang damit ist auch das Verhalten der Schallgeschwindigkeitskurven (Iso- 
baren) 0,98-0,92 fiir ¢ = 13, 14 und 15 interessant, die bei Annaherung an die 
Wand (3) stark auseinanderlaufen, was auf eine Abnahme des Druckgefalles 
langs der Wand (3) hindeutet. Auf diese Weise kénnen schliesslich isolierte 
Uber- und Unterdruckgebiete entstehen, die erfahrungsgemass zur Wirbel- 
bildung Anlass geben. 

Zam Abschluss sollen noch Stromlinienbilder und Linien gleicher Schall- 
geschwindigkeit (Isobaren) aus einem 4lteren Beispiel angegeben werden, in 
welchem an der rechten Diisenmiindung stetig Gas abgesaugt wurde. Die ent- 
sprechende Randbedingung fiir a lautete a(t) = a, (1 — 10-* 2?) (Figur 7). 

Man sieht, dass grundsdtzlich derselbe Anlaufeffekt eintritt, wenn auch, 
bedingt durch das relativ langsame Absaugen des Gases, wesentlich schwacher 
ausgebildet. 
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Summary 


This paper deals with a general three-dimensional characteristic method for 
the inviscid flow of ideal gases using some simple facts from the differential 
geometry of vector fields. The fundamentals of a general numerical method are 
deduced from the system of the characteristic equations. They are applied to a 
special case of two-dimensional flow. 
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Aus- und Eintrittsstésse an Schaufelgittern 


Von ApoLF BusEmMann, Hampton, Va., USA?) 


Widmung. Es macht mir eine besondere Freude, diesen Artikel fiir das 
_ Sonderheft zu schreiben. Nicht nur erinnern die Gedankengange an die gemein- 
same Zeit in G6ttingen vor 30 Jahren, sondern es war auch gerade J. ACKERET, 
der damals die Charakteristikenmethode als erster auf Schaufelgitter anwandte, 
_ so wie A. STODOLA schon friiher Lésungen mit der einfacheren Prandtlschen 
Str6émung um die Ecke heranzog. 


1. Einleitung 


Fiir freie oder durch Kandle begrenzte Str6mungen ist man die Dreiteilung 
gewohnt: Unterschall-, Uberschall- und gemischte Strémungen. Bei axialen 
Turbinen und Kompressoren, die sich sonst wie ebene Strémungen behandeln 
lassen, gibt es jedoch einen Zustand, der wie beim Pfeilfliigel Unterschallver- 
halten zeigen kann, obwohl die Geschwindigkeit selbst tiber der Schallge- 
schwindigkeit liegt. Man kann die Eigenart dieser Strémung darauf zuriick- 
fiihren, dass die auf einem Zylindermantel verlaufende Strémung durch den 
doppelten Zusammenhang die Unterscheidung zwischen Vor- und Nachkegel 
in Unordnung bringt. Natiirlich liegt ein Punkt nur dann in seinem eigenen 
Nachkegel, wenn die axiale Geschwindigkeitskomponente der Strémung kleiner 
als die Schallgeschwindigkeit ist (Figur 1). In der Geschwindigkeits- oder Hodo- 


Figur 1 
Punkt im eigenen Nachkegel. 


graphenebene werden daher die « Ellipsen» konstanter Machscher Zahl fiir die 
axiale Stromungskomponente im Spalt zwischen zwei Schaufelradern wichtig. 
Insbesondere stellt die « Hauptellipse » mit der axialen Machschen Zahl eins die 
obere Grenze jenes Zwittergebietes dar, in dem die totale Machsche Zahl tiber 


1) National Advisory Committee for Aeronautics. 
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a 


eins, die axiale jedoch unter eins ist (Figur 2). Die untere Grenze ist natiirlich ~ 


der Kreis der Machschen Zahl eins, dessen Inneres reine Unterschallgeschwin- 


digkeit bedeutet. Das eigenartige Verhalten dieser stationdren Strémung soll — 


hier ohne das Beiwerk endlicher Schaufelteilung und endlicher Schaufeldicke 
behandelt werden. Zu diesem Zwecke ist der Austrittsbereich oder Eintritts- 
bereich mit unendlich diinnen und geraden Schaufelenden versehen, und der 
Schaufelspalt zwischen zwei Radern wird als unbegrenzt angesehen. So gelingt 
es, die Anpassungsfahigkeit im Ein- und Austritt mit eindimensionalen Mitteln 


Figur 2 Figur 3 
Uberschall mit Unterschallverhalten. Normalkraft auf Schaufelenden. 


zu untersuchen, obwohl diese nur den Zustand im Schaufelkanal und den aus- 
geglichenen Zustand im Spalt getreu wiedergeben kénnen. 

Die Beziehungen zwischen Kanalgeschwindigkeit und Spaltgeschwindigkeit 
sind durch Kontinuitat, Impuls- und Energiesatze festgelegt bis auf eine freie 
Variable, die von der Reaktion normal zur Schaufel oder vom Druck im Spalt 
abhangt. Die Entropiebilanz gibt dann Auskunft dariiber, welche von den 
moglichen Anpassungen typisch fiir den Austritt oder typisch fiir den Eintritt 
eines Schaufelrades ist. 


2. Kontinuitaét und Impuls 


Umfangskomponenten der Geschwindigkeiten seien mit «, axiale Kompo- 
nenten mit v bezeichnet. Der Schaufelwinkel 6 bestimme die « Hauptachse » 
des Geschwindigkeitsbildes. Mit Hilfe der Dichte @ und des Druckes p lassen 
sich die Beziehungen zwischen Kanal und Spalt im Massendurchfluss und im 
Impuls angeben, wenn nur die unbekannte Schaufelkraft X normal zur Schau- 
fel als mégliche Stérung beriicksichtigt wird (Figur 3). Die Kontinuitat besteht 
in axialer Komponente: 


Or Ma Sao. Uar (1) 
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Der Impuls besitzt zwei Komponenten: 
Pi + 01 07 + X cosB = £, + 0,08, (2) 
O11 My — X sinB = Qo V2 Uy. (3) 


Eliminiert man jedoch die unbekannte Schaufelkraft, so ist nur noch eine 
Impulsbeziehung vorhanden: 


Pi + 01% (v1 + 4, cotgB) = pe + Os Ve (Ve + Ue cotg A) . (4) 


Bei verlustfreier stationarer Strémung ist der Druck direkt mit der Ge- 
schwindigkeit gekoppelt. Im Falle von Stossverlusten muss man die Entropie s 
mit heranziehen. Isentropisch gilt fiir den Druck £(s, u, v) jedoch eine Bezie- 
hung, die dem Bernoullischen Satz entspricht: 


ee (5) 


Tragt man die Driicke fiir alle méglichen Entropiewerte in Abhangigkeit von 
den Geschwindigkeitskomponenten auf, so ergeben sich die bekannten « Druck- 
berge», an denen vielfach Kontinuitats- und Impulsbeziehungen zu linearen 
Aussagen auf Tangenten fiihren. Aus (5) ergibt sich fiir (1) und (4) 


Op, _ Op 
"0 a a age (6) 
und 
y a) 
Pi ae (v, + u, cotg B) = ps — se (vo + Uy cotg B) . (7) 


Gleichung (6) verlangt von zugeordneten Zustanden gleiche Neigung von Tan- 
genten in parallelen Ebenen. Gleichung (7) setzt die Druckhéhe derjenigen 
Punkte gleich, die sich auf den angegebenen Tangenten iiber der Normalen zur 
Hauptachse 

Up = —ucotgp (8) 


befinden. Wenn nun aber alle mdéglichen parallelen Tangenten tiber einer gege- 
benen Geraden gleiche Hohe erreichen, so bildet ihre Gesamtheit eine Ebene. 
Da die gleiche Héhe normal zur Hauptachse der urspriinglichen Geschwindig- 
keit ,, v, verlauft, ist diese Ebene nichts anderes als die Tangentialebene an 
den Druckberg des Ausgangszustandes im Kanal. Alle von der Anpassung im 
Spalt erreichbaren neuen Zustaénde haben Linienelemente gleicher Richtung 
an den Durchdringungskurven der verschiedenen Druckberge mit der gegebe- 
nen Tangentialebene, sind also « Isoklinen » fiir die Schar der Durchdringungs- 
kurven, oder Isoklinen im Grundriss dieser Kurven (Figur 4). Diese Beziehung 
gilt fiir alle Gase und Dampfe. 


’ ZAMP IXb/13 
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Figur 4 


Tangentialschnitt durch Druckberge (Aufriss und Grundriss). 


Will man die neuen Zustande fiir vollkommene Gase analytisch bestimmen, 
so geniigt dafiir eine normierte Druckgleichung mit festem Wert eins fiir die 
Maximalgeschwindigkeit, mit einem variablen Wert P, fiir den gréssten Druck 
und mit dem Verhiltnis der spezifischen Warmen x: 


pe Py ah Ba (9) 


Aus diesem Druck und seiner Ableitung nach v lassen sich die rechten Seiten 
von (6) und (7) ohne den Index 2 anschreiben, wahrend die linken Seiten feste 
Werte Q, und J, haben: 


2 
“n—l1 


v Py (1 — v2 — v2)-)-1 _ (10) 


2 
Py (1 —.u2 — v2) —< v Py (1 — u? — v2)" 0-1 (y 4+ w cotgB) = F,. (11) 
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Durch Division erzielt man eine von P, freie Gleichung zweiten Grades in den 
Geschwindigkeitskomponenten, die mit der neuen Konstanten W = [,/Q, die 


Form 
1 — yu? — v2 HE 
pe ee ta bee COLE Be 


x—1 


ee 


hat, sich aber leicht als Gleichung der Hyperbel schreiben lasst: 


Dae, 


Ae ee 2x 
x—1 


x—1 x—I1 


u? — cotgB uv + Weel, (12) 


Beim Austritt aus einem Schaufelrad liegen der Schaufelwinkel 6 und die 
Konstante W fest. Beim Eintritt in ein Schaufelrad ist dagegen nur der Schau- 
_ felwinkel 6 eindeutig gegeben, wahrend die Geschwindigkeit’ von der Lésung 
des Ubergangsproblems selbst abhangt. Ein Diagramm der Polaren fiir Aus- 
und Eintrittsanpassungen soll daher zwar einen gegebenen Schaufelwinkel, 
aber einen offenen Wert W besitzen (Anwendungen im niedrigen Unterschall- 
gebiet sind zu vermeiden, weil dort Saugkrafte auf der Eintrittskante méglich 
sind, die im Impulssatz nicht beriicksichtigt wurden), Ein Teil der Hyperbeln 
schneidet die Hauptachse mit demselben Ast an zwei Punkten, ein anderer 
Teil mit jedem Ast in je einem Punkt. Den Ubergang bildet eine Hyperbel, die 
in zwei Geraden entartet. Diese Geraden kreuzen sich auf der Hauptellipse und 
durchbrechen dort die Regel, dass die Hauptellipse von Hyperbeln nur in Rich- 
tung der v-Achse geschnitten wird. Zwei weitere singulare Punkte sind die End- 
punkte der grossen Achse der Hauptellipse w = + 1. Dort kreuzen alle Hyper- 
beln einander. Aus der zu einem Geradenpaar entarteten Hyperbel entnimmt 
man sowohl die beiden Asymptotenrichtungen, die alle Hyperbeln gemeinsam 
haben, als auch den Strahl vom Ursprung unter dem Winkel 6, auf dem alle 
Hyperbelmittelpunkte legen, mit 


—1 
tgo= —~——_ tg. 


4 


Die Hyperbeln einer Isoklinenschar sind daher leicht zu konstruieren (Figur 5). 


3. Entropiezuwachs 


Die in bezug auf Kontinuitat, Impuls und Energie gleichwertigen Zustaénde 
einer Isokline haben unterschiedliche Entropiewerte, da ihre Punkte durch 
Tangenten an verschiedene isentropische Druckberge bestimmt wurden. Statt 
nun aber sofort die Entropiedifferenzen gegeniiber dem Anfangszustand einzu- 
tragen und damit eine Unterscheidung nahezulegen, «geeignet fiir Austritt, 
geeignet fiir Eintritt und geeignet fiir beide Falle», sollen Mittel vorbereitet 
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u 


Figur 5 


Schar der Spaltgeschwindigkeiten. 


werden, die richtige Einteilung vorzunehmen: « Geeignet fiir Austritt, geeignet 
fiir Eintritt und ungeeignet.» Offenbar ist ein verschwindender Entropiezu- 
wachs beim Ubergang zu weit entfernten Zustanden nicht immer imstande, die 
tatsachlich eintretenden Verluste zu decken. Diese héhere Einsicht erhalt man 
jedoch leicht, wenn man die Scharen der Isoklinen gemeinsam betrachtet und 
durch stetige Veranderung der Nachbarschaften von Anfangs- und Endzustan- 


SEED’ U7’ ¢ sont ten peeled itacine 
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_ den die wahren Griinde fiir das Versagen blosslegt. Die irrefithrenden quantitati- 

ven Entropiewerte werden daher durch die qualitative Pfeilrichtung zuneh- 
mender Entropie auf jeder Isokline ersetzt. Umkehrpunkte der Pfeilrichtung 

_bedeuten Extremwerte der Entropie und lassen sich leicht eindeutig und voll- 
standig auffinden. 

Die Tangenten an die Druckberge haben an ihren Beriihrungspunkten zwei 
Nachbarpunkte mit gleicher Entropie. Ihre Isoklinen kreuzen sie am Beriih- 
rungspunkt und haben daher gewohnlich nur den Kreuzungspunkt gemeinsam. 
Auf der Hauptellipse stimmen jedoch die Fortschrittsrichtungen der Isoklinen 
mit der Richtung der Tangenten iiberein, sie erreichen daher Extremwerte der 
Entropie. Auf der Hauptachse ist die Ebene jeder einzelnen Isokline Tangen- 
tialebene an den Ausgangspunkt und ist daher geometrischer Ort fiir Tangenten 
an die Druckberge, die in der Richtung normal zur Hauptachse verlaufen. 
Sobald eine Isokline anzeigt, dass eine weitere Richtung Tangente an einen 
Druckberg ist, so sind an diesem Punkt alle Richtungen tangential, und die 
Isokline besitzt wieder einen Extremwert der Entropie. : 

Die Hauptachse und die Hauptellipse sind nun die einzigen inneren Sitze 
von Entropieextremen, und zwar sind sie im wesentlichen Maxima der Entro- 
pie. An ihrem gemeinsamen Schnittpunkt tritt jedoch fiir beide ein Wechsel 
vom Maximum zum Minimum der Entropie ein. Das Minimum erstreckt sich 
fiir die Hauptachse bis zum Kreis der Machschen Zahl eins. Die Minimum- 
Eigenschaft auf der Hauptellipse reicht bis zu jenem mehrfach erwahnten sin- 
guléren Punkt, an dem die Hyperbel zum Geradenpaar entartet. Mit diesen 
Erkenntnissen kénnen Pfeilrichtungen in allen Gebieten der Isoklinen einge- 
tragen werden (Figur 6). 

Durch die Pfeile wird die Sonderstellung jener Anfangspunkte mit Uber- 
schallgeschwindigkeit sichtbar, deren axiale Komponente noch Unterschall- 
geschwindigkeit besitzt. Die Pfeile zeigen eine Anpassungswilligkeit, die bei 
Unterdriicken im Spalt bis zur axialen Machschen Zahl eins geht und die bei 
Uberdriicken im Spalt bis zum geraden Verdichtungsstoss im Kanal selbst 
fiihrt. Dieses sind offenbar die natiirlichen Grenzen des erforderlichen Anpas- 
sungsvermogens. Gleichzeitig erkennt man jedoch, dass die entsprechenden 
Eigenschaften bei Ausgangszustanden mit unzweideutiger Uberschallge- 
schwindigkeit noch fehlen. Diese Strémungen sind zwar unbeeinflusst von 
Unterdriicken im Abstrom und von gewissen Uberdriicken, sobald aber der 
Gegendruck so stark wird, dass sich ein Verdichtungsstoss gegen die axiale 
Uberschallgeschwindigkeit stromaufwarts bewegen kann, ist die Stabilitat 
dieser eindeutigen Uberschallgeschwindigkeiten zu Ende, und eine Stérung 
breitet sich im Austrittsgebiet der Schaufel aus, bis auch sie als gerader Ver- 
dichtungsstoss im Kanal in den Schaufelkanal selbst vordringt. 

In Figur 6 fehlt daher noch eine Schar von Verdichtungsstdssen, die ohne 
eine Schaufelreaktion X auskommt und daher frei im Spalt existiert. Diese 
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Figur 6 


Entropieanstieg. 


ausgezeichneten Stésse sind sowohl ein Grenzzustand fiir die Eintrittsstérung 
als auch ein Grenzzustand fiir die Austrittsst6rung, wenn man sie nicht als 
neutral ansprechen will, weil sie als homogen in der Umfangsrichtung mit 
keinem der Rader umzulaufen brauchen. Jedenfalls stellen sie Grenzfalle von 
zweifelloser Existenz dar, die im Diagramm Isoklinenaste verbinden, die ohne 
den Stoss wegen des Entropiemaximums oder -minimums auf der Hauptellipse 


au At POT RPO 
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i\ 


Figur 7 


Austrittspolaren. 


getrennt waren. Erkennt man aber einmal die Grenzstellung dieser ausgezeich- 
neten Stdésse, so ist leicht zu entscheiden, welcher Teil ihrer Nachbarschaft er- 
laubte und welcher verbotene Anpassungsmoglichkeiten darstellt. 

Die endgiiltigen Polaren sind nun in den Figuren 7 und 8 nach Austritt und 
Eintritt unterschieden. Sie mé6gen den Namen Stosspolaren fiir Schaufelgitter 
verdienen, wobei die Austritts- und Eintrittsstésse als Stésse im Hugoniotschen 
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Figur 8 


Eintrittspolaren. 


Sinne, wie bei Verdichtungsstéssen, oder im Carnotschen Sinne, wie bei plétz- 
lichen Rohrerweiterungen, aufgefasst werden kénnen. 
4. Anwendung 


Die tibliche Behandlung von Ubergangen zwischen Leit- und Laufschaufeln 
griindet sich auf Geschwindigkeitsdreiecke, die den Zuwachs der Energie durch 
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_ die Relativgeschwindigkeiten mit enthalten. Vorgegebene Diagramme mit fest- 
liegender Maximalgeschwindigkeit scheinen daher mehr den wirklich statio- 
ndren Strémungen gerecht zu werden. Es ist jedoch leicht, die Anwendung fiir 
Schaufelrader durch einen gleitenden GeschwindigkeitsmaBstab zu ermoglichen. 
' Die Winkel sind einerseits schon frei vom MaB8stab, und die Machsche Zahl 
der axialen Komponente jedes Strémungszustandes hat denselben Wert fiir 
beide Rader. Die Ellipsen konstanter Machscher Zahl der axialen Strémungs- 


Vv 


Figur 9 
Relative Austrittspolare. 


komponente sind demnach die zweite Koordinate zu den Strémungswinkeln. 
Sie besorgen die Anderung des GeschwindigkeitsmaBstabes automatisch. Fiir 
eine Schar von Spaltgeschwindigkeiten, wie sie nach Figur 7 durch Anpassung 
im Austritt zur Verfiigung steht, sind in Figur 9 durch Abzug der gegebenen 
relativen Umfangsgeschwindigkeit der neue Winkel und dazu durch Gleiten auf 
den Ellipsen der.neue Betrag dieser Spaltgeschwindigkeit bestimmt, wie sie der 
folgenden Schaufelung zustrémen (es ist dabei zu erkennen, dass ausgezeichnete 
Stésse a — b in ebensolche verwandelt werden a” — b”). In einem Eintrittsdia- 
gramm gleicher Grésse nach Figur 8, aber fiir den Schaufelwinkel des neuen 
Rades, ist die relative Austrittskurve von Figur 9 mit den Polaren zum Schnitt 
zu bringen. Vielfach wird es nur eine Eintrittsanpassung oder eine Austritts- 
anpassung geben. Doch sind auch Falle méglich, in denen der Ubertritt die 
Ausnutzung beider Anpassungsméglichkeiten bedingt. 

Bei beliebigen Abweichungen vom idealen Ubertritt konnen wegen der 
krummlinigen Polaren leicht mehrfache oder gar keine Schnittpunkte heraus- 
kommen. Die Behandlung solcher Einzelheiten geht iiber den Umfang dieses 
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Artikels hinaus. Doch ist es gerade der Zweck eines vollstandigen Polarendia- 
gramms, diese schwierigeren Falle durch stetige Veranderungen auf eindeutige 
Falle zuriickzufiihren. Vielfach wird dabei schon der Grund fiir die Schwierig- 
keit blossgelegt. . . 


Summary 


Though the flow in the cylindrical surface of turbines or compressors may be 
treated as flow in a plane by development of the cylinder into a plane, the double 
connection once around the cylinder introduces difficulties in the law of forbidden 
signals for supersonic flow with a subsonic axial component. In cases of large gaps 
between the stages and blades of zero thickness and straight exit and entry zones, 
the methods of steady one-dimensional flow can shed light on the adaptability of 
the flow to the transient conditions by means of special kinds of shock polars for 
the exit and entry flow at given blade angles f (Figures 7 and 8). The shocks may 
sometimes be a combination of Hucontot’s discontinuities and CARNoT’s transient 
zones, but are in all cases governed by mass, impulse and energy balances with 
an increase in entropy. 


(Eingegangen: 8. Oktober 1957.) 
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Mesures et calculs relatifs au couple de pivotement 
agissant sur les aubes de turbines Kaplan 


Par BERNARD CHarIx, Genéve, Suisse?) 


1. Introduction 
1.1 Généralités 


L’étude des forces qui tendent 4 ouvrir ou fermer l’aubage d’une roue 
Kaplan est intéressante a trois points de vue: 

1.11 Les phénoménes analysés sont communs a toutes les turbo-machines. 
Pour Vhélice marine a pas variable la similitude s’étend jusqu’au mécanisme 
de réglage lui-méme, conditionné principalement par le couple d’origine 
hydraulique. Dans Vhélice d’avion c’est plus particuliérement l’autre élément 
du couple de pivotement, celui résultant des efforts centrifuges, qui détermine 
le travail de réglage. Seul le travail de réglage dé a la gravitation est l’apanage 
des turbines hydrauliques exclusivement — encore cet élément est-il pratique- 
ment négligeable [voir note au sujet de l’équation (1)]. 

1.12 Pour les turbines hydrauliques en particulier, la connaissance des 
efforts de pivotement auxquels l’aube est exposée a une grande importance 
pour le constructeur. Dans des installations de 30000 ch, 50000 ch et plus, 
le mécanisme de réglage de la roue doit étre construit de maniére a pouvoir 
fermer la roue méme a l’emballement. Le servo-moteur doit vaincre les couples 
de pivotement de toutes les aubes, couples dont la somme est alors supérieure 
au couple moteur maximum de la turbine. C’est ainsi que le mécanisme des 
pales peut cofiter plus du quart du prix des parties tournantes livrées par le 
turbinier. 

1.13 Les publications expérimentales et théoriques sur les grilles d’aubes 
ne livrent généralement pas directement le coefficient de couple aérodynamique 
— contrairement a ce qui est usuel pour les profils isolés. Un dépouillement 
dans ce sens apporte donc un complément utile. 


1.2 Résumé 


Dans la présente étude, nous donnons tout d’abord un apergu des couples 
de pivotement tels qu’ils ressortent de mesures typiques sur différentes installa- 


1) Ateliers des Charmilles S.A. 
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tions. Puis nous intercalons un compément pour le calcul du couple d’origine 
centrifuge. Le rapport entre ce couple et celui d’origine hydraulique est ensuite 
discuté, et illustré par les valeurs établies pour une gamme d’installations. 

Des essais faits dans le laboratoire de mécanique des fluides des Ateliers 
des Charmilles sont présentés, en particulier la technique employée pour mesu- 
rer les couples de pivotement. Les résultats de mesures de couple sur une tur- 
bine dont on a varié le nombre de pales sont présentés sous la forme habituelle 
aux constructeurs. Le dépouillement est poursuivi pour permettre une compa- 
raison avec les coefficients de l’aérodynamique. 

Des calculs schématiques des deux cas limites du profil isolé et de la grille 
trés serrée montrent les caractéres des forces hydrauliques dans les cas ex- 
trémes de la faible chute et de la haute chute, respectivement d’une vitesse 
spécifique élevée et faible. Entre ces limites, l’effet de grille sur le couple de 
pivotement est illustré par un dépouillement des diagrammes qu’a publiés 
le professeur SCHLICHTING. Un calcul typique de profil Kaplan, faisant aussi 
ressortir l’influence du pas relatif et de l’épaisseur sur le couple de pivotement, 
est effectué au moyen de la méthode du professeur ACKERET. 


1.3 Liste des symboles 


G vitesse absolue (figure 3); 

Cn vitesse débitante; 

AG, variation de la composante périphérique au travers de la roue; 
DD diamétre d’une coupe cylindrique; diamétre de la roue; 

dijon force de traction centrifuge agissant sur l’aube; 

g accélération terrestre ; 

H,, chute nette; 

a rayon d’inertie d’un profil ou de toute l’aube; 

it corde d’un profil; 

Li corde moyenne définie par: (surface de 1l’aube)/(longueur 


radiale de l’aube) ; 


ly position du centre de poussée (figure 3), mesurée a partir de 
laréte d’entrée; 


M couple de pivotement agissant sur l’aube; 

My couple unitaire = M/D3 H,,; 

M, couple de pga aes coefficient de couple sans dimensions 
= ; us = Di (1 — v2) so ot {51} pour les figures {75 

Nagy Nes couple de ms Sohail résultant des pressions, des forces centri- 
fuges ; 

Vea couple moteur de la turbine; 

nN régime de rotation, en tours a la minute; 


Ng vitesse spécifique, basée sur les unités ch, m; 
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poussée axiale — dans un écoulement idéal, pour une aube, 
selon figure 3; 

rayon d'une coupe cylindrique. Comme indice: signifie que le 
coefficient est défini dans la coupe cylindrique; 

rayon représentatif pour l’aube entiére R? = R2 (1 — v®)/2; 
distance de l’axe de la roue au centre de gravité de la pale; 
force résultant des pressions sur l’aube; 

surface du profil; 

surface de l’aube, résultant de la somme des carrés des sur- 
faces en plan et en élévation; 

force tangentielle sur une aube (figure 3) ; 

pas; 

vitesse d’entrainement (figure 3), vitesse périphérique — cette 
derniére étant la vitesse de référence habituelle; 

vitesse relative, moyenne vectorielle (figure 3); 


‘nombre des aubes; 


indice caractérisant l’entrée dans la roue; 
indice caractérisant la sortie de la roue, ou sa périphérie; 


angle entre la vitesse absolue d’entrée et la direction péri- 
phérique; 

angle entre le vecteur moyen W,, et la direction périphérique ; 
angle de calage des aubes, mesuré entre la corde du profil et 
la direction périphérique — pour l’aube entiére, au rayon re- 
présentatif R; 

excentricité: distance entre |’axe du tourillon et la ligne d’ac- 
tion de la résultante des pressions (figure 3). L’indice 4% ou % 
rappelle la position du tourillon. 

angle d’incidence, mesuré entre le vecteur moyen W,, et la corde 
du profil; 

rendement hydraulique ; 

recouvrement. La moyenne de A est définie par le rapport: 
(surface de toutes les aubes)/(section de passage entre le 
moyeu et le diamétre D,). 

coefficient de couple, défini d’une maniére semblable a celui 
des hélices (Ky [6]?), p. 54); 

rapport entre diamétres moyeu et roue; 

degré de réaction = (chute de pression au travers de la roue)/ 
(chute nette) ; 

degré de réaction cinématique ([19], p. 23) = W, /U; 


2) Les chiffres entre crochets renvoient 4 la Bibliographie, page 223. 
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Oaude Ofuiae  densités; 

rw oa coefficient de débit = (vitesse débitante moyenne)/U3; 
dikes 

y coefficient de chute = it 212° 


s’'ils portent l’indice R, ces coefficients sont définis au moyen 
de la vitesse U au rayon R. 
2Q= jee ie at ) vitesse spécifique sans dimensions [4] 


yyy : 
a = 0,001736 n,/|/n, ot n, est calculé avec les unités ch, m; 


= 0,00772 n,/\/7, si n, est en unités britanniques; 
Cu coefficient de couple aérodynamique, rapporté a la pression 
dynamique de W,,, la surface de l’aube et sa corde. 


2. Les facteurs déterminants pour le couple de pivotement 
2.1 Les forces en jeu 


Le couple de pivotement que doit vaincre le servo-moteur de roue se 
distingue du couple agissant sur la pale par le frottement. Ce frottement, pro- 
portionnel aux réactions aux appuis, peut majorer de 30% le couple qui fait 
Vobjet de notre étude. Ce dernier résulte: 
1° des pressions exercées par l’eau a la surface de l’aube; 
2° des forces centrifuges ; 
3° du poids de l’aube, dont le centre de gravité n’est généralement pas sur l’axe 

du tourillon. 

Les diagrammes de la figure 1 ne tiennent pas compte du frottement. En 
dépouillant les enregistrements du travail de réglage, on a éliminé l’effet du 
frottement en admettant qu’entre la manceuvre d’ouverture et de fermeture 
celui-ci changeait de signe, mais pas d’amplitude. Cette hypothése est suffi- 
sante pour établir des diagrammes plutét qualitatifs comme ceux de la figure 1. 


2.2 Quelques exemples de l’allure du couple en fonction de l’ouverture de la roue 


Dans la figure 1, le couple de pivotement agissant sur la feuille de la pale 
est rapporté a la chute et a la 3° puissance du diamétre extérieur de la roue. 
Ce couple unitaire a la dimension d’un poids spécifique en kg/m? — sa définition 
se justifie si on le considére comme le couple mesuré en kgm sur un modéle 
réduit de 1 m de diamétre tournant sous un métre de chute. Pour le coefficient 
sans dimensions, défini au paragraphe 1.3, l’échelle des ordonnées est égale- 
ment indiquée. 

A titre de comparaison, le couple moteur unitaire maximum, divisé par le 
nombre des aubes, figure également (le point a droite de chaque diagramme). 
Tous ces couples ont été relevés 4 vitesse de rotation normale et, sauf men- 
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tion spéciale, en conjugaison optimum, c’est-a-dire avec une ouverture du 
distributeur garantissant le meilleur rendement de la turbine pour l’ouverture 
de roue donnée. 

Pour Vallure des courbes, le coefficient de chute y ou la vitesse spécifique 
sont déterminants. Voir pour illustration la figure 1d et pour explication le 
chapitre 5. 

Suivant que l’axe du tourillon est placé plus ou moins loin de I’aréte d’en- 
trée, la roue a une tendance prédominante a l’ouverture ou a la fermeture, 
figures la et 1b. Ce principe a d’ailleurs été utilisé pour construire des roues 
dont les aubes s’orientent spontanément sans servo-moteur [17]. C’est pour se 
libérer de ce paramétre que nous avons exprimé une partie de nos résultats 
par la position du centre de poussée plutét que par le coefficient de couple 
(figure 7). 

L’ouverture du distributeur joue aussi un role: figure 1b et paragraphe 
5.13. On élimine le paramétre «ouverture du distributeur» en reportant les 


la | 1b le ld 
H,m 2,3 | 2,5 17,4 43 
Zo 3 4 5 8 
ns 890 800 620 390 
1,67 5 1,14 0,72 
A moyen 0,5 0,7 1,0 1,5 
Distance de l’axe de 
pivotement a l’aréte d’entrée 50% 40% valeurs intermédiaires 
en % de la corde 


Fermeture Ouverture 
la le 
Figure 1 
Allure du couple de pivotement agissant sur les aubes en fonction de leur ouverture 


Parmi les 4 installations, les roues a et c figurent également au tableau 1. ; 
distributeur en conjugaison optimum; — — — — distributeur fixe. 
Relevés a vitesse normale. 
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résultats de mesures sous forme de coefficient aérodynamique en fonction de 
Vincidence de l’écoulement relatif, paragraphe 4.5. Il n’est cependant pas pos- 
sible de ramener exactement tous les points sur une méme courbe a cause des 
écoulements dans la troisiéme dimension [20]. Aux déplacements radiaux cor- 
respondent en effet d’importants changements dans la répartition du débit Sue 
Venvergure de la pale et aussi entre l’entrée et la sortie de la roue [12, 18]. Cc est 
une des raisons pour lesquelles le couple de pivotement a l’emballement doit 
étre déterminé au laboratoire: figure 2. 


M He 
ae ‘Dt, y 
eons | 

vitesse normale, Hmax 0.04% 

W = 0.214 £ 
fe : 002 

kg m effet centrifuge tk : 
i rove arrelee 001 

m Y= co , 

(6) O 
-0,01 

emballement 
Lene el Ve =f (Be) G22 
| -0,04 
S20 5 Pr I T 
(SE RN [ewe omens es 
== B. 
Figure 2 
Couples de pivotement d’aprés les mesures sur modéle réduit 
(chapitre 4) 


Les courbes dans ce diagramme résultent d’essais sur la roue tripale. La proportion entre le couple 
centrifuge et hydraulique correspond a l’exécution. Les grandeurs reportées sont directement pro- 
portionnelles au couple agissant sur la roue sous chute constante. 

Le sommet de la courbe du couple 4 l’emballement correspond A peu prés au maximum de la 
vitesse d’emballement en fonction de ouverture de la roue. 


3. Le couple de pivotement d’origine centrifuge 


L’effort de torsion qu’exercent les forces centrifuges sur une pale en rota- 
tion a été plus particuliérement étudié en aéronautique [2, 3, 8, 11]. Pour les 
turbines hydrauliques, les exposés publiés sont plutét qualitatifs. Pour rendre 
compte numériquement de l’effet centrifuge, nous avons fait une étude suc- 


a 
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_ cincte [5]. Nous en rappelons ci-dessous la formule principale, légérement modi- 
_ fiée pour les besoins de la pratique. 


3.1 Formule générale 


Il est commode, pour exprimer le couple de pivotement d'origine centrifuge, 
d'introduire la force de traction centrifuge F,, force que le constructeur cal- 
cule de toute facon: 

<a Tima = tnin sin 2 Bo 
M, =f, Bibs. aoe a 


Dans cette expression, F, est la force de traction centrifuge agissant sur la 
feuille de l’aube (a l’exclusion du moyeu: celui-ci, étant centri-symétrique par 
rapport a l’axe de pivotement, ne participe pas au couple); Rog. est la dis- 
tance entre l’axe de rotation de la roue et le centre de gravité de la feuille. Les 
rayons d’inertie principaux de la feuille et sa direction principale f, (para- 
graphe 1.3), sont définis a partir de l’axe de pivotement. 

On compare aisément l’expression ci-dessus avec celle du couple de pivote- 
ment causé par le pords de l’aube. Ce dernier couple pourra atteindre quelques 
pourcents de l’amplitude de M,, dans des roues d’un diamétre supérieur a 6 m, 
le rapport entre l’accélération terrestre et l’accélération centrifuge w? Rog. 
croissant avec les dimensions de la roue. 

Le couple unitaire centrifuge peut s’écrire 


cs Fa L \2 max)’ _ 
M,.= 32 bm (p,) [CF 


Le rapport entre la corde moyenne L et le diamétre extérieur D, met en évi- 
dence le fait que le couple est d’autant plus grand que l’aube s’étend sur une 
plus grande partie de la périphérie de la roue. C’est ainsi que parmi les turbines 
haute chute, celles qui ont relativement peu d’aubes subissent les plus grands 
moments de torsion centrifuge: tableau I, avant-derniére colonne. 


Ca ete 


3.2 Remarques au sujet des moments d’inertie 


On calcule les moments d’inertie le plus commodément en partant des 
coupes cylindriques. Le moment d’inertie maximum, calculé dans le plan du 
cylindre développé, est alors 4 multiplier par le facteur correctif 
Al ( L cos By y 


ier i 


D 


De toutes les coupes cylindriques résulte le rayon d’inertie maximum de l’aube 
imax+ Si le systéme d’axes utilisé a son origine au centre de gravité des profils, 
le rapport tmay|L varie remarquablement peu d'une aube a Vautre. Le rayon d’iner- 
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tie minimum qui, lui, dépend de I’épaisseur relative des profils est assez petit 
pour étre négligé. 

Il est donc aisé d’estimer rapidement le couple centrifuge en admettant 
POUL tmgz/L une valeur moyenne d’environ 0,23. Quant a la direction princi- 
pale fy, il suffit de Videntifier a l’angle de calage f, défini au paragraphe 1.3. 

La position des centres de gravité des profils par rapport a l’axe du touril- 
lon a une influence pratiquement négligeable sur le moment d’inertie de l’aube. 
En effet, la distance entre le centre de gravité et l’axe de pivotement ne dé- 
passe guére 5% de la corde (l’écart dans le plan perpendiculaire 4 la feuille 
doit susciter, avec la force centrifuge F,, un couple de flexion contrebalangant 
celui de la poussée hydraulique). En regard des 23% admis pour le rayon 
d’inertie, ces 5° sont effectivement négligeables puisque le rayon d’inertie par 
rapport au tourillon résulte de la somme des carrés de ces deux valeurs. 


3.3 Le rapport entre le couple d'origine centrifuge et celur résultant des pressions 
ala surface de l’aube 


Considérons les couples agissant entre deux coupes cylindriques de |’au- 
bage. Le rapport entre les deux catégories d’efforts peut s’exprimer, tant que 
le rendement hydraulique est proche de 1, par 


[( nae iy ( Tinin )] sin 2 B 
AMw = Ogube ; 4 : iB, E 0 : ‘Ss 
AM, Cruiae D3 


= a (2) 
Pn Fi 


On incorpore couramment le couple de pivotement centrifuge au couple 
hydraulique, admettant que leur rapport est constant pour un aubage donné. 
L’expression (2) permet de corriger cette hypothése lorsque c’est nécessaire. 
Tel est le cas des essais a l’air: le premier facteur du terme de droite varie entre 
l’exécution et son modéle aérodynamique, tous les autres facteurs restant in- 
changés. Pour l’exemple auquel se rapporte la figure 1a, le rapport des den- 


sités vaut 8,1, tandis que lors des essais aérodynamiques de cette méme ins- © 


tallation ce facteur s’élevait 4 780. La position du tourillon affecte aussi le 
rapport des couples (2) par le facteur e, qui est l’excentricité de la résultante 
des pressions. Si l’on veut utiliser cette notion d’excentricité a l’emballement 
lorsque 7, = 0<1, il faut remplacer dans 1’équation (2) mn W./U par le 
degré de réaction o, paragraphe 1.3. En se basant sur des mesures, sur des cal- 
culs selon I’équation (1’) et sur quelques estimations comme en permet Véqua- 
tion (2), on a établi le tableau 1. Les valeurs indiquées sont les couples maxima 
des quatre installations choisies, les valeurs extrémes étant celles qui intéres- 
sent davantage le constructeur. Le rapport des deux moments de torsion 
montre que c’est le premier aubage, le plus rapide, qui se préte le mieux aux 


nO 
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essais aérodynamiques. L’effet centrifuge ne risque pas d’y prendre des pro- 
_ portions prohibitives pour la détermination du couple résultant des pressions. 
Sans vouloir généraliser sur la base des quelques valeurs du tableau 1, on 
peut relever l’influence de la chute et du nombre d’aubes, influence qui est con- 
- crétisée dans l’équation (2) par S/D3, S étant la surface du profil utilisé. 


Tableau 1 
Valeurs extvémes des couples de pivotement pour différentes installations 


@iutetmasimum. ....... s,s «IE m 23 43°) THA 43 
NGribnend atbes. « « @ « sss ase we Z, = 3 4 5 8 


vitesse spécifique . n 
Be nega DOO la | vitesse spécifique 


puissance 10/10 | sans dimension. . Q = 67) 1,50) “1:40 |2 0,74 


Maximum du couple dé aux pressions en Kem 
conjugaison optimum . : Mi oa: Tee a 111) |-13 —10 +4 
M 
Rapport des maxima a vitesse normale . a — 0,16 0,15 0,34 0,33 
D 
Maximum du couple d’origine centrifuge Kem 
aawerballemnetituat. teen oes te. 6 ah LG, eT 10 9 17 6,7 


1) .Axe du tourillon 4 mi-longueur des profils d’ou forte tendance a la fermeture. 


4. Les essais 


Les mesures de couple de pivotement dont nous rendons compte ici ont 
été effectuées au laboratoire de mécanique des fluides des Ateliers des Char- 
milles 4 Genéve. Ces essais sur le modéle réduit d’une installation basse chute 
ont été faits a l’air. 

4.1 Caractéristiques du modeéle 


Le modéle est celui d’une machine rapide a axe horizontal du type a bulbe 
amont. 
Diamétre de la roue D, = 61,7 cm. 
Vitesse de rotation 7 = 1800 t/min lors de la plupart des essais a l’air. 
Nombre des aubes de la roue Z, = 1 a 4. 
Distributeur fixe dans une position adaptée a la roue tripale. Pour cette position 
du distributeur, le meilleur rendement était atteint sous des chutes corres- 


pondant a 
wiex 0,227;0,172; 0,142 pour 2Z,= 4; 3; 2. 


Il s’agit donc d’une machine rapide. La roue tripale, par exemple, a son meil- 
leur rendement avec un angle de calage des aubes 6, = 20° et un coefficient de 
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débit y = 0,223. Sa vitesse spécifique selon [4] est alors 
lo jees2 = 1,638. 
vVY 
Pour une telle machine, la vitesse spécifique 4 pleine charge serait de l’ordre de 
N, = 1000. 


Son caractére ressort aussi des proportions de l’aubage: 
Rapport entre les diamétres moyeu et roue y = 0,4. 
Surface de l’aube rapportée a la section de passage 


aube = 0,181 


d’oti résulte la corde moyenne selon la définition du paragraphe 1.3. 


5 = 0,434 


es 

2 
et le rapport de recouvrement moyen, paragraphe 1.3, A= (L/t) moyen = 
Z,°0,181. Ces valeurs correspondent 4 peu prés aux valeurs relevées dans la 
coupe cylindrique qui partage la section de passage en deux moitiés. Cette 
coincidence, sans étre nécessaire, facilite l’interprétation des résultats obtenus 
pour l’ensemble de l’aube. Dans cette coupe cylindrique, la ligne squelette a 
une fléche égale aux 3% de la corde. C’est par rapport a la direction de cette 
corde que l’angle de calage f, est défini. 

L’axe du tourillon passe 4 mi-longueur de la corde. 


4.2 La technique des mesures 


C’est directement par pesées que le couple de pivotement a été déterminé, 
et non par l’intermédiaire de relevés de pression sur l’aube. Ainsi le couple 
centrifuge est inclus dans la mesure. Pour que celui-ci, dans l’essai a l’air, ne 
masque pas le couple a¢érodynamique, des aubes creuses en Araldit stratifié 
ont été utilisées. Leur feuille a une densité moyenne d’environ 1 g/cm’. 

On mesure la rotation de la pale et de son tourillon sous l’effet du couple: 
un déplacement angulaire de 0,1° correspondant a 1’effort maximum. Cette 
rotation entraine un levier dont le déplacement est repéré électriquement par 
la variation de l’inductivité d’un circuit haute fréquence’). Le passage du 
courant alternatif de la roue aux instruments fixes se fait sans contact, par 
un transformateur coaxial avec la machine. 


3) Livré par la Maison Vibro Meter, Fribourg, Suisse. 
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La réduction de la traction centrifuge et l’emploi de palier-butée A billes 
empéchent que le couple de frottement ne fausse les mesures. 

A part les mesures nécessaires 4 la détermination du rendement, des son- 
dages ont été faits en aval et surtout en amont de la roue. Ces derniers per- 
mettent de reconstituer les vitesses relatives 4 l’aube en grandeur et en direc- 
tion. Il est ainsi possible de présenter une partie des résultats sous forme de 
coefficients d’un caractére plus général, indépendants de l’installation. Une 
pesée de la poussée axiale serait plus expéditive que les sondages; a défaut 
d’une analyse de l’écoulement, elle permettrait une généralisation des résultats 
comme celle que vise le paragraphe 4.5. 


4.3 La mesure du couple centrifuge 


Une mesure d’étalonnage consiste 4 déterminer le couple d’origine centri- 
fuge. Pour l’isoler, l’aubage a été placé entre deux disques fixés l’un en amont, 
Vautre en aval sur le moyeu. Entre ces disques les mouvements de I’air sont 
assez faibles pour ne pas fausser la mesure du couple centrifuge. Celui-ci s’est 
naturellement révélé fonction de l’angle de calage selon la sinusoide de 1’équa- 
tion (1). Une confrontation entre des pesées faites avec une aube d’aluminium 
— donc de densité uniforme — et le calcul, qui dans ce cas n’a rien de probleé- 
matique, a révélé une concordance entre les directions principales de moins 
d’un quart de degré d’angle, et de 1% entre les amplitudes. 


4.4 Les résultats de mesure du couple aérodynamique 


La figure 2 donne l’essentiel des résultats sous la forme la plus commode 
pour le constructeur du mécanisme de réglage. 

Toutes les courbes se rapportent 4 la méme valeur du coefficient y, corres- 
pondant a la chute maximum pour l’exécution. Les ordonnées sont donc toutes 
a la méme échelle. Leur grande variation suivant la vitesse de rotation est 
principalement imputable aux variations dans les pressions dynamiques aux- 
quelles l’aube est exposée. 

On réduit considérablement le domaine de variation des résultats en intro- 
duisant une pression dynamique de référence qui tienne compte des vitesses 
U et C,, [5]. Pour cela, les mesures faites pour la détermination du rendement 
suffisent. On peut faire un pas de plus dans le sens de la généralisation: para- 
graphe 4.5. 


4.5 La détermination de coefficients aérodynamiques 


Nous introduisons ici les définitions appliquées aux profils isolés. Considé- 
rons une coupe cylindrique de l’aubage. Nous y définissons a partir des vitesses 
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Figure 3 


Esquisses de principe pour les définitions des parameétres de grilles et des vitesses 
Les forces considérées sont celles agissant sur une aube. 
Le triangle des forces se rapporte 4 un écoulement plan sans pertes. Il est alors semblable au triangle 
formé par les vitesses Woo, Cy»; Wass : 


figure 3 le «degré de réaction cinématique» [19] 


Wes 
Ocin — Ts (3) 


Au moyen de ce rapport de vitesses et des coefficients d’écoulement et p 
définis dans la coupe considérée on peut exprimer la pression dynamique de 
référence W.2 0/2 

We2/2  (WeofU)2 PR + Cin 


“= = 4 
eis WR YR ( ) 


Si l’on dispose de résultats de mesure en amont de la roue, caractérisant le 
distributeur, on calculera @,;,, d’aprés: 


Grin = 1— pp ctgay + SE. (5) 
Si l’on dispose de mesure de poussée axiale, on pourrait, dans une certaine 
mesure, assimiler le degré de réaction cinématique au degré de réaction moyen 
défini par le coefficient de poussée hydraulique, comme si l’écoulement était 
plan et sans pertes: 

eles 


Ocin > - 1 — 
Ostuiae & Hn my Dj (1 — v?) 


Quant a la direction de la vitesse moyenne W,,, elle résulte, selon la figure 3, de 


t es Coin < 
Lis are (6) 


Pour rendre compte du comportement de la pale entiére, nous choisissons 
lerayon R = R, Va + v*)/2 et nous reconstituons un écoulement a partir des 


PO Oe A AD 
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Wo 2 = R 2 
te =—?+ (2. ei} (4’) 


wee [u, B Cm aR? vn (5’) 
UR [CyadR?  4(R/R,)? 


mesures intégrales 


Ox, = 


Le dépouillement selon (4’) et (5’) a livré les points de mesure de la figure 4, 
que les calculs feront mieux comprendre. 


0,1 


0,08 


Cu 


0.06 


1 ae Sy a 


Figure 4 


Coefficient de couple aérodynamique résultant de quelques mesures avec B, = 7° 
Les points résultant du dépouillement selon le paragraphe 4.5 sont destinés 4 faire ressortir l’in- 
fluence du nombre d’aubes. Celui-ci se manifeste particuliérement comme effet de grille, fonction 
du recouvrement A. 


5. Calculs relatifs au couple résultant de la répartition de pression 


Certaines lois qui président aux variations du couple de pivotement hy- 
draulique des figures 1, 2 et 4 ressortent de calculs relativement simples. Tous 
ces calculs se rapportent au développement dans le plan de coupes cylindriques. 
Les effets de déplacements radiaux [9, 10], du frottement, d’éventuelles zones 
de décollement, de cavitation sont négligés. De ce fait le calcul exact de l’em- 
ballement est exclu; par contre, le comportement de l’aubage dans les condi- 
tions de marche normales est assez bien rendu pour confirmer nos résultats 
expérimentaux. 

La confrontation des répartitions des pressions mesurées et calculées montre 
qu’en régime turbine, l’influence du frottement sur la position de la résultante 
des pressions est faible. Nous avons ainsi dépouillé les figures 99, 101 et 105 a 
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107 du travail [15] pour constater des déplacements sous l’influence du frotte- 


ment inférieurs 4 2% de la corde et généralement vers l’amont. 


5.1 Les deux cas limites du profil isolé et de la grille serrée 


Le changement dans le sens de la cambrure que l’on constate entre les 
courbes 1a, 1b, 1c d’une part et la courbe haute chute 1d d’autre part peut 
s’expliquer par des considérations trés schématiques. Si l’on poursuivait la 
série des figures 1 par des machines de plus en plus rapides, le nombre ‘des 
aubes et la corde de leurs profils diminuant, on arriverait finalement a consi- 
dérer des aubes se comportant comme des profils isolés, sans effet de grille. 
Aubage semblable a celui de moulins a vent du type hélice. 

Inversément, une extrapolation au dela de la roue haute chute (figure 14), 
conduirait théoriquement a envisager un aubage aussi serré que celui de cer- 
taines turbines 4 vapeur ou d’une Francis. Nous passons ainsi a la limite d’une 
succession dense de lignes squelette. 

Nous comparons nos turbines schématiques sous une chute constante et a 
vitesse de rotation constante. Le couple moteur est alors proportionnel au dé- 
bit. Pour nos «grilles» cela signifie que, dans la figure 3, AC,, et U sont cons- 
tants et que la force tangentielle est proportionnelle a C,,. Sans pertes, la 
poussée axiale est proportionnelle a W,,, et la résultante a W,.. 

5.11 Schéma de la machine rapide. Une machine extrémement rapide n’aura 
point d’appareil directeur [7]. A la limite, 4 C,, sera négligeable en regard de U. 
Le degré de réaction sera indépendant du débit. Sur cette base, la figure 5 a 
été établie. Le profil est schématique lui aussi: NACA 8400, donc sans épais- 
seur. C’est la ligne squelette de [15]. Pour un angle de calage de 25° nous 
avons admis la condition d’écoulement «sans choc»*). Méme des hypothéses 
aussi simples rendent l’allure des couples de pivotement comme ceux de la 
figure 1b et 1c, suivant la position admise pour le tourillon. 

Un appareil directeur fixe déplacerait le sommet de la courbe vers des 
ouvertures de roue plus grandes (ligne pointillée, figure 5b). Le degré de réac- 
tion diminuerait lorsque la roue s’ouvre, tout comme la poussée hydraulique 
mesurée sur les Kaplan rapides. 

5.12 Schéma de la machine lente. La turbine lente a un appareil directeur 
réglable dont l’ouverture est fonction de celle de la roue. La conjugaison de 
ces deux ouvertures doit assurer le rendement maximum. Nous schématisons 
cette condition par celle d’une entrée tangentielle (ne pas faire intervenir l’as- 
pirateur dans la recherche du meilleur rendement est d’autant plus licite que 


4) Iln’y a point de choc tant que la compressibilité du fluide n’entre pas en jeu. Nous qualifions 
d’entrée sans choc la condition symétrique de celle que l’on impose toujours a l’aréte de sortie: 
le point d’arrét doit se trouver a l’extrémité de la ligne squelette. L’entrée est tangentielle. 


ae 


ey ye 
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la vitesse spécifique est faible). Cette méme conjugaison a été choisie pour 
tracer les courbes en trait fin de la figure 5b. 

La «grille» assure une déflexion angulaire constante qui, pour les profils 
NACA 8400, est de 36°. Dans une grille infiniment serrée le calcul des couples 
a pivotement reléve simplement de la géométrie. Il conduit a des intégrales 

u type 


i y y’y" dx pour le couple dé a la force axiale paralléle a x, 
et 
a x y" dx pour le couple dé a la force tangentielle paralléle a y. 


ACcu 
-1 4 1 1 4 L 1 1 lug 
o° 30° 60° f, 30° 60° 
Fermeture Ouverture lz —~= Ouverture 
Figure 5a Figure 5b Figure 6 


Figure 5. Couple de pivotement sans dimension ws et degré de réaction 0 d’une turbine trés rapide 
schématisée par le comportement sans pertes d’un profil isolé (paragraphe 5.11) 
Profil choisi sans épaisseur: NACA 8400. 
Positions du tourillon: 1/4 et 1/2 de la corde a partir de l’aréte d’entréc.: 
La tendance prédominante a4 la fermeture méme lorsque l’axe de pivotement passe a 1/4 de la corde 
provient dela cambrure. Celle-ci assure toute la portance aux points d’adaptation —définis par l’entrée 
tangentielle de l’écoulement (un accroissement de l’angle d’incidence agirait comme le montre la 
figure 8). 

a) Sans distributeur. L’aubage est établi pour une entrée tangentielle, sans choc, pour un angle de 
calage B, = 25°. Le domaine de variation d’ouverture de la roue a été prolongé loin au dela des 
ouvertures d’une machine réelle. Il n’y a pas de fermeture au sens géométrique telle qu’elle se 
réalise lorsque 2 > 1. Le débit cesse lorsque la puissance développée par la turbine est réduite a 
zéro — a ce régime précis puisqu’il est fait abstraction des pertes. 

b) Avec distributeur. ————  — ouverture du distributeur constante; l’entrée tangentielle, sans 
choc, a été choisie pour Be = 50°; ———— conjugaison optimum entre l’ouverture du distributeur 
et celle de la roue de maniére a réaliser une entrée sans choc 4 tous les débits. 


Figure 6. Couple de pivotement sans dimension yu et degré de réaction 9 d’une turbine trés lente schéma- 

tisée par le comportement sans pertes d’une grille formée de lignes squelette trés serrées (paragraphe 5.12) 

Le distributeur est supposé en conjugaison optimum avec la roue de maniére a assurer une entrée 
tangentielle sous toutes les charges. 
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—«—— Fermeture Ouverture ——s 


Figure 7 


Déplacements du centre de poussée en fonction de V ouverture de la roue dans les conditions d’ écoulement 
sans choc — entrée tangentielle 


Le centre de poussée est défini comme I’intersection entre la corde du profil et la ligne d’action 
d’une force normale a la corde (figure 3). La grandeur J, permet de déterminer le couple de pivote- 
ment tant que l’incidence dgo est faible. 


La courbe présentant les plus fortes variations correspond au cas limite d’une grille serrée (para- 
graphe 5.12). Des valeurs moins influencées par l’angle de calage B. ¢ proviennent de calculs de grilles 
avec A = 1 [15] dépouillés selon le paragraphe 5.21. 


Ce sont des intégrations élémentaires dans le cas de profils formés de para- 
boles, comme la plus ancienne série NACA, dont fait partie le squelette choisi. 
La courbe A = co (figure 7) résume une partie des calculs. 

Sans autres hypothéses, la figure 6 en résulte. Elle rend bien la cambrure 
vers le haut du diagramme 1d. Ce dernier est basé sur des mesures qui ne 
rendent pas compte de la fin de course cété fermeture. En se basant sur la 
fermeture de machines moins lentes, telle que celle de la figure 1c, on peut 
néanmoins confirmer la tendance a l’ouverture qui ressort du calcul en F. 
Une autre confirmation réside dans un calcul hydrostatique de la fermeture. 

5.13 Influence de l’ ouverture du distributeur. Pour des degrés de réaction et 
pour des ouvertures du distributeur moins grands que ceux admis aux para- 
graphes 5.11 et 5.12, les profils seraient exposés 4 une pression dynamique 
Wz 0/2 réduite. A débit constant, cette réduction est plus forte que celle 
qu'entraine, pour la force résultante, la diminution du degré de réaction. Le 
coefficient de portance devra donc augmenter — selon les hypothéses faites au 
paragraphe 5.1 en raison inverse de W,,. Cet accroissement du coefficient est 
réalisé par une augmentation de l’angle d’incidence 6,, par rapport au profil. 

La part de la portance due a l’incidence, par opposition A celle réalisée dans 
un écoulement «sans choc» par la cambrure seule, a une ligne d’action passant 
plus pres de l’aréte d’entrée, par le «centre aérodynamique». Celui-ci se trouve 


ee 
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Orel G50 et 15 


Res. 
A 
oS) /\ ‘ig Res. sans choc 


Figure 8 


Lexcentricité de la résultante des pressions reportée en fonction du coefficient de portance 
L’excentricité ¢ est définie de maniére a permettre le calcul du couple de pivotement quelle que soit 
Pincidence dg (figure 3). C r,s influence davantage l’excentricité de la grille que celle du profil isolé. 
Le coefficient de portance ¢p,, est rapporté ici 4 la valeur qu’il prend dans 1’écoulement sans choc, 
sous l’effet de la cambrure seule. Cette valeur varie beaucoup avec les paramétres de la grille. La 

pression dynamique de référence de Cp,, est, comme pour Cy, celle de Woo. 


au quart avant du profil 7solé. Les couples des figures 5a et 5b qui se rapportent 
a un axe de pivotement au % de la corde auront donc — par la définition méme 
du centre aérodynamique — des coefficients aérodynamiques indépendants de 
Youverture du distributeur. Les couples eux-mémes sont influencés comme le 
montre une comparaison entre les courbes en trait continu et pointillé de la 
figure 5b. En cela, les intersections A des figures 5b et 1b sont semblables. 

L’effet de grille provoque un déplacement du centre aérodynamique vers 
lentrée. En effet, dans le cas limite traité au paragraphe 5.12 la force prove- 
nant d’une entrée non-tangentielle se place sur l’aréte d’entrée. La fermeture 
du distributeur provoque donc de plus grands déplacements de la résultante 
dans l’aubage haute chute que dans l’aubage rapide sans effet de grille 


(figure 8). 


5.2 Cas intermédiaire des grilles de turbines 


Le calcul des grilles d’aubes peut se faire en partant d’un profil donné, 
profil dont on cherche le comportement aérodynamique en grille. Cette premiére 
maniére de poser le probléme nous permettra de préciser les tendances géné- 
rales esquissées plus haut. On peut aussi partir directement des conditions 
imposées a l’écoulement: triangle de vitesses a réaliser, coefficient de portance 
et distribution de circulation et d’épaisseur susceptibles d’assurer une réparti- 
tion de pression favorable. Le calcul livre alors le profil et les paramétres A et 
B, de la grille. Cette deuxiéme fagon de procéder est celle du tracé d’aubage 


220 BERNARD CHAIX ZAMP 


dont nous citerons un exemple basé sur la méthode du professeur ACKERET 
Leis 

5.21 Calculs de grilles a partir d’un profil donné. Parmi les travaux du pro- 
fesseur SCHLICHTING, les diagrammes de répartition de pression de [15] nous 
ont permis de déterminer le centre de poussée sur le profil NACA 8410. C’est 
la ligne d’action de la force agissant normalement 4 la corde qui est ainsi re- 
pérée, et ceci pour différentes dispositions de grille. 

La courbe ainsi obtenue pour A = 1 et une entrée tangentielle (figure 7), a 
un caractére intermédiaire entre les deux extrémes des paragraphes 5.11 et 
5.12. La position de la force imputable a la cambrure varie un peu suivant 
louverture de la roue. La force ne se place pas entre les positions extrémes 
correspondant a 2 = 0 et A = oo a cause de 1|’épaisseur du profil — effet que 
le tableau 2 et le paragraphe suivant illustrent. 

5.22 Calcul de grilles partant de données hydrauliques. Nous utilisons la 
méthode du professeur ACKERET sous sa forme la plus récente [13], telle qu’elle 
a déja été utilisée pour une Kaplan [9], chapitre IV.3. Mais, par opposition a 
ce qui est usuel lors du tracé de l’aubage, nous n’avons pas introduit d’emblée 
l’épaisseur, afin d’en repérer l’influence. Pour réaliser le méme triangle de 
vitesse et la méme répartition de circulation (figure 9), nous avons ainsi trouvé 


profondeur de /a grille L U = 


I 
t 
| 
| 
| 
| 


UOLDININI DJ 
ap ay!suajuy 


Figure 9 
Répartition de la circulation sur la profondeur de la grille admise pour le calcul selon la méthode Ackeret 
Pour le calcul, ies singularités sont admises comme fonctions de la profondeur de la grille. Ici la 
répartition de la circulation est formée de fractions d’une ellipse dont le rapport des axes vaut 0,15. 
Comme la circulation, l’épaisseur NACA 0005 a été distribuée en fonction de la distance entre les 
plans d’entrée et de sortie de la grille. 


3 profils: 1° celui d’une grille serrée comme au paragraphe 5.12 et qui repré- 
sente l’approximation d’EuLER de l’écoulement désiré; 2° le profil sans épais- 
seur, se réduisant a une ligne squelette, avec une corde a peu prés égale au pas; 
3° le profil utilisable, avec une répartition d’épaisseur apparentée a celle du 
NACA 0005. 

La force résultant de la répartition de pression autour du profil a une posi- 
tion différente dans les trois cas, comme le montre le tableau 2. Comme pour 
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la figure 7, l’écoulement d’entrée est tangentiel, dit sans choc. A circulation in- 
_changée, la résultante se déplace vers la zone d’épaisseur maximum. 

Pour rester dans la limite de notre sujet, bornons-nous a signaler qu’aprés — 
avoir librement choisi la répartition de circulation et d’épaisseur nous parais- _ 
sant susceptible de donner le plus de sécurité contre la cavitation, il est com- 
préhensible que nous ayons obtenu du premier coup un profil ayant sur les 
2/, de son dos une pression constante a 5% de W{ 9/2 prés. C’est précisément 
1a l’un des avantages de la méthode citée, particuliérement important lorsque le 
danger de cavitation impose des conditions strictes a la répartition de pression. 
Evidemment Jlinfluence de l’angle de calage, variable dans une Kaplan, 
échappe a ce mode de calcul. Nous pensons que c’est l’un des points a élucider 
par les essais, ceux-ci étant — pour le moment du moins — indispensables aux 
conditions de marche extrémes, en particulier a ]’emballement. 


6. Conclusions 


L’estimation du couple de pivotement d’origine centrifuge et de ses varia- 
tions peut étre faite d’une maniére trés expéditive. Ce couple peut faciliter con- 
sidérablement la fermeture a l’emballement. Cependant, c’est le couple hy- 
draulique qui donne son caractére aux variations des efforts de réglage. 

Les différentes allures du couple de réglage en fonction de l’ouverture de la 
roue sont assez bien rendues en considérant les cas limites d’un profil isolé et 
d’une grille formée de lignes squelettes trés serrées. Ainsi ressort l’effet observé 
de la vitesse spécifique, de la position du tourillon et de l’ouverture du distri- 
buteur. 

L’effet de grille, souvent étudié quant au coefficient de portance, se fait 
aussi sentir sur le coefficient de couple, et dans une certaine mesure sur la posi- 
tion de la résultante. Dans une grille, la force résultant de la cambrure se dé- 
place suivant l’angle de calage des profils, donc suivant l’ouverture de la roue. 
Elle se rapproche du bord de fuite 4 la fermeture. Quant a la force résultant de 
l’angle d’incidence, elle passe de 1% de la corde du profil isolé a l’aréte d’entrée 
dans l’extréme cas de la grille serrée. Un tel déplacement vers l’entrée peut 
aussi étre imputable a |’épaisseur du profil. 

A part les relevés de travail de réglage, des résultats de mesures de couple 
de pivotement sur modeéle réduit sont présentés. 

Pour terminer, je tiens 4 exprimer ma reconnaissance au professeur R. NEE- 
SER, président du Conseil d’administration des Ateliers des Charmilles. Tenant 
a participer a cette publication, il m’a permis de bénéficier de la documentation, 
des collaborateurs et du temps nécessaires a ce travail. Ma gratitude va aussi 
a mon vénéré maitre, le professeur ACKERET, en particulier pour la maniére 
dont il m’a facilité usage de sa méthode. 
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Summary 


The knowledge of the twisting moment acting on the blades of turbines is 
particularly important for the construction of Kaplan water turbines. The 
moment due to the centrifugal forces is shown to amount to as much as 30% of 
the maximum hydraulic moment. Moments of rotation were measured at the 
Charmilles Engineering Works on a model runner with various numbers of blades. 
Measurements on radii upstream allow a computation similar to the one used in 
aerodynamics for isolated aerofoils. The character of governing forces measured 
in various plants can easily be explained by the behaviour of cascades in both 
limit cases of a very rapid and very slow runner, i. e., cord/pitch = 0 and oo. 
Pressure distributions calculated by SCHLICHTING on actual cascades show an 
intermediate tendency of the pitching moment in function of the stagger angle. 
Calculations made with the Ackeret method show the influence of thickness when 
the distribution of the vortices is unchanged. 


(Recu: le 11 décembre 1957.) 
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Le flux d’énergie en mécanique: 
Application aux turbo-machines 


Par GEorGES DarRIEvs, Paris, France?) 


Introduction 


La notion de flux d’énergie semble avoir fait sa premiére apparition en 
1884 dans le célébre et élégant théoréme que PoynTING a déduit des équations 
de MaxwELt en électrodynamique?). Huit ans plus tard W. WIEN a développé 
Vapplication aux divers chapitres de la physique de cette notion séduisante et 
éminemment suggestive, dans un important mémoire des Wiedemann’s 
Annalen*). Enfin Vitro VOLTERRA au Congrés de physique de Céme en 1899, 
dans un exposé volontairement élémentaire, a étendu l’emploi de cette notion 
au cas de champs tels que celui de gravitation. 

La détermination du flux d’énergie suppose une définition préalable de la 
localisation de l’énergie. 

Seule la théorie de la relativité s’est montrée en mesure, par le principe 
d’équivalence de la masse et de l’énergie d’ EINSTEIN, d’assigner a l’énergie interne 
une valeur absolue bien définie qui permette d’en effectuer le bilan sans 
ambiguité. 

Néanmoins le caractére pratiquement illusoire dans l’immense majorité des 
cas, de cette énergie totale, conduit a lui substituer en général une énergie 
utilisable évaluée chaque fois a partir d’un zéro conventionnel plus ou moins 
arbitrairement choisi conformément au point de vue qui a longtemps prévalu 
en thermodynamique, de l’ancienne énergétique (LE CHATELIER, DUHEM, 
OsTWALD... etc.), laquelle se refuse a définir l’énergie interne autrement que 
par ses échanges avec l’extérieur, c’est-a-dire 4 une constante arbitraire prés. 

Une premiére partie du flux d’énergie est assurée par le transport, solidaire- 
ment avec celui de la matiére, de |’énergie ainsi localisée et comprenant, par 
unité de masse, l’énergie interne E et l’énergie cinétique V?/2, de sorte que 
l’énergie totale par unité de volume est (E + V?/2) 0, et le flux d’énergie a 
travers une surface quelconque immobile dans le champ est égal au flux a 
travers cette surface du vecteur (E + V?/2) ov, en désignant par v le vecteur 


vitesse. 


1) Cie Electro-Mécanique. 
2) J.H. Poyntine, Phil. Trans. 175, 343 (1884). 
3) W. Wien, Ann. Phys. 45, 685 (1892). 
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Cette premiére partie du flux d’énergie existe seule dans le cas du transport 
ordinaire en réservoirs, en wagons-citerne... etc., des matiéres porteuses 
d’énergie, telles que les combustibles solides, iauides ou gazeux, les explosifs, 
les gaz comprimés... etc., renfermés dans des enveloppes (emballages) entre 
lesquelles ne se transmet aucune action mutuelle. 

Une deuxiéme partie se manifeste en méme temps que ces actions mutuelles, 
sous la forme du travail que développent alors par l’effet du mouvement les 
contraintes correspondantes au sein du milieu, et doit étre considérée comme 
«transmise» a travers la matiére indépendamment du transport proprement dit 
de l’énergie interne qui accompagne son propre déplacement. 

Si nous désignons dans le cas général par N;,; le tenseur des pressions in- 
ternes (N,, par exemple est la composante suivant la coordonnée x, de la force 
par unité de surface exercée par le cété négatif du milieu sur le cété positif, 
4 travers un élément de surface ds, normal a x,), la force exercée a travers un 
élément de surface ds” normal au vecteur-unité 1, a pour composante suivant 
%1,aN ,,= ds* N,1, de sorte que son travail par unité de temps, ou puissance 
transmise a travers |’élément de surface dans le sens du vecteur normal n, a 
pour valeur dN,,,v' = ds* N,,v', produit scalaire du vecteur ds par le vecteur 
de composantes S, = N,v", ou flux a travers |’élément de surface du vecteur 
S,. C’est a cette deuxiéme partie, «transmise», par les contraintes du milieu, 
que se réduit le flux d’énergie dans le cas d’un corps dont l’énergie interne se 
réduit a une énergie élastique nulle ou négligeable, comme dans le cas du corps 
solide, des courroies ou cables inextensibles, ou du fluide incompressible (trans- 
missions hydrauliques). 

Dans le cas du fluide parfait ou de viscosité négligeable, le tenseur des 
contraintes dégénére en une pression $, indépendante de l’orientation, et le 
flux d’énergie correspondant se réduit au vecteur # v dirigé suivant le vecteur v. 

Le flux d’énergie total est ainsi représenté dans ce dernier cas (pression 
hydrostatique) par le flux du vecteur 


également dirigé suivant le vecteur v 


L’ensemble E + 4/0 = E + 0 des deux premiers termes de la parenthése, 
en désignant par o = g~! le volume spécifique, représente l’enthalpie H ou 
chaleur totale par unité de masse du fluide. 

Remarquons d’ailleurs que, dans cette expression, la part p o qui provient 
de l’énergie transmise de proche en proche dans le fluide par les contraintes 
qui y régnent, n’appartient pas en propre a l’élément considéré, mais au 
systéme entier, bien qu’elle se manifeste de la méme maniére que l’énergie 
interne et puisse étre rapportée comme elle a l’unité de masse. 
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Dans le cas, trés étendu et seul considéré ici, d’un fluide parfait non sou- 
mis a des échanges de chaleur et dont les changements d’état sont ainsi prati- 
quement isentropiques, la variation d’enthalpie, variation d’une fonction d’état 
ou différentielle exacte, dH =odp+TdS se réduit a son premier terme, 
de sorte que dans le cas d’une phase homogéne ow la densité et le volume 
spécifique o ne sont plus ainsi fonction que de la seule pression 4, l’enthalpie H 
se réduit a la fonction méme de la pression JJ = if dp/o qu’aménent a considérer 
en hydrodynamique les équations (EULER, BERNOULLI) des fluides parfaits. 

Calculons maintenant la divergence du flux d’énergie pour mettre en évi- 
dence les diverses sources d’ot procéde ce flux: 


divS = div|(H + 5) oo] = (4 + 5) dive + (grad(#+ 7), 9) 


ou le deuxiéme terme représente le produit scalaire du gradient de H + v?/2 
par le vecteur 0 v. 

Or div 9 v = —0e/dt en vertu de l’équation de continuité, et l'ensemble des 
équations d’EULER qui représentent les lois dynamiques du mouvement du 
fluide peut se mettre sous la forme vectorielle: 


ov 


=p UA rotu= & 


y2 
grad (H + 5) > 
ou v A rotv désigne le produit vectoriel de v par son rotationnel ou vecteur 
tourbillon rot v, et F la force de volume, telle que la gravité, appliquée au 
fluide et rapportée a l’unité de masse. Comme le produit scalaire de v A rotv 
par v est identiquement nul, la divergence de S se réduit, en tirant grad 
(H + v?/2) de la derniére équation, a 


div S = — (H+ >) ae (5 0 v) +o (v F) 


ou, en notant que 


et que 


ap Ty dsH oO ee Op 8h 
Hw? = 2 He) -0 5 - % |(Et+ )e| Greeny lege 


. 0) v2 
divS=— 5 (eE+05)+0F). 


Le premier terme représente évidemment la contribution que donne ala 
puissance ou au flux d’énergie a travers une surface quelconque fermée immo- 
bile, la diminution de l’énergie totale, o (E + v?/2) par unité de volume, ren- 
fermée a l’intérieur de cette surface, tandis que le deuxiéme terme représente 


228 GEorRGES DARRIEUS ZAMP 


l’apport du travail des forces extérieures appliquées au fluide supposées distri- 
buées de maniére continue sous la forme des forces de volume qui intervien- 
nent dans les équations d’ EULER. 

Dans le cas général ot ces forces de volume F, distribuées de maniére 
quelconque au sein du fluide, ne dérivent pas d’un potentiel, de sorte que la 
conservation du tourbillon suivant le théoreéme de CaucHY-HELMHOLTZ n’est 
plus assurée, il demeure cependant possible de représenter la force F comme la 
somme —gradU +N, du gradient d’un potentiel —U et d’un vecteur N 
normal a rotv. 

Une détermination du potentiel U peut s’obtenir en notant que les projec- 
tions F, et —(gradU),, de F et de —gradU, sur la direction / de rotv sont 
égales, puisque N est normale a cette direction par définition. 

Le potentiel U se calcule ainsi de proche en proche en intégrant l’équation 
ci-dessus le long des différentes lignes tourbillon, a partir de leur intersection 
respective avec une surface quelconque prise arbitrairement comme équi- 
potentielle Up, 

1 
fee /F, dl . 


0 


La force N = F + gradU = F, + (gradU), se trouve ainsi déterminée, 
et puisqu’elle est normale a rotv, il est permis de la poser égale au produit 
vectoriel —w A rotv, en définissant ainsi en tout point du champ de tour- 
billons, une vitesse w en outre normale a rotv, et résultant du caractére par- 
tiellement non irrotationnel de la force F. 

L’équation d’EuLEr prend ainsi la forme 


_ —(v—w) A rotv + grad (H + tek U) =0. 


Son intégration le long d’un circuit fermé fait disparaitre le terme en grad, 
tandis que l’intégrale des deux premiers termes représente (comme on peut 
s’en assurer aisément par l’application du théoréme de STOKES, suivant une 
forme de raisonnement que HERTZ a utilisée dans le calcul analogue de la force 
électromotrice induite dans un circuit mobile) la dérivée par rapport au temps 
de la circulation le long du circuit dans le cas ot les différents points de ce cir- 
cuit se meuvent avec la vitesse w = v — w). La conservation de la circulation 
ou du tourbillon total embrassé est ainsi assurée, non plus pour un circuit 
fluide ou se déplagant en tout point avec la vitesse méme v du fluide, comme 
dans le cas des forces conservatives (théoréme de CaucHyY-HELMHOLTZ), mais 
pour un circuit mobile tel que dans la région ot les forces ne dérivent pas d’un 


4 il i ne ; able 
) Le choix des notations u, v, w s’inspire des conventions usuelles de la théorie des turbo- 
machines: “ = vitesse d’entrainement, v = vitesse absolue, w = vitesse relative. 
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potentiel, le fluide se meut par rapport a lui ou par rapport aux tubes tour- 


_ billon (tourbillons liés) avec une vitesse relative w. 


Le cas des turbomachines ou les forces extérieures sont transmises au fluide 
par l’intermédiaire d’aubes solides autour desquelles existe une circulation 
donnant lieu a une portance suivant le théoréme de Kutra-JouKowskI, peut 
étre ramené au cas du fluide indéfini par la fiction (PRANDTL) qui consiste a 
substituer aux corps solides immergés tels que les aubes (figure 1), un volume 


 fourbillons 
libres 


Figure 1 


La distribution des vitesses dans la couche limite qui résulte de la viscosité peut étre reproduite 
en fluide parfait par l’introduction, en chaque point du volume tourbillonnaire, d’une force H 
(par unité de masse) normale 4 la fois a la vitesse v et au tourbillon rotv qu’elle immobilise 
(tourbillon «lié»). 


équivalent de fluide, siége de tourbillons liés distribués, soit sous forme lamel- 
laire le long des parois de l’aube, soit plus correctement au point de vue physi- 
que, dans les zones minces que constituent les couches limites, afin d’assurer 
dans les deux cas la transition entre le domaine immobilisé intérieur et celui, 
en général irrotationnel, du courant extérieur. 

Tout champ de vitesses ainsi prescrit arbitrairement (ainsi que la pression 
que lui fait correspondre l’équation d’état) peut étre réalisé en assignant a la 
force de volume F appliquée au fluide la valeur qui satisfait a I’équation 
d’EULER. 

Les forces F ainsi distribuées a travers la zone des tourbillons liés, et dont 
l'ensemble équivaut aux forces que l’aube exerce réellement sur le fluide qui la 
baigne, sont telles qu’elles assurent la conservation de ces tourbillons, en 
méme temps que leur progression a travers le fluide avec la vitesse relative 
—w, et, dans un écoulement stationnaire, la permanence de leur configuration. 

Dans le cas, fort important en pratique, des écoulements plans, la force F, 
située dans le plan et normale a rotv, se réduit 4 N = —w A rotv, ou a 
—v ( rotv pour une aube stationnaire (w = 0). S’il s’agit par surcroit d’une aile 
isolée dans un courant indéfini de fluide incompressible de vitesse V a l’infini, 
en posant v= V+ v’ ot v’ représente au point considéré la vitesse induite 
par le champ de tourbillons, l’intégrale at (v' A rotv) g ds étendue a une tranche 
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d’épaisseur unité de l’aube ou du volume tourbillonnaire s’annule en raison de la 
réciprocité des actions mutuelles de deux filets tourbillon considérés deux a 
deux, tandis que V se met en facteur dans le terme restant / — (V A rotv) 
ods de sorte que la résultante if —N dS des forces appliquées a l’aube par le 
fluide devient égalea 9 V A I’, ot '= i rotu dS représente la circulation, ce 
qui est l’expression méme du théoréme de KutTa-JOUKOWSKI. 


Cas du mouvement permanent 


Dans le cas du mouvement permanent tel que l’écoulement a travers une 
grille fixe d’aubes directrices, l’enthalpie totale par unité de masse: 


jab Pia RE ll dp v2 
ee ae 


est, d’aprés le théoréme de BERNOULLI, soit constante pour toute l’étendue du 
fluide dans le cas du mouvement irrotationnel, soit au moins constante le long 
de chaque filet, quoique différente d’un filet 4 l’autre, dans le cas rotationnel; 
mais méme en ce dernier cas le gradient de cette enthalpie totale est per- 
pendiculaire aux filets ou a la vitesse v, de sorte que le deuxiéme terme 
(grad[H + v?/2], 0 w) disparait encore dans l’expression (2) de la divergence du 
flux d’énergie. 

La conservation du flux d’énergie est alors assurée simplement par l’annu- 
lation de la divergence de ov qui résulte de l’équation de continuité. 

Le cas d’une grille d’aubes mobiles, quoique ne constituant pas un mouve- 
ment strictement permanent pour un observateur fixe, peut néanmoins étre 
considéré comme tel dans l’hypothése, approchée pour les anciennes turbines, 
qui est celle de la théorie 4 deux dimensions de LORENZ, ou les aubes infiniment 
nombreuses et serrées peuvent étre considérées a la limite comme exercant sur 
la masse du fluide des forces F distribuées de maniére continue dans le volume, 
et de révolution autour de l’axe. 

Dans ce cas les forces F, normales a la surface de l’aube, c’est-a-dire A la 
vitesse relative, développent le méme travail [o (v F) = o (w F)j, que leur point 
d’application soit considéré comme lié au fluide (vitesse v) ou a l’aube (vi- 
tesse u). : 

Mais alors le théoréme de BERNOULLI n'est plus vérifié, et le gradient de 
l'enthalpie totale n’est plus normal aux filets, de sorte que la divergence du 


B >” . . Fj 
flux d’énergie comporte maintenant un terme correspondant au travail o (uF) 
transmis au rotor. 


x 


Cas de la grille mobile 4 aubes espacées 


La considération du flux d’énergie peut contribuer A éclairer ce paradoxe 
apparent que la cession par le fluide de son énergie, ne dépende pas d’un con- 
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tact plus ou moins intime de ses différentes parties avec les aubes, de sorte 
_ qu'une roue trés aérée (turbine Kaplan, ou hélice a grande vitesse spécifique 
dont les pales ne couvrent qu’une faible fraction du cercle balayé) est aussi 
efficace que celles dont les aubes serrées, auxquelles s’appliquaient les théories 
classiques d’EULER et de LORENZ, paraissaient viser 4 atteindre a la fois, en 
les guidant étroitement, toutes les parties du fluide. 

Dans le cas par exemple d’une grille d’aubes mobiles a grande vitesse 
spécifique dont le triangle des vitesses est représenté figure 2, la figure 3 re- 
présente, dans ses positions successives, l’évolution d’une cellule de fluide 
telle que ay, a,b, délimitée par deux lignes de courant bya, et 6,4, du mouve- 
ment relatif, de vitesse w, a l’entrée et w, a la sortie, et deux lignes fluides 
Aya, et bob, telles qu’a une distance suffisante en amont de la grille elles coin- 


u 
o—_ 


Vy 
Figure 2 


Diagramme des vitesses de la grille d’aubes de la figure 3. 
u vitesse d’entrainement; v, vitesse absolue amont; v, vitesse absolue aval; w, vitesse relative 
amont; Ww, vitesse relative aval; v,, impulsion tangentielle par unité de masse. 


Figure 3 


Ecoulement A travers une grille d’aubes. ; 
Les arrondis aux angles des cellules fluides tels que 43 b4 aprés traversée de la roue résultent, meme 
en l’absence de frottement, du ralentissement local et momentané: dt a la rencontre de la ligne 
fluide et du bord d’attaque, non infiniment mince, de l’aube. 
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cident avec des lignes du courant absolu. A partir du moment ow son angle 
inférieur a, atteint le bord d’attaque s, sur la ligne de courant relative c, b, a, Sy, 
la ligne fluide ay a, ay... se trouve coupée par l’aube 2 et séparée en deux tron- 
cons aboutissant respectivement aux points a, et 43, dont le premier progresse 
moins vite le long de l’aube que le second, car l’existence de la circulation 
ralentit les vitesses au creux de l’aube et les accélére au dos. Les points a a’ 
ainsi séparés rejoignent en aval la méme ligne de courant relative de vitesse 
finale w,, mais avec un décalage tel que @34; °). 

Au cours des diverses phases qui, en un nombre entier de périodes, aménent 
la cellule considérée, suivie dans son mouvement absolu, de sa position initiale 
ayb)a,b, A une finale telle que a,b,a,0;, les échanges d’énergie le long du con- 
tour donnent lieu 4 compensation pour tous les éléments tels que @,),, 4, 4p, 
b, bs, Spb. qui demeurent en contact avec d’autres portions du fluide, car le 
flux d’énergie qui, 4 un instant donné, sort par exemple de la cellule a,b, 4b, 
a travers la frontiére s,b,, se trouve compensé, lorsqu’elle est venue en a3b, 
agb3, une période plus tard, par l’apport d’un flux identique provenant de la 
cellule qui lui a succédé en a,b,a,b, dans la position initiale; tandis que les 
contributions des éléments tels que @gSy, aS, en contact avec les aubes, ne se 
compensent plus en raison de l’inégalité des pressions de part et d’autre de 
Vaube ainsi que de la différence des trajets parcourus par a, et a3, mais don- 
nent lieu au contraire a la convergence, sur la paroi solide, du flux d’énergie, 
par laquelle s’effectue la transmission a la roue de l’enthalpie primitivement 
contenue dans la cellule considérée du fluide. 


Summary 


The concept of flux of energy, first introduced in electrodynamics by J. H. 
POYNTING, can be extended to the domain of fluid-mechanics. It conduces to 
recognize in the flux of energy for a continuous portion of matter two parts: the 
first one, which can be called ‘transported’, corresponds to the energy localized 
in the matter and carried with it as a consequence of its displacement; the other 
results from the work developed by the stresses and can be called ‘transmitted’. 

The expression of this flux of energy in the general case of variable motion 
of a compressible fluid introduces the concept of enthalpy. Its application to an 
extension of HELMHOLTz’s theorem on the conservation of vorticity in a perfect 
fluid, according which bound vortexes have a definite relative motion across the 
fluid, contributes to explain the mechanism by which, even in the case of grids 
with a large pitch: chord ratio (Kaplan turbines, screw propellers), the energy of 
all parts of fluid is finally transmitted to the moving blades. 


(Regu: le 3 octobre 1957.) 


®) Dans le cas simplifié d’aubes infiniment minces et peu chargées (nappe de tourbillons liés) 
on peut démontrer que la contribution du troncon aa’ a la circulation le long d’une boucle fluide 
fermée qui, coupée par l’aube dans sa portion antérieure continue a l’embrasser par sa partie 
postérieure, est égale a la circulation autour de l’aube, mais avec le signe opposé, de sorte que la 
circulation le long de la portion de boucle ouverte en a a’, qui entoure l’aube, doit étre égale 4 2 I. 
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On the Aerodynamic Heating of Blunt Bodies’) 


By Epwarp R. van DRIEST, Downey, California, USA2) 


Introduction 


The noses of bodies and leading edges of wings for high-speed flight are 
being blunted in order to reduce the transfer of heat in those regions. The 
blunting is beneficial, regardless of whether the flow in the boundary layer is 
laminar or turbulent. However, since at high Reynolds numbers the turbulent 
heat transfer in the stagnation region is greater for turbulent than for laminar 
flow, it is desired that transition be discouraged in that region. It will be seen 
that even a small degree of roughness-may be a source of transition under 
conditions of extreme cooling. Also, mass transfer as a means of alleviating 
turbulent heating will be discussed. 


Stagnation Region Solution 


The heat-transfer rate g,, in a stagnation region is computed from the law 


Go = CH Ooo Yoo (2, =e 1») (1) 


in which cy. is the Stanton number, @,, and u,, the undisturbed-stream (be- 
fore the shock wave) density and velocity, respectively, 7, the boundary layer 
recovery enthalpy, and 2,, the enthalpy of the fluid at the wall. 


Laminar Flow 


For laminar flow on cylinders, cy,, can be approximated with SQuIREs’ 
incompressible formula [1]*) applied to the stagnation region (s) behind the 


shock, viz., 
oe eee al als ee 


Uo Wiss : Oe fen! 


For spheres, SIBULKIN’s incompressible formula [2] is used: 


Cy. = 0°763 ( 2\ pee a (= Is ye | 6s pe fart - 


theo Hoo 8 Bes Foo 


1) This research was supported by the United States Air Force, through the Air Force Office 
of Scientific Research of the Air Research and Development Command, under contract AF 
18 (600)-786. ani’ 

2) North American Aviation, Inc., Missile Development Division. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 247. 
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In these expressions D is the diameter of curvature at the stagnation point or 
line, and B = (du5/0x),-9, where uw, is the local velocity just outside of the 
boundary layer and x is measured along the body from the stagnation point. 
Furthermore, 0, u, Cy, “, and Rk are density, velocity, specific heat at constant 
pressure, viscosity, and thermal conductivity of the fluid, respectively. Sub- 
scripts s and oorefer specifically to stagnation and undisturbed flow conditions. 

With supersonic flow, # can be approximated upon the assumption that 
Newtonian flow exists between the bow wave and the body. Ultimately, is 
found to be given by 


BD _ { 8f(y—1)Ma+2] Reky oe1) Mead 2 TOs 
Wee bles Ao tek) Vee [1+ 2 Si Got cher (#) 


This equation is plotted in Figure 1 with experimental data obtained by 
KOROBKIN [3]. 

Equations (2) and (3) will also yield approximate results at speeds such that 
the air dissociates behind the shock. The effect of dissociation (real gases) is 
not large, however, compared to results obtained from perfect gas calculations. 


4 r 
"Cylinder 2 shia etRG adnate 
Hemisphere nose body 
tes ¢ 
ae UE: 
60 Moo 
ae Equation (4) 
2 ain +" 
1 
0 
0 2 & 6 8 10 
May 
Figure 1 


Local velocity gradient at the stagnation point of a hemisphere-cylinder combination. Nol data [3]. 


When the flow over the front of a blunt body is completely laminar, the 
maximum heating rate occurs at the stagnation point. This is seen from 
equations (2) and (3), since the terms @,/,, and j,/4., decrease as the ambient 
temperature decreases with expansion of the gas about the body. The varia- 
tion of cy,, over the face of a sphere as determined theoretically and experi- 
mentally by Stine and Wanzass [4] is shown in Figure 2 when the properties 


of the flow are put in terms of local conditions (6), i.e., Cs = TwlOs U5 (ty — ty) 
and Rey. = 05 U5 Xo. 
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im 
Stagnation point 
equation (3) 


: 4 


1:0 


Flat plate 


Figure 2 
Local heat-transfer rate for a hemispherical nose. M., = 1:97. Naca (Ames) data [4]. 


Turbulent Flow 


While it is expected that the flow will be laminar in the immediate neigh- 
borhood of the stagnation point, owing to the low Reynolds number of the local 
flow there, the flow may become unstable and eventually turbulent with in- 
creasing distance from that region. 

A theoretical analysis can be made for a fully turbulent boundary layer 
near the stagnation point using the momentum integral for that region and 
assuming similar velocity profiles. For a 1/7-power law for velocity distri- 
bution, the Stanton number becomes [5] 


 tetieicen) Cele le) oo 


[o.0) 


for spheres. For cylinders, the constant is 0-040. 

For an approximate calculation of heat transfer over the face of a sphere, 
the constant 0-042 may be apportioned linearly with 6 to 0-030 for a flat 
plate, with the ratios @,/0.., Ms/Moo, a8 Well as 6 computed from Newtonian pres- 
sures and isentropic expansion from the stagnation region. The turbulent heat- 
transfer rate then becomes a maximum at about 40 degrees of arc. Figure 3 
shows the heat transfer on the face of a sphere moving in air at M,, = 3 and 
Rep, = Qco Uco D/oo = 10". Also shown in the figure is the heating for complete- 
ly laminar flow. It will be seen that the maximum turbulent heating rate in- 
creases relative to the maximum laminar rate as Reynolds number increases. 
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x 
D 


Figure 3 
Heat transfer on the face of a sphere in air. M,.,= 3 and Rep, = 107, ——laminar; ——— turbulent. 


With hypersonic speed where the air behind the shock waves dissociates, 
equation (5) can be used to yield engineering answers. However, like with 
laminar flow, the effect of dissociation for turbulent flow is not very great, 
compared to results for a perfect gas assumption. 


Transition 
Criterion for Minimum Transition Reynolds Number 


Observation [6] of velocity data near the wall of a pipe (Figure 4) indicates 
that an inner stability region exists adjacent to the wall where the turbulent 
eddies originate and Reynolds stresses alter the laminar velocity profile. (In 
Figure 4, u* = ulVtwlo and y*= 0 Velo -y/u, where tT, is wall shear stress and 
y is distance normal from the wall.) The inner stability region is seen to extend 
to y* = 60. Since the three-dimensional eddies with their associated Reynolds 


stresses act initially on the pure laminar flow, the minimum transition criterion 
is assumed to be 


hey Tay Lead a5 6 
y= e|/te. or 60, 6) 


where 6; is the width of the initial wholly laminar profile. This criterion has 
apparent justification in pipe flow; thus, when applied to the Poiseuille (para- 
bolic) profile for incompressible flow in a pipe of diameter d, it is found that 
Req = QUare 4 = 1800, which agrees well with pipe-friction data (see Figure 5 
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Semi-logarithmic plot of velocity profiles for incompressible turbulent flow near smooth and 
rough walls. Laufer data Reg: 0 50,000; e 500,000. 
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Friction, factor for incompressible flow in a pipe. 


at logy, 1800 = 3-26). It will be noted that a value of yf = 63 would yield 
Reg = 2000, whence logy) 2000 = 3-30. 


Stagnation-Point Flow 


When equation (6) is applied to the exact laminar-flow solution for in- 
compressible flow on a smooth sphere, there results Reg = 5 0/u = 150, 
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where 0 is the momentum thickness of the boundary layer. This value of Re, 
should apply approximately near the stagnation point behind the shock wave 
of a high-speed aircraft. It will correspond to a value of about 05 “5 xs 
= 400,000 along the surface for Rep, = 20,000,000 and M,,=10. Incipient 
transition would then occur at x/D = 0-08, or at an angle of about 9 degrees 
off the stagnation point. 


Effect of Roughness 


It is expected that the conditions near the wall (w) control the dynamics 
of the flow near the wall; therefore, the stability criterion should be written as 
Oe Vewlow: Or,,/l4w = 60. Since the fluid density and viscosity are functions of 
temperature, it will be seen that cooling decreases 67,, in approximately 12a 
Hence, it follows that the inner viscous region decreases strongly with cooling, 
and in fact decreases faster than the boundary layer thickness which varies 
approximately as T,,. Although cooling is ordinarily a stabilizing agent, it 
could however lead to transition reversal as a result of exposure of submerged 
roughness [7]. (An increasingly favorable pressure gradient could also cause 
transition reversal by exposure of submerged roughness.) At any rate, a rea- 
sonable pertinent parameter for roughness-effect evaluation would be k/6r,,, 
where & is roughness height, rather than for example 2/0. 

When k/dr=1, that is k* = 60, the roughness protuberances completely 
disrupt the inner viscous region and fully turbulent flow commences. For 
Blasius boundary layers, this means that the flow is tripped the earliest when 
k=6 at Re,,= 160,000. 


Mass Transfer 


One means of alleviating excessive heating on the face of a body in case the 
boundary layer becomes turbulent is to transfer mass, such as steam or air, 
through the surface into the boundary layer (blowing). Since in the stagnation 
region the flow is subsonic, an incompressible-flow analysis will yield an ap- 
proximate solution. 


Wall Law for Mass Transfer 


With mass transfer, the boundary condition for velocity at the wall is 
u=0, 0 = vy. It then follows from the x-momentum boundary layer equation 


that 
z (5 _ (ot 
0% (55) = (35), 


Here, w and v are the x and y components of the velocity, x being measured 
along the flow and y normal to the flow. The subscript w denotes the condition 


ee ae ee ka ee 
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at the wall. As a first approximation to shear stress near the wall, one may 


then write 
T=Ty + 0 Vyt. (7) 


With turbulent flow, equation (7) should be valid for calculation of the veloci- 
ty in an assumed simply wholly-laminar sublayer, because of the thinness 
of such a sublayer. Thus, since t = du/dy, it follows for such a wholly- 


~ laminar sublayer with incompressible flow that 


ut = (e%" 1) ) 


in which u* = u/Vr,/0, v* =v, /Vt,,/0, and y* = oVt,,/0- y/u. Note that the 
blowing rate is expressed by 


it 
ve =e : (9) 


Us : Veq,[2 i 
where u5 is the velocity at the outer edge of the boundary layer and c,, is the 
local coefficient of friction defined by cy, =2t,/0 uj. 

Calculation of a wall law for the velocity profile of an assumed fully turbu- 
lent portion of a boundary layer with blowing or sucking can be effected also 
upon use of equation (7). Thus, assuming a mixing length model with /= Ky 
in t =o /? (du/dy)*, there results [8] 

M ae, fT! * vi 1 ay 2 
ue ut + V1 osut int + © (7 ina) (10) 
in which u* and y*¥ are constants which set the position of the velocity profile. 
Hence, the analysis of heat transfer for turbulent flow with blowing or sucking 
reduces to the problem of joining the laminar sublayer and the fully turbulent 


zone. 
Location of the Wholly-Laminar Sublayer 
Assuming a wholly-laminar sublayer for simplicity, and since the vorticity 


is variable across such a region (in fact du*/dy* =1-+ v%u*), the criterion 
adopted for stability of the layer is 


o|/z- Pt eee (11) 
o ou 
or 
Lg oe et 128 12 
e kas F lu a 


in which L refers to the sublayer edge. This model assumes of course that the 
laminar flow immediately breaks up into turbulent eddies at the edge of the 


layer. 


EDWARD R. VAN DRIEST ZAMP 


240 


Substitution of equation (7) in equation (11) gives 


V1 + v* ut yt =11-3. (13) 
Elimination of v* between equations (13) and (8) then yields 
yt 11-3\2 
ur = AS | iy [( yt ) ae 1] (14) 
vr 


as the locus of the edge of the laminar layer. 

Equations (8), (10), and (14) are plotted in Figure 6 as the solid lines for 
both blowing and sucking. Note that in this analysis apparently only a limited 
amount of sucking (viz. vs = —0-065) is necessary to make the sublayer suffi- 
ciently stable to completely eliminate a turbulent boundary layer. The friction 
coefficient thus reaches a maximum, and this is found to be about c;,= 0-01. 
However, such a conclusion as this must be given a dim view owing to the 
improper use of equation (7) all the way across the boundary layer. 
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Semi-logarithmic plot of velocity profiles for turbulent flow with blowing and sucking. 


Calculation of the Friction and Heat-Transfer Coefficients 
for Flat Plates, Spheres, and Cylinders 


The friction on a flat plate is obtained from the momentum integral includ- 


ing mass transfer: f 


0) 
Te = =O My + QS |W (My — W) dy 


0 


(15) 


ee 


f 
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in which 6 is the boundary layer thickness. In order to facilitate integration, 
the velocity profile is approximated by 


* ur * et ges 
u VF Or+ = ol (16) 
valid for small v§. This approximation is plotted in Figure 6 as the dashed 
lines, and it is seen that the approximation is good. Substitution of equation 
(16) in equation (15) then yields, after the conventional boundary layer ap- 
proximations and adjustments are made, 


ee 020.4 0174 yt — log, ut 


UE |/ °t0 baa fy OS (17) 
? 2 Cy Cy 
vt + logio| Re,, /% (|/% + 29)], 


which is plotted in Figure 7 for various values of v*. It will be noted that this 
result differs somewhat from the excellent pioneering work of DORRANCE and 
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Figure 7 
Local friction coefficient on a flat plate for turbulent flow with blowing and sucking. Ms= 0. 


Dore [9] and RusEsIN [10], mainly owing to the definition of the laminar 
sublayer and the use of v% [equation (9)] as the blowing parameter. 

The friction in the stagnation region of a sphere or cylinder may be calcu- 
lated when it is remembered that the form of the local equations for laminar or 
turbulent flow for flat plate, sphere, or cylinder is the same, only the constant 
is new. This idea is here transferred to the logarithmic friction law, although 


ZAMP IXb/16 
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the similarity was established in [5]. Thus, when the constant in equation (17) — 
is adjusted to conform to the results for sphere and cylinder given in [5], one 
may write 

Oe Peres SFO + 0-174 y¥ — log.) uF 


calle ao (18) 
7107s toa Re V5 (V+ a) 


for spheres, and 


eee == 0-91 4 O-174'9% — lopigur 
up |/% rte VE Ra or 
VE 2 He logo roe // ( > = »s)| 


for cylinders. Equations (18) and (19) are plotted in Figures 8 and 9, respec- 
tively. 
The local heat-transfer coefficient (Stanton number) c;,, defined by 


Vw = ls 05 U5 (1, — ty) (20) 
is computed from 


c 
BLT al A (21) 


“Ha 2° Pye? 


where Pr is the Prandtl number. Corrections can be made to equation (21) to 
take into account the size of the laminar sublayer relative to the turbulent 


0:01 
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Figure 8 


Local friction coefficient in the stagnation region of a sphere for turbulent flow with blowing. 
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Figure 9 
Local friction coefficient in the stagnation region of a cylinder for turbulent flow with blowing. 


- portion of the boundary layer and also the variation of shear [equation (7)| 
across the layer; however, these effects are not great compared to the blowing 
effect on c, itself, hence equation (21) will be used for the present purposes of 
this paper. The coefficients corresponding to the flat plate, the sphere, and 
the cylinder are plotted respectively in Figures 10, 11, and 12. 
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Local heat-transfer coefficient on a flat plate for turbulent flow with blowing and sucking. M5 = 0 
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Local heat-transfer coefficient in the stagnation region of a sphere for turbulent flow with blowing. 


0-01 


0:0001 = 
10S ae Caner Oe ee 1079 aS ae 10° 
Rey, 
Figure 12 


Local heat-transfer coefficient in the stagnation region of a cylinder for turbulent flow with blowing. 


The ratios of the friction and heat-transfer coefficients with mass transfer 
(air) to those without mass transfer for the flat plate, the stagnation region of 
the sphere, and the stagnation region of the cylinder are given in Figures 13, 


14, and 15, respectively, as a function of the mass-transfer parameter and 
local Reynolds number Re,, = 05 us x/U5. 
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Effect of blowing on local skin friction and heat transfer in the stagnation region of a sphere with 
turbulent flow. 
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Figure 15 


Effect of blowing on local skin friction and heat transfer in the stagnation region of a cylinder 
; with turbulent flow. 
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Figure 16 
Effect of blowing on heat transfer on the face of a sphere for turbulent flow. MW. = 3; Rep 107, 
— turbulent; ——— laminar. - 


When, for example, the ratios from Figure 14 are applied to the heat- 
transfer coefficients for the face of a sphere [5] at free-stream Mach number 
M,, = 3 and Rep, = O50 Uo D/ Ua, = 107, the effect of blowing (air) is as seen in 
Figure 16. Here cy, is proportional to the actual heat-transfer rate [see 
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Figure 17 


Blowing rates for air corresponding to Figure 16. M,, =3; Rep = 107, 
co 


equation (1)], because the local sphere c;;,’s have been transferred to free- 
stream conditions. 

The mass-transfer rates associated with the reduced heat-transfer-coeffi- 
cient curves of Figure 16 are calculated from 


ery hee |e Pr (4) (4) ( le (22) 


Qc0 Uoo am Ugo} \DI \ Qo: 


The rates are plotted in Figure 17 for the sphere at M,, = 3 and Rep = 10". 
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Zusammenfassung 


Die Berechnung der Erwarmung stumpfer Flugkérper wird fiir grosse Ge- 


schwindigkeiten in Beriicksichtigung der Ubergangserscheinungen erértert. Im be- 
sondern wird auf das Problem der Abkiihlung durch Massentranspiration einge- 
gangen. 
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Combined Effects of Turbulence and Roughness on Transition 
By Hucu L. Drypen, Washington, D.C., USA!) 


Introduction 


The flow of a fluid in the boundary layer of a thin flat plate parallel to the 
stream is known to be laminar at a sufficiently low value of the Reynolds 
number Re defined as U, x/v, where U, is the velocity of the free stream outside 
the boundary layer, x is the distance from the leading edge, and » is the kine- 
matic viscosity of the fluid. At a sufficiently large value of Re the flow is 
turbulent. The value of the Reynolds number at which the velocity distribution 
begins to depart from the theoretical results for a laminar flow is called the 
transition Reynolds number Re,. 

Re, is a function of many variables for bodies of arbitrary shape, but for a 
thin flat plate parallel to the stream in a flow of uniform velocity the primary 
variables at subsonic speeds are stream turbulence and surface roughness. 
There have been a number of investigations of the effect of turbulence on 
transition on smooth plates and of the effect of single two-dimensional rough- 
ness elements in streams of several turbulence levels. This paper presents a 
semi-empirical method of computing the transition Reynolds number for a 
plate with a single two-dimensional roughness element in a stream of any 
specified turbulence. 


Notation 


Cy effective drag coefficient of roughness element ; 

k height of roughness element ; 

Re Reynolds number, Uy x/v; 

wu _ local velocity in boundary layer at station x, y; 

u’ root-mean-square component of velocity fluctuation in stream direction ; 

ui value of w’ due to stream turbulence ; 

us equivalent value of wu’ for disturbance due to roughness element ; 

mean velocity of stream outside boundary layer; 

v’ root-mean-square component of velocity fluctuation normal to stream and 
plate; 

w’ root-mean-square component of velocity fluctuation normal to stream and 
parallel to plate; 


1) National Advisory Committee for Aeronautics. 
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x distance in stream direction from leading edge of plate ; 
x) value of x, for smooth plate; 

y distance of station normal to plate; 

6* displacement thickness of boundary layer; 

@ momentum thickness of boundary layer; 

o density of fluid; 

y kinematic viscosity of fluid; 

value at roughness element ; 

value at transition. 


os > 


Effect of Turbulence on Transition on Smooth Plate 


In any quantitative study of transition Reynolds number it is necessary to 
specify carefully the method of measurement. The departures from laminar 
flow begin gradually and transition to fully turbulent flow extends over a 
range of Reynolds numbers. Many experimental methods have been used 
including those based on the appearance of high frequency velocity fluctuations 
in oscillograms from a hot-wire anemometer, of pressure fluctuations detected 
by a stethoscope, etc. The results quoted in this paper are based on the indica- 
tions of a surface Pitot tube traversed along the surface and responsive to the 
mean speed. Its indication falls slowly as a result of skin friction, and increases 
rapidly at transition. The value of x for which the pressure is a minimum is 
defined as the location of transition and used in computing Re,. Other methods 
for determining the beginning of transition give results which differ among 
themselves and from this method by amounts which are small compared to 
the effects of stream turbulence and surface roughness. 

Stream turbulence is usually described by the root-mean square values of 
the three Cartesian velocity components, wu’, v’, and w', where w’ is the compo- 
nent in the flow direction, and v’ and w’ are the cross stream components and 
by the scale of the turbulence. For a flat plate, the transition Reynolds number 
is found to correlate very well with the average intensity 


|/ 1/3 (u’? + v7? + w’?) 


72 , 
U 0 


the scale being ignored. The available results [1-4]) are shown in Figure 1. In 
many cases only w’ was measured so that the intensity was taken as u’/Up, 
the turbulence being assumed to be isotropic. The data define a reasonably 
definite curve, but the scatter and the abrupt variations of curvature are 
probably due to some of the factors ignored as well as to experimental errors 
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Figure 1 
Effect of stream turbulence on transition Reynolds number. 


The effect of turbulence is small below a turbulence intensity of 0-1%; 
there is then a rapid decrease in Re, up to turbulence levels of 0-5%, a less 
rapid decrease from a turbulence of 0-5 to 1-5%, and a very slow decrease 
above 1-5°%. From a stream of very low turbulence to one of high (3°) turbu- 
lence Re, decreases to 1/28 of its low turbulence value. 


Effect of Two-Dimensional (Cylindrical) Roughness Element 


Many measurements have been made [5-9] of the effect on transition on a 
plate of a cylindrical wire placed on the plate perpendicular to the fluid stream. 
From time to time summaries and correlations of the data have been presented 
by the author [10-12]. If transition occurs at distance x, for the smooth plate 
yielding a value of Re, of U, x,/v, a wire of diameter k placed at a distance *;, 
less than x» produces transition at a distance x, less than x, but greater than *;, 
or in some cases equal to either x) or x,. The data are well represented by a 
single curve of Re, versus the ratio of the roughness height & to the displacement 
thickness 6* of the boundary layer at the location of the roughness element 
for all values of k, x,, and U, so long as the resulting x, is greater than *,. 
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As the height & of the roughness element is gradually increased for any fixed 
location x, of the element and speed U, transition moves gradually forward 
from x, until it reaches the roughness element at %;,. With further increase in 
roughness height, transition remains fixed at the element. 

It first appeared that the ratio of Re, for the rough plate to that for the 
smooth plate was a universal function of k/d* independent of stream turbu- 
lence. This is now known to be incorrect and the combined effects will be 
discussed later in this paper. 

In a stream of low turbulence Re, is nearly independent of roughness height 
up to values of k/6f of about 0-25; at k/6# of 0-5, Re, has fallen to one half 
the value for a smooth plate; and at k/d* of 0-8, Re; is less than 1/25 that 
for the smooth plate. Thus the effects of roughness are comparable in magni- 
tude to those of turbulence. 


Concept of ‘Equivalent’ Turbulence and Combination Rule 


The fact that a cylindrical roughness element moves transition forward 
from its position on the smooth plate but does not produce immediate tran- 
sition at the element suggests that it imposes a flow disturbance which grows 
downstream. We are thus led to consider the effects of the roughness element 
and of stream turbulence to be similar in nature. In each case a larger initial 
disturbance requires less amplification to produce transition. 

Let us consider then an empirical method of determining the relation 
between the disturbance produced by a cylindrical roughness element for a 
given value of k/d*# and an ‘equivalent’ turbulence. We need two experimental 
curves. One is the effect of turbulence on a smooth plate which we have in 
Figure 1. The second is the effect of k/6* in a stream of zero turbulence. This 
we do not yet have by direct measurement, but for the moment let us suppose 
that this second curve were available. For any value of k/d* we could then 
read off the value of Re,. Corresponding to this value of Re; we could read off 
the ‘equivalent’ turbulence from Figure 1. Repeating the process would give 
a curve of ‘equivalent’ turbulence versus k/d*. 

Having determined this equivalence we could then determine the combined 
effects of turbulence and roughness by an appropriate combination rule. Since 
the turbulence is a random time function the appropriate combination rule is 
to take V (ai? + 3?)/U% as the combined disturbance, ui being the stream 
turbulence and wu, the ‘equivalent’ turbulence produced by the roughness 
element. Re, for the rough plate in a turbulent stream would be read from 
Figure 1 at an abscissa of 100 V (wi? + us?) /U? ; 

Using this combination rule we are in a position to estimate the effect of 
k/O* in a stream of zero turbulence from measurements in a stream of small 
turbulence. Because of the experimental scatter the accuracy of the deter- 


tees.” Ss 
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mination is not great. The lowest turbulence at which roughness effects have 


_ been studied is about 0-15% as inferred from the smooth plate value of Re, [8]. 


Reading values from faired curves and applying the combination rule we 
proceed as shown in the following table: 


—— 100 us k\2 
uy? + us? , ; oe 
Re, 100 (Ces 104 (wi? + wg?) | 104 ws? Uy r es 
0 2 : 
feos Bigure ©) Up UR (equivalent | (for com- 
turbulence) parison) 


| ~ 


The first two columns are the faired data on roughness effect. The third 
column gives the combined disturbance from stream turbulence and roughness. 


_ The value for k/6* equal to zero is the stream turbulence. The sixth column 


gives the resulting values of the ‘equivalent’ turbulence of the roughness 
element as a function of k/6,. It is found empirically that the ‘equivalent’ 
turbulence is approximately proportional to (k/d*)® as shown by comparing 
the sixth column with the values of 4(#/6,)3 in the last column. 

A study of other data [7—9] leads to the proposed empirical relation 


1003 4, ,(#)\3 
7 Sack 


which will be used to compute the combined effects of stream turbulence and 
a single two-dimensional roughness element. 


Computed and Observed Combined Effects of Turbulence and 
a Single Two-Dimensional Roughness Element 


The computations proceed in an obvious manner. The empirical formula is 
used to compute u3/U, for several values of k/df. Computations are then 
made for several stream turbulence levels ;/U). For the resultant 


(CAEN 
U2 


the corresponding value of Re, is read from Figure 1. The results for stream 
turbulence levels of 0, 0-1, 0-2, 0-3, 0-4, 0-6, 0-8 and 1.0% are plotted in Figure 2. 
The effect of increasing roughness height diminishes as the stream turbulence 
increases. Likewise the relative effect of turbulence is decreased for the greater 
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Computed effect of a single cylindrical roughness element on transition Reynolds number at 
various stream turbulence levels. 


roughness heights. At zero turbulence the effect of roughness is small at values 
of k/d* less than 0-3, but at k/d* of a little over 0-4 the value of Re; is halved. 

Figure 3 shows a comparison of observed points with curves computed for 
stream turbulence of 0-15, 0-3 and 0-8%. The reference curves are not intended 
as the best representative of the experimental data. Unfortunately the stream 
turbulence was not measured in the experiments. It is clear that the computed 
curves correspond to the essential features of the experiments. 


Theoretical Aspects of Empirical Formula for 
‘Equivalent’ Turbulence 


Having obtained as an empirical result that the ‘equivalent’ turbulence 
varies as the cube of the ratio k/d#, it was natural to seek some rational basis 
for such a simple result. LIEPMANN and FILA [13] made some measurements of 
the mean velocity distribution in the wake of such an element. The results are 
given only in the form of rather small-scale graphs of the velocity profiles for 
five values of k/d*, namely 0-76, 0-92, 1-29, 1-52 and 2-58. In every case the 
flow separates from the surface of the plate at the element. For k/d* equal to 
0-76 the flow reattaches and remains laminar for a distance of 100 k, the extent 
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Figure 3 
Comparison of theoretical and experimental results on combined effects of turbulence and roughness. 


of the measurements. For k/d* equal to 0-92 transition occurs immediately on 


_ reattachment and for larger values in the separated flow. The attached boun- 


dary layer flow is then turbulent. For these large roughness elements it is 
probable that vortices are shed from the element. 

There is then one case of interest in the present connection, for which 
U, = 17-7 ft/s, x, = 1-645 ft, k = 0-0625 in., df = 0-082 in., and momentum 
thickness 6, = 0-0318 in., these last two values being computed for a smooth 
plate. Velocity distributions are shown for downstream distances from the 


element of 0-79, 1-57, 2:36, 3-15, and 6-30 in. The actual values of 6* and 9 


were computed as well as could be done from the graphs, yielding the fol- 
lowing results: 


a hy | 5* | 0 
in. 1n. in. 
0 0-115 0-0298 
0-79 0-121 0-0391 
1-57 0-104 0-0334 
2-36 0-111 0-0384 
| 3-15 0-103 0-0387 
6-30 0-118 0-0428 
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Excluding the first station (at the element) and the last (far downstream), there 
are spatial variations of + 8% in 6* and + 7-5% in 0. The average values of 
both 6* and @ are considerably larger than the theoretical values for a smooth 
plate at the same location. Because of the separated flow which extends to 
% — %_ = 2-4, the percentage increase in 6* is much larger than the percentage 
increase in 6, 34% as compared with 17%. The boundary layer is pushed 
outward by the element. @ Uj 6 is the momentum defect 


[ou (Oy —1) dy 
s 


and the change in @ reflects the additional loss in momentum produced by the 
force applied to the flow by the roughness element. We would expect this force 
and additional momentum defect to be proportional to the momentum flux in 
the boundary layer comprised between the wall and a line parallel to the wall 
at the height of the roughness element. This momentum flux is equal to 


k 
Jewdy. 
0 


From the Blasius theory u = 0-332 U2? y (vy x)~¥?, whence the momentum flux 
is 0-0367 @ U2 k3/y x. The total momentum defect produced by wall friction 
from the leading edge to the station is 9 U? 9. Thus if the additional momentum 
defect produced by the roughness element is assumed to be Cp times the 
momentum flux up to height k, where Cp is a kind of drag coefficient, a suitable 
measure of the disturbance produced by the element is the ratio of the addi- 
tional momentum defect produced by the element to the total defect for the 
whole boundary layer resulting from skin friction. Remembering that 


«7-73 2% ee va 
o* = 1 ‘els and §@=0 664 |/ 72 ‘ 


we find this ratio to be 0-286 Cp k3/6**. For LrEpMANN’s case previously 
analyzed this ratio is 0-126 Cp or 12-6% for Cp = 1. A value of Cp of 1-35 is re- 
quired to match the 17% derived from LIEPMANN’s data which seems reason- 
able in view of the reduced pressure behind the element arising from the sepa- 
rated flow. 

Since it is known [14] that spaced roughness elements excite Tollmien- 
Schlichting oscillations leading to transition, the spatial variations of 6* and 
§ may in themselves act in a similar fashion. However, it seems probable that 
the mean flow changes are accompanied by velocity fluctuations which follow 
the same general relationships. There is one measurement [15] known to the 


i 
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_ author. Hot-wire measurements were made behind a single cylindrical rough- 
ness element for which k/d* was 0-45. The oscillogram was approximately 
_ sinusoidal and the predominant frequency was that of the Tollmien-Schlichting 
_ oscillations. The amplitudes are plotted to a very small scale indeed and the 
3 author considered the fluctuation almost non-existent. The value seems to be 
_ 0:3% as nearly as can be determined. This compares with a value of 0.4% 
_ computed from the empirical formula for ‘equivalent’ turbulence. 


Three-Dimensional Roughness 


| The disturbances from single three-dimensional roughness elements (small 

_ sphere or hemisphere, short cylinder, etc.) seem to be too small in spatial 

_ extent to lead to transition unless vortices are generated by the element [11, 12}. 

_ As previously stated and as described in [15] even a two-dimensional element 
will function in this manner at a sufficiently high Reynolds number of the 

element, which is realizable in most cases of practical interest only at large 
values of k/d#. 

The available data are to some extent suggestive of an effect of turbulence 
in this case also. Just as the critical Reynolds number of a sphere, cylinder, or 
flat plate in a free stream is sensitive to stream turbulence, the critical Reynolds 
number for vortex generation behind a roughness element is apparently 

_ dependent on stream turbulence, the critical Reynolds number decreasing as 
the turbulence level increases. The data are insufficient to establish this firmly 
or to justify quantitative studies of combined effects. 
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Zusammenfassung 


Eine Betrachtung der vorhandenen Messungen iiber die Wirkungen eines 
zylindrischen Rauhigkeitselementes auf die Umschlag-Reynolds-Zahl der Grenz- 
schicht einer Platte in Stromungen mit verschiedenem Turbulenzgrad weist dar- 
auf hin, dass die Wirkung eines solchen Rauhigkeitselementes mit gegebenem 
Verhaltnis seiner Hohe zur Verdrangungsdicke der Grenzschicht als ein «gleich- 
wertiger» Turbulenzgrad betrachtet werden kann. Auf empirische Weise wird 
festgestellt, dass der «gleichwertige» Turbulenzgrad 4-4 (k/d*)% % ist. Die physi- 
kalische Bedeutung dieses Verhaltnisses wird erértert. Die zusammengesetzte 
Wirkung von Turbulenz und Rauhigkeit wird berechnet und mit veréffentlichten 
Versuchsergebnissen verglichen. 


(Received: August 23, 1957.) 
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_ Einfluss eines Verbrennungsvorganges auf den Warme- und 
Stoffaustausch in einer laminaren Grenzschicht 


: 


Von Ernst R. G. Eckert und James P. HARTNETT, St. Paul, Minn., USA) 


Einleitung 


Die Entwicklung der Technik hat auf verschiedenen Gebieten den Ingenieur 
vor die Aufgabe gestellt, Konstruktionselemente gegen den Einfluss eines 
heissen Gasstromes zu schiitzen. Besonders stark beansprucht sind in dieser 

_Hinsicht beispielsweise die Wande der Brennkammern und der Diisen von 
Raketen, die einem Gasstrom von 3000°C und mehr ausgesetzt sind, und die 
Aussenhaut von Uberschallflugkérpern, da bei hohen Mach-Zahlen die um- 
gebenden Luftschichten durch innere Reibung Temperaturen annehmen, die 

_hoéher sein kénnen als die Oberflachentemperatur der Sonne. Als aussichts- 

_reiches Kiihlverfahren fiir solche Verhaltnisse hat sich die « Schwitzkiihlung » 

_ erwiesen. Bei diesem Verfahren werden die dem heissen Gasstrom ausgesetzten 
Wande aus einem porésen Material hergestellt, und ein gasférmiges oder fliis- 
siges KiihImittel wird durch die Poren gedriickt, so dass es sich zwischen den 
heissen Gasstrom und die Wand schiebt. Die gleiche Wirkung wird auch erzielt, 
wenn das Wandmaterial selbst an der Oberflache verdampft. 

Die Kihlwirkung beruht zum Teil auf der Warmekapazitat einschliesslich 
der Verdampfungswarme des Kiihlmittels, zum Teil darauf, dass der Gasstrom, 
der die Oberflache der Wand verliasst, die Grenzschicht beeinflusst. Die Ge- 
schwindigkeitsverhaltnisse und der Warmeiibergang in derartigen Grenzschich- 
ten sind bereits rechnerisch und versuchsmissig eingehend untersucht worden 
[1 — 6]?). Bei den hohen Temperaturen, die wie vorher erwahnt in solchen 
Grenzschichten herrschen, werden haufig chemische Reaktionen zwischen dem 
Sauerstoff in dem heissen Gasstrom und dem Kiihlmittel auftreten, und der 
Ablauf dieser Reaktionen wird den Warme- und Stoffaustausch in der Grenz- 
schicht wesentlich beeinflussen. Dieser Vorgang wird vom Druck und der 
Temperatur im Gasstrom, von der Natur des Kiihlmittels und der Temperatur 
der Wandoberflache bestimmt und verlangt fiir eine Vorausberechnung die 
Kenntnis der Kinetik des Reaktionsvorganges, die heute noch weitgehend 
ungeklart ist. Ein Bild, das den tatsachlichen Vorgang in vielen Fallen quali- 
tativ und in der Gréssenordnung auch quantitativ richtig wiedergeben sollte, 


1) Universitat von Minnesota, Warmetibergangslaboratorium. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 272. 
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lasst sich jedoch durch die rechnerische Untersuchung des folgenden verein- 
fachten Modells gewinnen. 

Es wird die Strémung eines Gases parallel zu einer ebenen Platte mit Aus- 
bildung einer laminaren Grenzschicht untersucht. Ein Massenstrom eines an- 
deren Gases von der Oberflache weg mége durch Ausblasen durch die Poren 
der Platte oder durch Verdampfen an der Plattenoberflache erzeugt werden. Es 
wird weiter vorausgesetzt, dass alle Stoffwerte innerhalb der Grenzschicht 
konstant, das heisst unabhangig von der Temperatur und der Zusammensetzung 
des Gases sind, dass die chemische Reaktion (Verbrennung) zwischen dem 
Hauptstrom und dem Kihlmittel mit sehr grosser Reaktionsgeschwindigkeit 
verlauft und dass die chemische Gleichgewichtsbedingung praktisch vollkom- 
mene Verbrennung vorschreibt. 


Formelzeichen 
a Temperaturleitzahl; 
c,;  Ortlicher Reibungsbeiwert = 2 1,,/0 u2,, 
f  dimensionslose Stromfunktion [Gleichung (10)]; 
H  Heizwert; 
1 Enthalpie; 
k  Diffusionszahl; 
m  Massenstrom des Brennstoffes; 
q  Warmestrom in die Plattenoberflache ohne Verbrennung; 
g’ Warmestrom in die Plattenoberfliche mit Verbrennung; 
T Temperatur; 
uw  Geschwindigkeit parallel zur Platte; 
v Geschwindigkeit normal zur Platte; 
w  Massenverhaltnis = Verhaltnis der partiellen zur totalen Dichte; 
x  Koordinate parallel zur Platte; 
y  Koordinate normal zur Platte; 
a  Ortliche Warmeiibergangszahl = q/(T, — T,,); 
a;  Ortliche Warmeiibergangszahl, definiert als q/(i, — i,,); 
B  Stoffitbergangszahl = k (dw/dy),,/(woo — Wy); 
7  dimensionsloser Wandabstand [Gleichung (9)]; 
%  dimensionslose Temperatur [Gleichung (10)]; 
A  Warmeleitzahl; 
vy kinematische Zahigkeit ; 
e@ Dichte; 
t  Schubspannung; 
y  Stromfunktion; 
gy  dimensionsloses Massenverhialtnis [Gleichung (10)]; 
Nu Nusseltsche Kennzahl = « x/A; 


are ety 
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Nu, Nusseltsche Zahl fiir Stoffaustausch = B x/k; 
Re Reynoldsche Zahl = u,, x/v; 

Py Prandtlsche Zahl = v/a; 

Sc Schmidtsche Zahl = »/k. 


, Eigen-; 
f Brennflache ; 
i Enthalpie; 
ausserhalb der Grenzschicht; 
Wand; 
diffundierendes Kiihlgas; 
Gas ausserhalb der Grenzschicht; 
ee Cas ausserhalb der Grenzschicht; 
Verbrennungsprodukt ; 
Kihlgas . 


Warme- und Stoffaustausch ohne Verbrennung 


Der Warme- und Stoffaustausch in der laminaren Grenzschicht an einer 
ebenen Platte wurde bereits verschiedentlich untersucht. Der Berechnungsgang 
und die Ergebnisse werden in diesem Abschnitt kurz geschildert, da sie die 
Grundlage der Behandlung der Austauschvorginge mit Verbrennung bilden. 

Das von der Wand ausgestossene Gas werde durch den Index 1, das ausser- 
halb der Grenzschicht der Wand entlangstrémende Gas durch den Index 2 


- charakterisiert. Innerhalb der Grenzschicht stro6mt dann ein Gemisch aus den 


beiden Gasen mit Ortlich veranderlicher Zusammensetzung. Die Stoffwerte 
werden als konstant und fiir beide Gase als nahezu gleich vorausgesetzt. Die 
folgenden Gleichungen beschreiben die Kontinuitaét, den Impuls-, Energie-, 
und Stoffaustausch innerhalb der Grenzschicht, wenn die in der vorstehenden 
Tabelle angefiihrten Formelzeichen verwendet werden. 


Kontinuitat : 
Ou Ov 
an () 
Impuls: 
Ou Ou O'u . 
et ay: FP Bp: (2) 
Energie: 
oT oT Oe 
"dag Fi aaa (3) 
Stoff: : 
u oe +u i (4) 


Zusitzlich gibt 
@, Wy == 1 (5) 
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Die Grenzbedingungen lauten fiir 
y= 0: =O, V=%,, =U, 1=—i5 (6) 


) = CO: b=Me, Wy = Wye 11s. (7) 


In den vorgenannten Anwendungen ist das Massenverhaltnis w, des Kihl- 
gases ausserhalb der Grenzschicht gleich Null und die Plattenoberflache gegen 
das Gas 2 undurchlissig. Die letztere Bedingung verlangt, dass der diffuse 
Strom des Gases 2 auf die Wand zu den konvektiven Strom, der von der Wand 
weggerichtet ist, gerade ausgleicht. Dies ergibt die folgende zusdtzliche Bedin- 


gungsgleichung 3 
al Fly = Gow Ye: (8) 


Die partiellen Differentialgleichungen kénnen in tiblicher Weise in totale 
umgewandelt werden, wenn die Temperatur und das Massenverhiltnis w, langs 
der Oberflache konstant ist. Durch Einfiihren der Stromfunktion 


es _ ov 
yp (u ae “Ox. ? — ee) ? 
der unabhangigen Verdnderlichen 
We fides ar eet 
n=2V oF 2 VRe (9) 


fe Me Lae Ly ae ia 
: V rtoo vy’ domed pst ? Wyo — Wiw cee 
erhalt man die folgenden Differentialgleichungen: 
Impuls: 
at 1 , af : 
dy oe f an? 0; 
Energie: 
a?6 1 do 
Fr tt Pra = 0: (12) 
Stoff: 
a’ 1 dp 
“dn? oo 2 f sales — One (13) 
Die Grenzbedingungen lauten fiir 
ea Si 
n=0: 3 =0, f=fo=-2—"VRe, 6=0, o=0; is 


ae ae ese KS (15) 


_ Aus der Gleichung (8) wird 


(a) 

1 — Wiw dn w (16) 
“4 Wi yw — Wico o : 

A —“ VReS 

4 = \ Re Sc 


_ Man erkennt sofort, dass die obigen Gleichungen fiir af/dn = ulu., 6 und » 
sowie die zugehérigen Grenzbedingungen fiir Gase mit Pr = Sc = 1 identisch 
sind. Dies bedeutet, dass auch die Geschwindigkeits-, Temperatur-, und g-Pro- 
file iibereinstimmen. Figur 1 zeigt als gestrichelte Linien diese Profile nach den 
ausgedehnten Berechnungen von Emmons und LEIGH [5]. Es ist bemerkenswert, 
dass die Profile fiir Werte des Massenstromparameters | Re, v»/U. grdsser als 
0,619 sich von der Oberflache ablésen in dem Sinne, dass in Wandnihe 
— U[Ug = 0 = p = 0 die Lésung der Gleichung darstellt. Als volle Linien sind in 


rae 


nay 
Te, VRe=0,619 


Figur 1 
Dimensionslose Geschwindigkeits- (u/u 9), Temperatur- (8), und Massenverhialtnisprofile (p) fiir 
laminare Strémung entlang einer ebenen Platte. 
PR 07s oe = OL7 HOT eS Ale (Sra 


Figur 1 auch die Temperaturprofile fiir Gase mit Pr = 0,7, beziehungsweise die 
-Profile fiir Gase mit Sc = 0,7 eingetragen. Die zugehorigen Geschwindigkeits- 
profile werden dabei immer noch durch die gestrichelten Linien dargestellt. 
Die Massenverhiltnisse w,,, an der Oberflache lassen sich mit Gleichung (16) 
als Funktion des Massenstromparameters // Re, V»/#.. berechnen. Damit sind 
dann auch die Massenverhiltnisprofile innerhalb der Grenzschicht festgelegt. 
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Figur 2 


Massenverhaltnisprofile w, fiir laminare Stromung entlang einer ebenen Platte. 
SE 054: Seals 


Figur 2 zeigt diese Profile fiir 3 Werte des Ausblaseparameters. Hiebei ist zu- 
sdtzlich w,,. = 0 vorausgesetzt. Der entsprechende Wert von w,, ist ausserdem 
an den Profilen in Figur 1 in Klammern angegeben. 

Von besonderer Bedeutung fiir ingenieurmassige Rechnungen sind der Rei- 
bungsbeiwert c,, die Warmeiibergangszahl « und die Stoffaustauschzahl f. Die 
Reibungszahl c, sowie die Nusseltsche Kennzahl Nu und die Stoffaustausch- 
kennzahl Nw, sind durch die Gradienten der entsprechenden Profile in Figur 1 
bestimmt und in Figur 3 als Funktion des Massenstromparameters V Re Vyp|Uo0 
eingetragen. Aus diesen Werten lasst sich die drtliche Wandschubspannung, 
der Warmestrom und der Massenstrom an der Plattenoberfliche berechnen. 
Man erkennt, dass mit zunehmendem Massenstromparameter der Warmestrom 


in die Oberflache stark verringert wird. Dies erklart zum Teil die gute Kiihl- 
wirkung der Schwitzkiihlung. 


Warme- und Stoffaustausch mit Verbrennung an der Oberfliche 


Nunmehr wird angenommen, dass das von der Wand ausgestossene Gas mit 
dem Gas im Hauptstrom eine chemische Reaktion (Verbrennung) eingeht und 
dass diese Reaktion, wie vorher erwahnt, vollig durch den Diffusionsvorgang 
bestimmt ist. Es sei ausserdem vorausgesetzt, dass das Gas ausserhalb der 
Grenzschicht ein Gemisch aus zwei Komponenten ist, einem inerten Gas 3 und 


peda Rs tek 


u 


2 Ee Ney 


le Le es 
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C 
4 Re, Nu//Re,Nus/V/Re so 


, 0,2 04 06 
iV —— 


Figur 3 


Dimensionsloser, Ortlicher Reibungswert / Re c,/2, Warmeiibergangszahl Nu/|/Re und Stoffiiber- 

gangszahl Nw,//Re fiir laminare Str6mung entlang einer ebenen Platte, aufgetragen tiber dem 
Massenstromparameter |/ Ré V,,/Uoo « 

Pt OA Oe i Oud JE) gen" TE SYe == lie 

Der Reibungsbeiwert ist fiir beide Pv- und Sc-Werte durch die gestrichelte Linie gegeben. 


einem reagierenden 4. Wenn ein Luftstrom an der Platte entlangstrémt, dann 
entspricht der Stickstoff dem Gas 3 und der Sauerstoff dem Gas 4. 

Wir wollen nun den Verbrennungsvorgang in der Weise betrachten, dass der 
Massenstrom w,, allmahlich, beginnend vom Werte Null, anwachst. Fiir kleine 
Werte von |/Re v,,/u,. erfolgt die Verbrennung unmittelbar an der Oberflache. 
In Figur 4a sind als Beispiel die Verhaltnisse fiir die Verbrennung von Kohlen- 
stoff und Wasserstoff in Luft dargestellt. Es soll jedoch darauf hingewiesen 
werden, dass fiir manche dieser Reaktionen die Voraussetzung konstanter Stoff- 
werte nur schlecht zutrifft. In der Grenzschicht findet man ein Gemisch aus 
Gas 3 und 4 und aus dem Reaktionsprodukt 5 (CO,, CO oder H,O). Die Massen- 
verhaltnisse innerhalb der Grenzschicht sind in Figur 4b schematisch darge- 
stellt. 

Die den Impuls und Energieaustausch beschreibenden Differentialgleichun- 
gen bleiben die gleichen wie im vorhergehenden Abschnitt [Gleichungen (1) bis 
(3)]. Der Stoffaustausch wird dagegen nunmehr durch 2 Differentialgleichungen 


Ow, Ow 4, 0'Ws 17 
U Ox a Uv Oy k oy? 5) ( ) 
OW, OW, a, k 0? W, (18) 


aay egy O58 
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3(N,), 4(02) 


5(CO,, C0,H, 0) 


(C,H) 


@) 


Figur 4 
Skizze einer Grenzschicht mit Oberflachenverbrennung (a) und Massenverhiltnisprofile in der 
Grenzschicht (b). 


und die Bedingungsgleichung 
Ws + W, + Ws; — al (19) 
beschrieben. Zu diesen Gleichungen gehéren die Randbedingungen fiir 


y=O0> We=Woy, Wy = Wey; (20) 


r 
2 


Wy = W3.5, Ws= W4,- (21) 


Nach einer Transformation in totale Differentialgleichungen werden die 
Gleichungen (17) und (18) und ihre Randbedingungen mit der Gleichung (13) 
und ihren Randbedingungen véllig identisch. Demgemiss stellen die g,-Linien 
in Figur 1 auch die gy 3- und q,-Profile dar. Sie werden daher im folgenden mit 
p ohne Index bezeichnet. Zur Bestimmung der Massenverhiltnisprofile selbst 
ist die Aufstellung zweier weiterer Gleichungen notig. Die Bedingung, dass das 


a | 
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inerte Gas 3 nicht durch die Oberfliche in die Platte eindringt, ergibt 


0b (S) = caw Ye: (22) 


In den (g, )-Koordinaten schreibt sich die Gleichung 


(ah). 


3 y= 

Vy > Xe) 
Sw S ease 
a VRe Sc + ae 


(23) 


300° 


w 


Ausserdem muss der diffuse Massenstrom des reagierenden Gases 4 auf die 
Oberflache zu gleich sein der Summe aus dem konvektiven Massenstrom des 
Gases 4 von der Oberflache weg und dem diffusen und konvektiven Massen- 
strom des im Verbrennungsprodukte enthaltenen Gases 4. Diese Bedingung 
ergibt 


ob ($4) = caw tw — Kok (4) + K Osu tw, (24) 
wobei K das Molverhaltnis von Gas 4 zum Verbrennungsprodukt bedeutet. Fiir 
die in Figur 4a angegebenen Reaktionen ist beispielsweise 

K = 32/44 fiir die CO, Reaktion, K = 32/56 fiir die CO Reaktion, K = 32/36 
fiir die H,O Reaktion. 

Gleichung (24) ergibt, wenn ausgedriickt in den (g, 7)-Koordinaten und auf- 
gelost nach w4 


prego, Ye |(2r), bese P| 


y= 


Eine numerische Berechnung der Massenverhiltnisse w,,, und w,,, wurde fiir 
das Beispiel der Verbrennung von Kohlenstoff in Luft (ws, = 0,77, Wyo = 9,23) 
durchgefiihrt. Dabei wurde die Schmidtsche Kennzahl zu 0,7 angenommen. 
Das Ergebnis ist in Figur 5a als Funktion des Massenstromparameters |/ Re 0,p/ 
dargestellt. Man erkennt, dass das Massenverhialtnis des reagierenden Gases 4 
(Sauerstoff) an der Wand mit wachsendem Massenstrom abfallt und bei 
V Re Vp/Uo = 0,034 den Wert Null erreicht. Fiir Massenstréme, die grésser sind 
als dieser Grenzwert, hebt sich die Brennflache (Flamme) von der Platten- 
oberflache ab, wie im nachsten Abschnitt gezeigt werden wird. Andererseits 
werden, wenn die Verbrennungsreaktion geniigend schnell ablauft, aller Sauer- 
stoff an einer Kohlenstoffoberflache zur Reaktion kommen und die Geschwin- 
digkeit des Verbrennungsablaufes durch den Grenzwert 0,034 wiedergegeben. 
Derselbe Grenzwert folgt auch fiir die Verbrennung von Kohlenstoff zu Kohlen- 
oxyd und fiir die Verbrennung von Wasserstoff zu Wasserdampf. Die Ergebnisse 


sind in der Tabelle eingetragen. 
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a) 


V, 
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Figur 5 


ZAMP 


Massenverhalinisprofile (a) und Verhaltnis der Warmefliisse in die Plattenoberflache ohne und mit 


Verbrennung (b) aufgetragen tiber dem Massenstromparameter. 


Reaktion 


C + O,> CO, 
C+ O,>CO, 
2C+0,>2CO 
2C+0,>2CO 
2H, + 0,>2H,0 
ZH, + O,> 2 H,O 


Maximum 
Se Deh ae 

a Re 

Uoo 
0,7 0,034 
1,0 0,027 
0,7 0,062 
1,0 0,051 
0,7 0,012 
1,0 0,0095 
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Nunmehr kann die Frage beantwortet werden, wie weit der Warmeiiber- 
gang von einer heissen Grenzschicht zur Oberflache der Platte durch die Ober- 
flachenverbrennung beeinflusst wird. Da es sich bei den in der Einleitung ge- 
nannten Anwendungen um sehr grosse Temperaturunterschiede handelt, soll 
dabei von der folgenden Verallgemeinerung Gebrauch gemacht werden. In 
einer friiheren Arbeit [7] wurde bewiesen, dass Warmeiibergangszahlen, die aus 
Rechnungen oder Messungen mit konstanten Stoffwerten gewonnen sind, sich 
mit einer Genauigkeit innerhalb etwa 4° auf Verhdltnisse anwenden lassen, 
bei denen die Stoffwerte infolge grosser Temperaturunterschiede stark schwan- 
ken, wenn sie auf die Enthalpiedifferenz bezogen werden, fiir welche die Defini- 


tionsgleichung 
q = % (te — tw) (26) 


gilt. Es ergab sich, dass diese Gleichung sogar den Einfluss einer Dissoziation 
in der heissen Grenzschicht mit guter Naherung wiedergibt [8]. Die Energie- 
umwandlung durch innere Reibung, die bei hohen Geschwindigkeiten den 
Warmeiibergang stark beeinflusst, ist durch Einfiihrung der Eigenenthalpie 7, 
(entsprechend der Eigentemperatur) beriicksichtigt. Wenn Oberflaéchenver- 
brennung auftritt und trotzdem die Wandtemperatur nicht gedandert werden 
soll, muss die Verbrennungswarme ins Innere der Platte abgefiihrt werden, 
und der Warmefluss durch die Plattenoberflache ist 


q' = a, (i, — iy) + mH, (27) 


wobei m die Menge des je Zeiteinheit verbrannten Brennstoffes und H seinen 

Heizwert angibt. Das Verhaltnis der Warmefliisse mit und ohne Verbrennung 

lasst sich aus den Gleichungen (26) und (27) mit Beriicksichtigung der fritheren 

Beziehungen in diesem Abschnitt berechnen zu 
; CH Re Pr 

ies Saye (28) 


Nu 4, — ty 


//Re 


Fiir eine zahlenmassige Berechnung mége ein Flugkérper untersucht werden, 
der mit einer Geschwindigkeit von 4300 m/s (entsprechend einer Mach-Zahl 14 
in grosser Flughdhe) fliegt. Die Wandtemperatur soll durch Kihlen auf 1100°C 


_ gehalten werden. Fiirdie Enthalpiedifferenz7, —7,,folgt damit etwa 1650 kcal/kg. 


Wenn man im weiteren die folgenden Verbrennungswarmen einfihrt: 
CO,--— 7800 kcal/kg, CO --- 2500 kcal/kg, H,O —-- - 29 000 kcal/kg, den 
Massenstromparameter |/Re ¥,,/%, aus der Tabelle entnimmt und Nu) Re aus 
Figur 3 abliest, erhalt man schliesslich die in der letzten Kolonne der Tabelle 
eingetragenen Werte. In Figur 5b ist das Warmeflussverhiltnis q'/¢ tiber dem 
Massenstromparameter eingetragen. 
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Es mége nochmals darauf hingewiesen werden, dass wegen der Vereinfa- 
chungen des der Rechnung zugrunde gelegten Modells die Ergebnisse in der 
Tabelle nur als gréssenordnungsmassig richtig angesehen werden sollten. Mit 
dieser Einschrankung erkennt man, dass die betrachteten Oberflachenverbren- 
nungen den Warmeiibergang an den betrachteten Flugk6rper tiberraschend 
wenig beeinflussen (nur 25 bis 50%). 


Warme- und Stoffaustausch mit Verbrennung in der Grenzschicht 


Die in der Kolonne 3 der Tabelle angefiihrten Werte des Massenstrompara- 
meters beschreiben die Intensitat der Verbrennung im untersuchten Modell, 
wenn der Massenstrom des Verbrennungsmittels (C oder H), der die Platten- 
oberflache verlasst, durch die Angabe bestimmt wird, wie viel von dem rea- 
gierenden Gas 4 (Sauerstoff) je Zeiteinheit an die Plattenoberflache gelangt. 
Die Verbrennung einer Graphitoberflache in einem heissen Luftstrom stellt ein 
Beispiel eines solchen Vorganges dar. Es gibt auch Falle, in denen der Massen- 
strom des Verbrennungsmittels durch einen anderen Vorgang gesteuert wird. 
Wenn man «Schwitzkiihlung» durch Ausblasen von Wasserstoff durch eine 
porése Wand verwirklicht, kann man im allgemeinen den Mengenstrom des 
Kihlgases willkirlich regeln. Wenn der Mengenstromparameter kleiner ist als 
der Grenzwert, dann tritt auch in diesem Falle Oberflachenverbrennung ein. 
Das Massenverhaltnis des Sauerstoffes an der Oberflache hat dann einen end- 
lichen Wert, wie in den Figuren 4 und 5 gezeigt wird. Ist der Massenstrom- 
parameter grésser als der Grenzwert, dann hebt sich die Reaktionszone von der 
Plattenoberflache ab und erscheint als eine Brennflache innerhalb der Grenz- 
schicht, wie dies in Figur 6a dargestellt ist. Dieser Zustand kann auch bei der 
Verbrennung einer Graphitoberflache eintreten, wenn die Oberflachentempe- 
ratur gentigend hoch ist, so dass der Graphit verdampft. Die Grenzschicht 
besteht in diesem Fall aus zwei Zonen. In einer inneren Zone I zwischen der 
Plattenoberflache und der Brennflache befindet sich das Kithlgas 6 (C oder H,), 
das Inertgas 3 (N,) und das Verbrennungsprodukt 5 (CO,, CO oder H,O); 
wahrend das Gasgemisch, bestehend aus dem Inertgas 3, dem reagierenden 
Gas 4 (Sauerstoff) und dem Verbrennungsprodukt 5 in der dusseren Zone II 
ausserhalb der Brennflache enthalten ist. In Figur 6a sind diese Verhiltnisse 
am Beispiel der Kohlensdéureverbrennung dargestellt, und in Figur 6b sind die 
Massenverhiltnisse der einzelnen Gase innerhalb der Grenzschicht skizziert. 

Die den Massentransport beschreibenden Differentialgleichungen sind fiir 
jede der beiden Zonen wieder die gleichen wie in den vorhergehenden Abschnit- 
ten. Daher kénnen geeignete Abschnitte der Profile in Figur 1 verwendet 
werden, um die Massenverhiltnisse in den Zonen I und II zu beschreiben, 


wenn die m-Parameter in geeigneter Weise aus den folgenden Randbedingungen 
definiert werden. 


oS, Saee 
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31N,), (0) 


Figur 6 


Skizze einer Grenzschicht mit abgehobener Brennflache (a) und Massenverhiltnisprofile in der 
Grenzschicht (b). 


Zone I fiir 

Hi DUT Wy = Wy = Wey) We = Wey = 1 — Wey — Wey; (29) 
H= Np: Wy=Wsr, We=0, Wy= Ws, = 1 — Wey. (30) 
Zone II fiir 

i W575 0, = 0, 0 = 57 = 1 — Wey; (31) 
WOO. | Ws = We, (=0,77) ,-.) Wy = Way, (= 0,23), . Ws = 0. (32) 


Um die Massenverhiltnisse an den Zonengrenzen und damit die Massenver- 
haltnisprofile zu berechnen, bendtigt man eine Reihe von Bedingungsgleichun- 
gen. Eine Durchsicht der Randbedingungen zeigt, dass 4 Unbekannte vorhan- 
den sind, ndmlich w3,, W5», Ws, und 7,;. Auf der anderen Seite lassen sich je 
2 Bedingungen an den beiden Grenzen 7 = 0 und 7 = y; durch Gleichungen 
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von der gleichen Art wie in den vorhergehenden Abschnitten ausdriicken. Die 
Summe der Massenstréme durch Diffusion und Konvektion fiir jedes der beiden 
Gase 3 (N,) und 5 (CO,) durch die Plattenoberflache muss Null sein. Die Kon- 
tinuitat der Massenstréme fiir Gas 3 (N,) und fiir den Brennstoff 6 durch die 
Brennflache muss gewahrt werden. Damit ist das Problem im Prinzip gelost. 
Die Ergebnisse numerischer Rechnungen sollen in einer spateren Arbeit mit- 
geteilt werden. 

Die den Temperaturverlauf in den beiden Zonen beschreibenden Differen- 
tialgleichungen haben ebenfalls dieselbe Form wie Gleichung (3), so dass ihre 
Lésung wieder durch Abschnitte der in Figur 1 gezeigten Kurven beschrieben 
wird, wenn man den Temperaturparameter 6 in geeigneter Weise aus den Wer- 
ten an den Randern der Zonen definiert : 


fOr h eG Se Ty (33) 
fir 7 =co; T=T,. (35) 


Die Temperaturen T,, und JT, sind im allgemeinen vorgegeben; die Tem- 
peratur 7, der Brennzone bestimmt man aus der Kontinuitaét des Warme- 
flusses durch die Brennflache, wobei zu beachten ist, dass die Reaktionswarme | 
eine Warmequelle in der Brennflache darstellt. Dies ergibt die Gleichung 


E (Sarde 7. [2 ( oy me wn HT Ge 


Die beiden Temperaturgradienten sind an der Brennflache in Zone I bzw. II 
einzusetzen. Aus dem so berechneten Temperaturprofil innerhalb der Grenz- 
schicht lasst sich der Gradient an der Plattenoberflache entnehmen und damit 
der Warmestrom nach der Wand bestimmen. Dieser Wert kann wieder mit 
dem Warmestrom ohne Verbrennung verglichen werden. 
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Summary 


The influence of combustion on heat and mass transfer is investigated on the 


following model. A mixture of an inert with a combustible gas (air) flows in 
_ steady, laminar flow over a flat plate. A mass flux of gaseous fuel away from the 
- plate surface is produced by some means. Combustion is assumed to occur with 
_ very fast reaction rate so that the process is purely controlled by diffusion and 
_ the equilibrium is assumed as very close to complete combustion. It is studied 
_ under which conditions the combustion occurs at the surface or when the flame 
_is displaced into the boundary layer. The influence of combustion on the heat 
transfer from a hot gas to the plate surface is calculated, for the condition that 
~ combustion occurs at the surface. 


(Eingegangen: 26. September 1957.) 


ZAMP IXb/18 


274 ZAMP 


Berechnung der reibungslosen Stromung 
fiir cin vorgegebenes ebenes Schaufelgitter bei hohen 
Unterschallgeschwindigkeiten’) 


Von ERNsT-GUNTHER FEINDT und HERMANN SCHLICHTING, 
Braunschweig, Deutschland?) 


1. Einleitung und Aufgabenstellung 


Die Beschaufelungen von Dampfturbinen und Kompressoren arbeiten in 
vielen Fallen bei Strémungsgeschwindigkeiten, die der Schallgeschwindigkeit 
nahekommen und diese teilweise sogar iiberschreiten. Fiir die Strémung durch 
Schaufelgitter liegt daher das dringende Bediirfnis nach einem Rechenverfah- 
ren vor, das die Kompressibilitat des strémenden Mediums beriicksichtigt. Im 
Hinblick auf die Anwendungen bei Str6mungsmaschinen ist der Bereich der 
hohen Unterschallgeschwindigkeiten besonders wichtig. 

Fiir den Sonderfall eines ungestaffelten ebenen Schaufelgitters aus sym- 
metrischen Profilen bei symmetrischer Anstrémung, also ohne Ablenkung der 
Strémung im Gitter, ist schon friiher von J. ACKERET und N. Rott [1]?) ein 
Berechnungsverfahren fiir die reibungslose kompressible Strémung angegeben 
worden. 

Im folgenden wollen wir fiir den allgemeineren Fall eines ebenen Schaufel- 
gitters bei beliebigem Teilungsverhaltnis und Staffelungswinkel die reibungs- 
lose kompressible Unterschallstr6mung nach einem Naherungsverfahren be- 
rechnen. Dieses Verfahren stellt eine Ubertragung der fiir den Einzeltragfliigel 
seit langem bekannten Prandtl-Glauertschen Regel auf das Schaufelgitter dar. 
Die Anwendbarkeit der Prandtl-Glauertschen Regel erfordert beim Schaufel- 
gitter in gleicher Weise wie beim Einzeltragfliigel, dass die Strémung nur 
wenig von einer Parallelstr6mung abweicht. Dies bedingt fiir den Einzeltrag- 
fliigel die Beschrankung auf diinne Profile geringer Wélbung bei kleinen An- 
stellwinkeln. Beim Schaufelgitter ergibt sich hieraus tiberdies die Beschran- 
kung auf kleine Umlenkungen der Strémung. Bei dem nachstehend angege- 
benen Rechenverfahren wird die kompressible Strémung durch eine einfache 
Affintransformation in den Koordinaten auf eine zugeordnete inkompressible 


1) Fine ausfiihrliche Ver6ffentlichung dieser Untersuchungen ist in « Forschung auf dem Gebiete 
des Ingenieurwesens» 24, 19-28, (1958), erschienen. 

*) Technische Hochschule Braunschweig, Institut fiir Str6mungsmechanik. 

3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 282. 
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Gitterstro6mung zuriickgefiihrt. Fiir die letztere ist kiirzlich von H. ScHLICH- 
TING [2] ein bequemes Rechenverfahren angegeben worden, so dass damit der 
wesentliche Teil der Rechenarbeit fiir die kompressible Gitterstro6mung als 
schon erledigt angesehen werden kann. Von den verschiedenen Varianten der 
Prandtl-Glauertschen Regel werden wir diejenige behandeln, bei welcher fiir 


_ die kompressible und die ihr zugeordnete inkompressible Gitterstromung das 


Schaufelprofil gleich ist, wahrend Teilungsverhaltnis und Staffelungswinkel 
verschieden sind. Somit wird die praktisch besonders wichtige Aufgabe gelést, 
die Strémung durch ein vorgegebenes Schaufelgitter bei Anderung der Mach- 
schen Zahl zu untersuchen (sogenannte zweite Hauptaufgabe der Gitter- 
theorie). Schon frither hat N. Scuorz [3] fiir die ebene kompressible Gitter- 
strémung eine andere Variante der Prandtl-Glauertschen Regel angegeben, 
bei welcher in der kompressiblen und der zugeordneten inkompressiblen Stré- 
mung gleiche Druckverteilung an den Schaufelprofilen gefordert wird. Diese 
Uberlegungen sind neuerdings von W. TRAUPEL [4] weiter ausgebaut worden. 


2. Das Rechenverfahren 


In Figur 1 ist als Beispiel ein Pumpengitter dargestellt. Es bezeichnet / die 
Schaufeltiefe, ¢ die Gitterteilung und 4 den Staffelungswinkel. Ferner ist W, 
die Geschwindigkeit weit vor und W, die Geschwindigkeit weit hinter dem 
Gitter. Die Geschwindigkeitsvektoren W, und W, bilden mit der Profilsehne 
die Winkel «, bzw. a, die als Zu- bzw. Abstrémwinkel bezeichnet werden. Das 
vektorielle Mittel von W, und W, wird mit W,, bezeichnet, ebenso wie bei 
inkompressibler Strémung. Seien ferner ~,, #2, und @,, eg Druck und Dichte 
weit vor bzw. hinter dem Gitter, so gilt nach der Kontinuitatsgleichung 


aT W,, ri Q2 Won ’ 


wobei W,,, und W,,, die Komponenten von W, und W, normal zur Gitterfront 
bedeuten. Fiir das in Figur 1 dargestellte Pumpengitter ist pg > £, und somit 
0. > 0, und W,,, << W,,. Die Verbindungslinien der Endpunkte der Geschwin- 
digkeitsvektoren W,, und W, bzw. W,, und W, stellen die induzierten Ge- 
schwindigkeiten + Aw weit vor bzw. weit hinter dem Gitter dar. Diese indu- 
zierten Geschwindigkeiten + Aw bilden mit der Gitterfront den von Null ver- 
schiedenen Winkel ¢, wahrend bei inkompressibler Strémung «¢ = 0 ist. 

Um die kompressible Gitterstromung nach dem Prandtl-Glauertschen 
Naherungsverfahren behandeln zu kénnen, miissen wir voraussetzen, dass sie 
nur wenig von einer Parallelstrémung abweicht. Demnach sei der Geschwindig- 


keitsvektor W dargestellt als Uberlagerung einer Translationsstré6mung der 
Geschwindigkeit U,, lings der x-Achse (Profilsehne) mit der Stérgeschwindig- 


keit w (vgl. Figur 2): ges z 
eit w (vgl. Figur 2) W=iU. +2. (1) 
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Figur 1 
Geschwindigkeitsplan der kompressiblen Gitterstr6mung (Beispiel: Pumpengitter). 


Profiltiefe, tTeilung, A Staffelungswinkel, W, Zustrémgeschwindigkeit, W, Abstromgeschwindig- 
keit, Woo vektorielles Mittel von W, und W,, + Aw induzierte Geschwindigkeiten weit vor bzw. 
weit hinter dem Gitter, W,,, und W,,, Komponenten normal zur Gitterfront von W, bzw. Wa, %& 
und a Zu- bzw. Abstrémwinkel gegen Sehnenrichtung gemessen, &o9 Anstellwinkel, ¢ Winkel zwi- 

schen Aw und Gitterfront. 


Figur 2 


Gittergeometrie und Geschwindigkeitsplan der kompressiblen Stré6mung (ausgezogene Linien) und 
der zugeordneten inkompressiblen Str6mung (gestrichelte Linien). 
) Profiltiefe (fiir kompressible und zugeordnete inkompressible Strémung gleich), A und ¢ Staffelungs- 
winkel bzw. Teilung des kompressiblen Gitters, h, und ¢, Staffelungswinkel bzw. Teilung des zuge- 
ordneten inkompressiblen Gitters; y* und y* Querabstand der Schaufeln des kompressiblen bzw. 
zugeordneten inkompressiblen Gitters. 


Bezeichnungen in den Geschwindigkeitsdreiecken: 


Kompressible Stromung sugeordnete inkompressible Strémung 
A B (oes JE Uy AB Gis CG —Aw,; 
BC Was HF Wo BC Vig JD Uy; 
AC We BJ vy AC Wiss HG Us; 
AB Wi BH Uy AD Wi; BJ V1; 
AP W, AL Wy, AG Ws; sie, Vo 
CE eedine ae bien CD tw AM OPW. 


CE sy te 7 ne 
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Dabei ist || <U,,. Fiir das durch W = grad@ definierte Geschwindigkeits- 
potential gilt dann die linearisierte Potentialgleichung 


fey oe 2012 a, 


= axe dy? 
mit M,, = U,./¢,. als Mach-Zahl der Grundstrémung. Wird ferner gemass 


: P(x, y) = U,, x + ox, 9) (2) 
ein Stérpotential g eingefiihrt mit w= gradg, so geniigt auch dieses der 
Gleichung 

2) 0°» o°p 
(Me) Sore oleae (3) 
Um Gleichung (3) fiir das Potential der kompressiblen Strémung zu lésen, 
wird dem kompressiblen Stérpotential g(x, y) ein inkompressibles Stérpoten- 
tial @,(x;,,;) zugeordnet durch die folgende Prandtl-Glauertsche Trans- 
formation: 
P=49:; (4) 


Vi 
X= X;; ar es 
ss Vi — Mz ©) 


Damit wird fiir /,, < 1 die Gleichung (3) auf die Laplacesche Gleichung 


0°; op; _ 

‘oxy T oy7 9 e) 
zuriickgefiihrt. Es sei ferner W, = grad@®, das Geschwindigkeitsfeld der zuge- 
ordneten inkompressiblen Str6mung mit dem Potential ®;. Fiir ®; kann, in 
Analogie zu Gleichung (2), angesetzt werden 


@; = Ue Xi Yi (7) 


Dieser Ansatz geniigt der Forderung, dass ®; als Potential einer inkompressiblen 
Strémung die Laplacesche Gleichung (6) erfiillt. Nach den Gleichungen (2) und 
(7) werden die beiden einander zugeordneten Strémungen aufgebaut aus einer 
fiir beide gleichen Grundstrémung U,, und aus Stérstrémungen, deren Poten- 
tiale p bzw. p; durch Gleichung (4) miteinander verkniipft sind. 

Der Proportionalitatsfaktor a dieser beiden Stérpotentiale wird aus der 
Forderung bestimmt, dass das Schaufelprofil in der kompressiblen und der zu- 
geordneten inkompressiblen Strémung gleich sein soll. Dies bedingt, dass die 
Strémungsrichtung in entsprechenden Punkten der Schaufelkontur gleich ist. 
Bedeuten 6 und 6, den Winkel der Strémung mit der x-Achse in der kompres- 
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siblen bzw. inkompressiblen Strémung, so ist unter Vernachlassigung der Zu- 
satzgeschwindigkeiten u und u,; gegen U,, 


v 1 op 
S05 Laue oe 
und 
Of ees 
69; a? ee ‘* Uso OV; : 
Die Forderung 6 = 6; fiihrt somit auf 
Op; _ OP 
OV; oy 
oder 
OY; aa the 2 Og; 
ae a y1 Me a 
Hieraus folgt 
1 
ee 8 
Vi-— Ma (8) 


Fiihrt man Gleichung (8) in Gleichung (4) ein, so ergibt sich fiir die Komponen- 
ten der Stérgeschwindigkeit 


U= ae th: =, C= U; . (9) 


Die Querabstande y* und y* von zwei benachbarten Gitterschaufeln zweier 
zugeordneter Gitter stehen ebenfalls in dem Verhaltnis von Gleichung (5). So- 
mit ergibt sich nach Figur 2 fiir die Staffelungswinkel 4 und /, der einander zu- 
geordneten Gitter die Beziehung 


tg 
tei, = a = (10) 


Fiir die Teilungen folgt aus y* = ¢ cosA und y* = ¢; cos; die Beziehung 
t; = t/sin?4 + (1 — M2) cos?. (11) 


Miernach ist also bei gleichem Schaufelprofil dem kompressiblen Gitter ein 
inkompressibles Gitter mit grésserem Staffelungswinkel und kleinerem Tei- 
lungsverhaltnis zugeordnet (Figur 2). 

Fiir den Sonderfall des ungestaffelten Gitters, 2 = 0, erhalt man aus den 
Gleichungen (10) und (11) 


4,=0; t=t/1— M2. (11a) 
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Das dem kompressiblen Gitter zugeordnete inkompressible Gitter ist in diesem 


z Fall also ebenfalls ungestaffelt, und es hat eine engere Teilung. 


x 


J: Berechnungsbeispiele 


Die Berechnung der Druckverteilung langs der Schaufelkontur fiir ein vor- 


_ gegebenes Schaufelgitter (Schaufelprofil, Teilungsverhaltnis ¢/l, Staffelungs- 
_ winkel /) bei einer vorgegebenen Machschen Zahl M,, = U,,/c,, gestaltet sich 
; nach dem vorstehenden folgendermassen: Nach den Gleichungen (10) und (11) 
_ werden Staffelungswinkel 7; und Teilungsverhiltnis ¢,// des zugeordneten in- 
_ kompressiblen Gitters ermittelt. Fiir dieses zugeordnete inkompressible Gitter 
_ wird sodann bei gleichem Schaufelprofil nach dem Rechenverfahren von 
_ H. ScHLICHTING [2] die Geschwindigkeitsverteilung langs der Schaufelkontur 


W,(x) ermittelt. Bezeichnet W(x) die gesuchte Geschwindigkeitsverteilung 


_ des vorgelegten Gitters bei kompressibler Strémung, so gilt im Rahmen der 


linearen Naherung 


Wile) = Us, + u(x), Wx) = Uy + u(x). 


- Wegen Gleichung (9) hat man somit fiir die gesuchte Geschwindigkeitsvertei- 


lung auf der Schaufelkontur bei kompressibler Str6mung 


W(x) _ hl a PE 
ee yt at Crammed a2 


Die Ergebnisse einiger Beispielrechnungen sind in den Figuren 3 und 4 ange- 
geben. In Figur 3 ist fiir ungestaffelte Gitter (A = 0°) aus symmetrischen Pro- 
filen NACA 0010 bei symmetrischer Anstrémung («, = 0°) die Geschwindig- 
keitsverteilung fiir verschiedene Mach-Zahlen M, = 0; 0,4; 0,6; 0,7; 0,8 dar- 
gestellt. Das Teilungsverhialtnis ist geandert von ¢/l = 0,75 bis t/l = oo (Ein- 
zelprofil). Ein Vergleich der Diagramme fiir verschiedene ¢// zeigt, dass mit 
enger werdender Teilung der Kompressibilitatseinfluss auf die Geschwindig- 
keitsverteilung lings der Schaufelkontur, insbesondere auf die maximale Uber- 
geschwindigkeit, stark zunimmt. Wahrend beim Einzelprofil (¢/1 = oo) beim 
Ubergang von M, = 0 auf M, = 0,8 die maximale Ubergeschwindigkeit nur 
von War = 1,16 W, auf 1,26 W, anwachst, ergibt sich fir ¢/} = 0,75 eine 
Steigerung von Wyaz = 1,21 W, auf 1,45 W,. In Figur 4 sind fiir das gleiche 
Schaufelgitter bei unsymmetrischer Anstrémung («= 0°, 5°, 10°, 15°) die 
Geschwindigkeitsverteilungen ebenfalls fiir Mach-Zahlen M,, = 0 bis 0,8 dar- 
gestellt. Das Teilungsverhaltnis ist mit ¢// = 1 festgehalten. Auch in diesem 
Fall tritt mit wachsender Mach-Zahl eine betrachtliche Steigerung der Uber- 
geschwindigkeit an der Kontur ein. 


@ nshy 


oo = 4 o'r == gi 4 


Sans NamSDNRNA Lan nd neh a Sache V ae} =) T ape pecan nena i RARE Tigre Ryn Mines Rem Dake ie ce mW IB ATE SSG ee Bray SAARI es GAS SRG RENE = 


oo/- 40 . 20 ee Ol 80 90 40 20 On 01 80 90 40 


Bed 


280 


a) | See aft QL 
OT =1/9 


281 


AMY 


“SGT {001 foG {.0 = 1 ToNUIMUIOAYSNZ $O'T = g/g srayTeyAoAssuNTIaL {OT00 WOWN [yordjayne qos 1009/O = My WoTYeZ SYOSOeJ PUOPoIYOsIA 
Suntosuy JeyostajauITMAsuN 19q U19}{IBPoyNeYOS Woyosyeysostn WOA WOSUN]I9}AIAS}IOYSIPUIMYOsSa+) IYOsT}aIOVY] T, 
F MST 


sO = 


282 Ernst-GUNTHER FEINDT und HERMANN SCHLICHTING ZAMP 


4. Vergleich von Rechnung und Messung*) 


Einen Vergleich zwischen Theorie und Messung gibt Figur 5 fiir den Fall 
eines ungestaffelten Gitters. Das Teilungsverhaltnis ist t/l = 1,0, das Schaufel- 
profil NACA 0010, und der Zustrémwinkel «, = 0° (obere Reihe) und «, = 10° 
(untere Reihe). Die Kurven W/W, stellen die potentialtheoretische Ge- 
schwindigkeitsverteilung der Theorie dar, mit W, als Zustrémgeschwindigkeit, 
und zwar die ausgezogenen Kurven fiir die Machsche Zah] M, = W,/c, der be- 
treffenden Messung und die gestrichelten Kurven fiir die inkompressible 
Strémung (M, = 0). Die eingetragenen Punkte bedeuten die Messung. Hierbei 
ist der gemessene dimensionslose Druckbeiwert 


P= Pi; ew ets (13) 


 —— — 
2 Po — Pi q 


auf die potentialtheoretische Geschwindigkeit W/W, umgerechnet worden nach 
der Gleichung 
x—1 W ? \ 7 #!(x—-1) 
fe phan (th 


Ww? 
fe cu) 


: [: x a M2 = 
Dabei bedeutet in Gleichung (13) #, den statischen Druck vor dem Gitter, fp 
den Ruhedruck und # den statischen Druck an einer beliebigen Stelle der 
Schaufelkontur, ferner ist x = c,/c, der Adiabatenexponent (% = 1,4 fiir Luft). 

Der Vergleich von Theorie und Messung zeigt, dass der in der Messung vor- 
handene Kompressibilitatseinfluss durch die Theorie im wesentlichen befriedi- 
gend wiedergegeben wird, solange 6rtlich die Schallgeschwindigkeit nicht er- 
reicht wird. Die bei der gréssten Mach-Zahl vorhandenen Unterschiede zwischen 
Theorie und Messung diirften darauf zuriickzufiihren sein, dass einerseits die 
Theorie etwas zu kleine Ubergeschwindigkeiten am Profil liefert und dass 
andererseits die gemessenen Werte etwas zu gross sind, weil fiir die Strahl- 
kontraktion keine Korrektur angebracht wurde. 
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Summary 


A simple approximation method based on PRANDTL-GLAUERT’s rule is given for 
the calculation of inviscous compressible flow through a two-dimensional cascade. 
It is applicable to cascades of any solidity and stagger angle with blade sections of 
small thickness and camber. The calculation of compressible flow for a predetermined 
cascade at a given Mach number is reduced to the calculation of an ‘associated 
incompressible flow’ through a cascade having blades of the same blade section, a 
higher solidity and larger angle of stagger. This associated incompressible cascade 
flow can be conveniently calculated on the basis of a method disclosed by 
H. SCHLICHTING [2]. 

Comparison of some computed pressure distributions along the blade contour 
reveals satisfactory agreement with measurements in the high-speed cascade wind 
tunnel of the Deutsche Forschungsanstalt fiir Luftfahrt (DFL; German Research 
Centre for Aviation), Brunswick. 


(Eingegangen: 26. November 1957.) 
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Beachtenswerte Vorgange bei hochtouriger hydrodynamischet 
Lagerschmierung 


Von WILHELM FROGSSEL, Géttingen, Deutschland?) 


Die hydrodynamische Schmierung im Gleitlager kommt bekanntlich.durch 
die Relativbewegung der beiden iibereinander gleitenden Lagerflachen zu- 
stande, indem das an den Gleitflachen haftende Schmiermittel seine Bewegung 
durch Fliissigkeitsreibung auf die inneren Schmiermittelschichten iibertragt. 
Aus der so entstandenen Spaltstro6mung entwickelt sich im verengten Teil des 
Schmierspaltes nach den bekannten Strémungsgesetzen ein Schmiermittel- 
druck, der letzten Endes die hydrodynamische Tragkraft hervorbringt. Dieser 
Zustand der dauernden Druckerzeugung aus der Strémung heraus setzt jedoch 
am Spaltanfang einen reichlichen Zufluss und am Spaltende einen entspre- 
chenden Abfluss des Schmiermittels voraus. Bei den bisher in der Praxis meist 
ublichen Drehzahlen bzw. Wellengeschwindigkeiten sind bei diesem Vorgang 
kaum Schwierigkeiten bekannt geworden. Neuerdings steigen die Drehzahlfor- 
_ derungen jedoch betrachtlich an, zum Beispiel werden bei Wellendurchmessern 
von 20mm bereits Drehzahlen von iiber 40000 bis hinauf zu 60000 U/min 
gewitnscht. Einige bei so hochtourigen Maschinen beobachtete ungeklarte 
Vorkommnisse gaben Veranlassung, die Zu- und Abflussverhaltnisse im 
Schmierspalt einer genaueren Betrachtung zu unterziehen. Die gemachten 
Beobachtungen deuteten namlich darauf hin, dass bei hohen Wellenumfangs- 
geschwindigkeiten unter gewissen Voraussetzungen, insbesondere bei niedrigem 
Olpumpendruck, zeitweilig Olmangel?) im Schmierspalt mit den iiblichen Folge- 
erscheinungen einsetzen kann, auch wenn die dussere Olversorgung reichlich 
gesichert ist. 

Zur Uberlegung der vermuteten Strémungsvorgiange bei, hochtouriger 
Lagerschmierung mag unsere Figur die notwendige Anschauung und Erklarung 
geben. Es zeigt gerade den in Drehrichtung der Welle verengten Schmierspalt- 
teil, in dem die hydrodynamische Druckentwicklung stattfindet. Dieser Schmier- 
spaltteil beginnt mit seiner grésseren Spaltweite an der Olnute und endet an 
der engsten Spaltstelle 4). Seine Schmiermittelversorgung erfolgt aus der Ol- 
nute, und zwar hauptsachlich 


1) Max-Planck-Institut fiir Str6mungsforschung. 
2) Den ersten Hinweis auf einen médglichen Olmangel in Schmierspalten hochtouriger Gleitlager 


gab Dipl.-Ing. Scuwarz, Frankenthal. 


286 WILHELM FROSSEL ZAMP 


1. durch Mitnahme des an der bewegten Welle haftenden Schmiermittels und — 

2. durch den Oldruck in der Olnute. . 

Wahrend also die Olzufuhrmenge von den Verhdltnissen in der Olnute ab- 
hangt, wird die im Schmierspalt notwendige Olmenge allein von dem dort 
herrschenden Druck- und Strémungsfeld entsprechend den hydrodynamischen 
Strémungsgesetzen bestimmt. Man hat daher bei der hydrodynamischen 
Schmierung zu unterscheiden zwischen Olzufuhr und Olabfuhr, deren Mengen 
in ganz verschiedener Weise von der Wellengeschwindigkeit abhangen. 

Bei massiger Wellengeschwindigkeit ist dieOlzufuhr am Anfang des Schmier- 
spaltes stets grésser als die Olabfuhr im Schmierspalt, so dass hier keine Gefahr 
fiir Olmangel besteht. Jedoch wachst die Olzufuhr mit steigender Wellenge- 
schwindigkeit langsamer an als die Olabfuhr. Wenn letztere grésser wird als 
erstere, muss zwangslaufig im Schmierspalt ein Unterdruck entstehen. Nattir- 
lich verliert eine solche Olschicht jegliche Tragfahigkeit. Weit schlimmer ist 
aber, dass sich als Folge des Unterdruckes die im Ol befindliche Luft aus- 
scheidet, die die iiblicherweise geschlossene Olschicht aufreisst, so dass sich 
Welle und Lagerschale teilweise schutzlos gegentiberstehen. 

Die Untersuchung der vorangehend geschilderten Str6mungsvorgange soll 
der Einfachheit halber fiir den zweidimensionalen Strémungsfall, also ohne 
Seitenfluss, vorgenommen werden. Diese Annahme trifft fiir den drucklosen 
Strémungszustand genau, fiir alle anderen hinreichend genau zu. 

In der Figur ist zum besseren Verstandnis der Spaltvorgange eine gesunde 
Spaltstrémung dargestellt. Die Olzufuhr am Spaltanfang ist hierbei bedeutend 
grésser als der Olbedarf im Spalt. Man erkennt an den eingezeichneten Strom- 
pfeilen die stattfindende Olbewegung mit teilweiser Riickwartsstromung, die 
fiir eine gesunde Spaltstr6mung mit Druckentwicklung charakteristisch ist. 

In der weiteren Untersuchung sei das Augenmerk zunachst auf die abflies- 
sende Olmenge gerichtet. Sie lasst sich am einfachsten an der engsten Spalt- 
stelle 4g ermitteln, wo die Geschwindigkeitsverteilung quer zum Spalt «in 
etwa» geradlinig ist. Genau genommen, besteht diese Geradlinigkeit bei der 
gesunden Str6mung am Druckmaximum vor der engsten Spaltstelle 4p und am 
Ende des Druckgebietes ebensoviel dahinter. Sie wandert aber mit ungesunder 
werdender Spaltstrémung, das heisst bei mangelnder Olzufuhr, zur engsten 
Spaltstelle hin, so dass fiir unsere abschatzende Betrachtung die engste Spalt- 
stelle hy als Berechnungsquerschnitt geeigneter ist. 

Aus dem Teilbild a der Figur, welche die Geschwindigkeitsverteilung an der 


engsten Spaltstelle Ag vergréssert wiedergibt, folgt die Olabflussmenge fiir die 
Breiteneinheit zu 


ho 
Va Uae (1) 


Q, Abflussmenge [m*/s], U Wellenumfangsgeschwindigkeit [m/s], Ag age act 
an der engsten Spaltstelle [m]. 


Vol. IXb, 1958 Vorgange bei hochtouriger hydrodynamischer Lagerschmierung 287 
1 


Veranschaulichung der Str6mungsvorgange im Schmierspalt eines Gleitlagers 
bei hydrodynamischer Schmierung. 


Die Olabflussmenge Q, hangt somit nur von der Wellengeschwindigkeit U 
und der Spaltweite 4, ab. Diese Feststellung ist fiir den spateren Vergleich mit 
der Olzufuhrmenge von Bedeutung. 

Zur Ermittlung der Olzufuhrmenge wird von den anfangs angefiihrten 
zwei Moglichkeiten vorerst die erste betrachtet, das heisst, dass das Ol in der 
Olnute drucklos und praktisch ruhend angeliefert wird. Fiir die Olzufuhr am 
Spaltanfang ist dann allein die Wechselwirkung zwischen Reibung und Massen- 
tragheit massgebend. Es ergibt sich daraus die bekannte Grenzschichtstromung 
entlang Wanden, die andernorts theoretisch und experimentell gentigend be- 
handelt ist). 


3) Eine gute Darstellung der diesbeziiglichen Grenzschichtarbeiten befindet sich in ScHiicu- 
TING, Grenzschicht-Theorie (Verlag G. Braun, Karlsruhe 1951). 
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Um fiir die Betrachtung exakte Bedingungen zu schaffen, wird festgesetzt, 
dass die Grenzschicht c in der Figur an der linken Olnutenkante beginnt und 
an der rechten endet. In Wirklichkeit wird der Beginn schon etwas in dem 
voraufgehenden Schmierspalt liegen und zudem unregelmassig tiber der Breite 
verteilt sein. Weiterhin wird laminare Grenzschichtstromung angenommen 
und die Wellenkriimmung vernachlassigt. Beide Voraussetzungen treffen nicht 
immer genau zu, erleichtern aber die abschatzende Betrachtung. 

In der Figur soll die schrag schraffierte Flache c die Grenzschicht veran- 
schaulichen, deren Dicke mit dem Beriihrungsweg x bestandig wachst. Der 
Vollstandigkeit halber muss hinzugefiigt werden, dass die Grenzschichtdicke 
theoretisch von Anfang (x = 0) an unendlich gross ist. Damit aber ein defi- 
nierter Wert vorliegt, wurde nach der Grenzschichttheorie der Rand der 
Grenzschicht dort festgelegt, wo die Geschwindigkeit nur noch ein Prozent der 
maximalen Geschwindigkeit betragt. 

Nach dieser Festlegung errechnet sich die Grenzschichtdicke allgemein zu 


xv 
= = 
und die maximale Grenzschichtdicke bei x = L zu 


5,05 EP 2 


x bzw. L Berihrungslange [m]}, 
y=y/o  kinematische Zahigkeit [m2/s], 


y Schmiermittelzahigkeit [kg s/m?], 
0 Schmiermitteldichte [kg s?/m‘], 
U Wellengeschwindigkeit [m/s]. 


Die Geschwindigkeitsverteilung quer zur Grenzschicht zeigt das Teilbild c 
an drei Stellen und stark vergréssert das Teilbild } in der Figur. Sie ist fiir 
laminare Grenzschichtstrémung theoretisch berechnet und experimentell ge- 
messen. Alle Geschwindigkeitskurven entlang dem Weg «x sind affin zueinander, 
das heisst, sie fallen alle zusammen, wenn sie auf 6 = 1 bezogen werden. 

Die Geschwindigkeitsverteilung gibt zugleich die in der Grenzschicht mit- 
geftihrte Olmenge an. Die maximale Grenzschichtdicke 6,,, und damit die maxi- 
male Olmenge liegt bei x = L. Um einfache und leicht iibersichtliche Formeln 
mit runden Zahlen zu erhalten, wird der Flacheninhalt der Geschwindigkeits- 
kurven mit dem eingezeichneten gestrichelten Dreieck in Teilbild b errechnet. 
Auch hier wird eine zweidimensionale Grenzschichtstrémung angenommen, so 
dass die Breite wieder mit Eins eingesetzt werden kann. Die maximale Olzufuhr 
ist somit 5 


= Toe. @) 


! 
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- Wird dm mit Gleichung (2) eliminiert, so folgt 


Q.=5VI0U. (4) 


' Es stehen sich nunmehr Gleichung (4) als Olzufuhr und Gleichung (1) als Ol- 


abfuhr gegentiber. Wahrend Gleichung (4) mit /U wiachst, nimmt Gleichung (1) 


mit U direkt proportional zu. Ausserdem hangt die Olzufuhr von der Olnuten- 


breite L und der Oleigenschaft v, die Olabfuhr aber von der Spaltweite i, an der 
engsten Spaltstelle ab. DieEinflussgréssen sind auf beiden Seiten grundver- 


_schieden. Die Bedingung, dass Q,>(, ist, kann meist leicht erfiillt werden. Mit 


sehr stark steigender Geschwindigkeit holt aber Q, betrachtlich auf und er- 


reicht bei der Grenzgeschwindigkeit U, Gleichheit mit Q,. Dann kann 


(5) 


0,= 0.5 VL 90, =" 


geschrieben werden und daraus die Grenzgeschwindigkeit 


U, = Rm (6) 


Wenn die Grenzgeschwindigkeit U, von der Wellengeschwindigkeit U iiber- 


_schritten wird, tritt Olmangel im Schmierspalt auf und damit statt Uberdruck 


Unterdruckentwicklung. Wie aus der Gleichung (6) aber zu erkennen ist, ver- 
andert sich U, bei einem gegebenen Lager und gegebenem Schmier6l noch um- 
gekehrt mit /@, wird also unendlich, wenn hy gegen Null geht. Dadurch miisste 
eigentlich der Olmangelzustand ungefahrlich sein, denn bei kleinem JU, tritt 


_ zwar Olmangel ein, aber h, ware dann gross und es bestiinde keine Beriihrungs- 


gefahr zwischen Welle und Lagerschale. Wenn aber Beriihrungsgefahr droht, 
ist 4) naturgemiss klein und somit die Grenzgeschwindigkeit U, nach Gleichung 
(6) gross, so dass wieder kein Olmangel besteht. 

Leider macht sich hierbei die oben schon erwahnte Eigenschaft des Schmier- 
éles bemerkbar, dass namlich bei Unterdruck das Ol Luft ausscheidet, die die 
schiitzende Olschicht verdrangt, so dass Wellenstésse direkt auf die Lagerschale 
durchschlagen kénnen, ehe sich wieder ein schiitzender Olfilm ausgebildet hat. 

Um diesem Ubelstand abzuhelfen, muss das Druckniveau im ganzen Schmier- 
dlgebiet so gehoben werden, dass nirgends Unterdruck entsteht. Zwangslautig 
fiihrt diese Forderung auf die zweite anfanglich aufgefiihrte Méglichkeit der 
Olzufuhr mittels Druckdifferenz. Neben der Vermeidung der Luftausscheidung 


erhalt man dabei noch zusiatzlich eine Olzufuhr bei einsetzendem Olmangel, so 


dass die Hebung des Druckes in doppelter Hinsicht von Bedeutung ist. 
Die zusatzliche Olzufuhrmenge regelt sich automatisch mit dem Absinken 


des Oldruckniveaus im Schmierspalt, indem dadurch eine Druckdifferenz zwi- 
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schen Olnute und Schmierspaltanfang entsteht. Sie ergibt sich wieder fur die 


Breiteneinheit mit 
2 as 
Qa= m =S* . (7) 


h, Spaltweite am Anfang des Schmierspaltes [m], 

p Druckdifferenz zwischen Olnut und Schmierspaltanfang [kg/m?], 
y  spezifisches Gewicht des Schmierdles [kg/m’*], 

g Erdbeschleunigung [m/s?], 

Qq zusatzliche Olmenge [m3/s]. 


Darin sind nach der Figur 


Den Anfangsspalt #, wiederum liefert die Spaltformel 
hy = (R—7) (1—cosgy) + hy cose. (8) 
R_ Radius der Lagerschale [m]}, 
y Radius der Welle [m], 
gy Winkel zwischen engster Spaltstelle und Anfangsspalt, 


hy Spaltweite an engster Spaltstelle [m], 
h, Spaltweite am Anfang des Schmierspaltes [m]. 


Nunmehr kann man zur Bestimmung der Grenzgeschwindigkeit U, an- 
setzen 


Qa as Os = Qa 
und entsprechend 
ae a RY a ee U, h 
nase Viet ae (9) 
Daraus folgt die Grenzgeschwindigkeit 
% h,|/2¢p 9 Si iacern\s 
U, (V2) - ate peers (10) 


Auch hier wurde die Rechnung fiir zweidimensionale Strémung durchgefiihrt. 
Diese Annahme ist berechtigt, denn bei akutem Olmangel sinkt die Druck- 
entwicklung im Schmierspalt bis auf den Aussendruck ab, so dass kein seit- 
liches Ausstrémen stattfinden kann. 

Ausser den zwei behandelten Méglichkeiten fiir die Olzufuhr zum Schmier- 
spalt sei der Vollstandigkeit halber noch eine scheinbare dritte angegeben. Bei 
gesunder Spaltstrémung wird namlich der Zufuhriiberschuss am Spaltanfang 
abgezweigt, wie es in der Figur schematisch dargestellt ist. Dadurch kommt in 
der Olnute eine Zirkulation zustande, die die Olzufuhr zwar untersttitzt, so- 
lange kein Olmangel besteht, im kritischen Augenblick aber gerade versagt, 


weil dann die Olabzweigung fortfallt. Sie ist daher fiir unsere Betrachtung un- 
interessant. 
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Nach allgemeiner Darlegung der Verhiltnisse ist es ntitzlich, anhand eines 
_ in der Praxis haufiger vorkommenden Lagerfalles die Olmangelfrage zu disku- 
tieren. 

Angenommen seien folgende Daten: 


Lagerdurchmesser == 20) mim, 
Lagerspiel = 0,1 mm, 
Olnutenbreite L = 4 mm (vgl. Figur), 


dynamische Zahigkeit des Oles 7 = 0,001 kgs/m2, 
Einheitsgewicht des Oles y = 900 kg/m3, 

Dichte des Oles o = 91,8 kgs?/m4, 
kinematische Zahigkeit vy = y/o = 0,00001089 m?/s. 


Bei hoher Drehzahl lauft die Welle praktisch zentriert, so dass der engste Spalt 
hy gleich dem halben Lagerspiel = 0,05 mm angesetzt werden darf. Fiir den 
drucklosen Olzustand in der Olnute ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit, bei 
der Olmangelgefahr eintritt, aus der Gleichung (6) zu 


U, = 157 mis . 


Die zugehérige Grenzdrehzahl einer Welle von 20 mm Durchmesser wire 
nN, = 150000 U/min, eine Héhe, die in der Praxis zurzeit bei weitem noch nicht 
tiblich ist. Normalerweise diirfte somit der Schmierspalt stets reichlich mit Ol 
versorgt sein. Doch kann die Welle unter ausserer Stossbelastung gelegentlich 
von ihrer zentrierten Lage abweichen und der unbelastete Spaltteil kurzzeitig 
auf nahezu das ganze Lagerspiel, also 4) ~ 0,1 mm, anwachsen. Sofort fallt 
fiir diese Stelle die Grenzgeschwindigkeit auf U, = 39,25 m/s und die ent- 
sprechende Grenzdrehzahl auf », = 37500 U/min ab. Diese kann aber schon 
betrachtlich unter einer immerhin praktisch vorkommenden Drehzahl liegen, 
so dass Olmangelgefahr mit ihren Nebenerscheinungen, wie Luftausscheidung, 
Metallberiihrung usw., akut zu werden droht. 

Es ist naheliegend, fiir zweifelhafte Laufzustiande das Oldruckniveau héher 
zu halten. Unser Beispiel wird deshalb vom drucklosen Zustand auf 3 atti Druck 
in der Olnute erweitert. Alsdann hat die Rechnung nach Gleichung (10) zu er- 
folgen. Zur Bestimmung des noch fehlenden Anfangsspaltes h, wird Gleichung 
(8) benutzt. Es sei an dieser Stelle vermerkt, dass fiir den hier behandelten Dreh- 
zahlbereich meist nur Mehrgleitflachen-Lager verwendet werden. Deshalb wird 
die Rechnung auch fiir diese weitergefiihrt. Fiir den im obigen Beispiel ange- 
fiihrten Lagerdurchmesser haben Mehrgleitflachen-Lager eine Radiendifferenz 
von 0,2 mm, und der wirksame Gleitwinkel p (vgl. Figur) betragt etwa 50°. 
Damit wird der Anfangsspalt bei: gelegentlich extremster Ausweichung der 
Welle aus der Mitte in unserem Beispiel nach Gleichung (8) 


Bo 0 AO fF min. 
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Mit Gleichung (10) ergibt sich nee 
U, = 145 m/s 
und als entsprechende Grenzdrehzahl 
N, = 138 500/min . 


Dieses Beispiel zeigt, dass sich mit Steigerung des Druckniveaus die Gefahren- 
zone geniigend nach oben aus dem Anwendungsbereich verschieben ldsst. Die 
Schwierigkeit wird allerdings darin liegen, das Druckniveau in den Olnuten zu 
halten. Dazu wird es nétig sein, die zur Kiithlung notwendigen Oldurchfluss- 
mengen mit der vorhandenen Olnutendrosselung abzustimmen. 

Die Grenzgeschwindigkeit U, lasst sich gemass den Gleichungen (6) und (10) 
in beschranktem Umfang auch mit der Nutenbreite L erhdhen. Es ist daher 
ratsam, die Olnuten so breit auszufiihren, wie es die Gleitflachen zulassen. Die 
Grdssen y und y geben reine Oleigenschaften an und sind meist schon ander- 
weitig festgelegt. Dagegen gibt beim Mehrgleitflachen-Lager noch der Spaltwert 
h, durch geeignete Wahl von R — r eine gewisse Méglichkeit der Steigerung der 
Grenzgeschwindigkeit U,, doch ist damit gleichzeitig eine Beeintrachtigung der 
Tragkraftentwicklung verbunden, was wohl zu beachten ist. 

Aus vorstehender Untersuchung lasst sich erkennen, dass die heutigen Dreh- 
zahlen des hochtourigen Maschinenbaues im allgemeinen mit der hydrodynami- 
schen Schmierung noch gut zu bewaltigen sind, dass in besonderen Lagerfallen 
aber doch eine obere hydrodynamische Drehzahlbegrenzung méglich ist. 


Summary 


Flow conditions in the lubricating gap of a hydro-dynamically lubricated 
sleeve bearing at extremely high speed have been investigated theoretically. It 
is known that hydrodynamic lubrication requires a copious oil supply so as not 
to interrupt the flow and consequently the generation of pressure. However, it 
is found that with certain running conditions there may be lack of oil in the 
lubricating gap despite ample supply of oil in the grooves. This is caused by the 
fact that the oil discharge may be larger than the amount of oil that can be 
supplied at the beginning of the gap. The result is a vacuum combined with air 
evaporation and the formation of bubbles, which endanger the running surfaces 
locally by denuding them of the protective oil film. 

The results are explained by an example. This shows that under certain 
circumstances the region of critical speed can still be attained in practice. 


(Eingegangen: 21. Juni 1957.) 
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Einige laminare Grenzschichtstromungen, berechnet mittels 
einer neuen Reihenmethode 


Von HENRY GORTLER und HERMANN WITtTING, Freiburg i. Br., Deutschland?) 


1. Einleitung 


Eine neue Methode [1]?) zur Berechnung stationdrer, ebener und inkom- 
pressibler laminarer Grenzschichten bei allgemeinem ausserem Druckverlauf 
mit Hilfe einer formal exakten Lésung dieses allgemeinen Problems der Grenz- 
schichttheorie in Gestalt einer unendlichen Reihe in besonders geeigneten 
Variablen hat sich in einer grésseren Zahl von Anwendungsbeispielen [1, 2] gut 
bewdhrt. Trotz ihrer Strenge und Allgemeinheit erfordert die Methode in ihrer 
Anwendung keinen grésseren, sondern eher einen geringeren Arbeitsaufwand als 
die wegen ihrer Einfachheit vielfach benutzten, nicht strengen Verfahren nach 
dem Muster des Karman-Pohlhausen-Verfahrens. Es steht somit ein zuverlassiges 
und einfaches Verfahren zur Verfiigung, Grenzschichtstrémungen in grésserem 
Umfange mit grosser Genauigkeit zu berechnen und damit instruktives Material 
tiber den Einfluss verschiedener Bedingungen zu erhalten, etwa tiberden Ein- 
fluss des Druckverlaufs auf die Lage der Abldsungsstelle. Die Ergebnisse des 
Verfahrens bieten sich in ihrer Zuverlassigkeit auch in besonderer Weise als Un- 
terlage fiir theoretische Untersuchungen der Stabilitat von Grenzschichten unter 
variablen Bedingungen an. Der folgende Beitrag setzt sich das bescheidene Ziel, 
eine Reihe weiterer und, wie wir hoffen, instruktiver und niitzlicher Beispiele 
zu demonstrieren, darunter solche von einparametrigen Familien verwandter 
ausserer Geschwindigkeitsverteilungen, die besonders einpragsam den Einfluss 
variablen Druckanstiegs auf den Verlauf der Wandschubspannung zeigen. 

Der Grund fiir die Einfachheit der Berechnung solcher Beispiele besteht in 
erster Linie darin, dass die Koeffizientenfunktionen der neuen Reihe sich als 
lineare Kombinationen von universellen Funktionen darstellen lassen. Die 
hauptsdchliche Arbeit der strengen Integration eines Grenzschichtproblems 
kann daher vor jeder Einzelanwendung ein fiir allemal geleistet werden, und 
jede Einzelanwendung selbst besteht dann nur noch in der vom Verfahren vor- 
geschriebenen Koordinatentransformation und in der Auswertung der genann- 
ten Linearkombinationen unter Heranziehung der bereitgestellten Zahlen- 
tafeln der universellen Funktionen. Die Giite der unter Abbrechen der Reihe 


1) Institut fiir angewandte Mathematik der Universitat Freiburg i. Br. und Institut fiir 


angewandte Mathematik und Mechanik der DVL, Freiburg i. Br. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 306. 
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erzielbaren Approximation hangt von dem Konvergenzverhalten der Reihe ab. 
Da die Wahl der Variablen so erfolgt, dass bereits das Glied nullter Ordnung 
der Reihe neben den Randbedingungen an der Wand auch die dussere Rand- 
bedingung tiberall exakt erfiillt, fallen die Glieder héherer Ordnung mit Korrek- 
turen im Innern der Grenzschicht erst weit stromabwarts allmahlich ins Ge- 
wicht. Mit den bisher in Tafeln zur Verfiigung stehenden universellen Funk- 
tionen konnten Strémungen an Zylindern mit spitzer Voderkante (oder, was 
grenzschichttheoretisch dasselbe ist, an Platten bei variablem ausserem Druck- 
verlauf) in allen behandelten Fallen mit guter Genauigkeit von der Vorderkante 
stromabwarts bis unmittelbar vor der Ablésungsstelle berechnet werden. (Falls 
statt einer kurzen Extrapolation eine genauere Bestimmung der Ablésestelle 
gewiinscht wird, miissen einige wenige Schritte eines der tiblichen Fort- 
setzungsverfahren angeschlossen werden, vgl. Beispiele unten.) Bei Zylindern 
mit runder Nase erwies sich das Konvergenzverhalten als nicht so giinstig. Uber 
die Vorteile der Methode im allgemeinen und im einzelnen ist in den friiheren 
Arbeiten ausfiihrlich berichtet worden [1, 2]. 

Inzwischen ist die Methode erweitert worden auf Grenzschichten mit all- 
gemeiner Absaugeverteilung langs der Wand [3]; die zur Anwendung erforder- 
lichen zusatzlichen universellen Funktionen sollen in Kiirze vertafelt werden. 
Das Gleiche gilt fiir die Berechnung von Temperaturgrenzschichten bei kon- 
stanten Stoffwerten [11]. Die Erweiterung des Verfahrens auf kompressible 
Grenzschichten bei allgemeinen Bedingungen wird zurzeit bearbeitet. 


2. Bezeichnungen und Variablenwahl 


Wie iiblich bezeichen x die Wandbogenlange (gemessen von der Vorder- 
kante bzw. vom vorderen Staupunkt aus), y den senkrechten Abstand von der 
Wand, w und v die Geschwindigkeitskomponenten in der Grenzschicht in x- 
bzw. y-Richtung, y(x, y) die Stromfunktion der Grenzschicht, U(x) die vor- 
gegebene dussere Geschwindigkeitsverteilung und » die konstante kinema- 
tische Zahigkeit. Die Methode beruht auf der Verwendung der neuen unab- 
hangigen Veranderlichen 


Ulx)y 


z 


ga = foe de ah (1) 


und der neuen abhangigen Verdnderlichen 


Fee eee (2) 


; + [00 a 
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Das Grenzschichtproblem reduziert sich dabei auf die Differentialgleichung 
Finn t FF, , + BE) OE a RARE ON Prd (3) 
mit den universellen Randbedingungen 
F(€,0)=0, E(é0)=0,  F(é,co)=1 (4) 


(wozu in €=0 das vorgeschriebene singuladre Verhalten als «Einlaufbedin- 
gung» kommt [1]}). Die Daten des jeweiligen Problems erscheinen explizit nur 
in dem Koeffizienten 6(&), der « Hauptfunktion der Grenzschicht» 


2 U'(x) [ U(x) dx 
B(é) zs Tx) (5) 


die als analytisch im interessierenden Intervall vorausgesetzt wird. Die Potenz- 
entwicklung 


BE) = DB. &* (6) 
k=0 
fiihrt zur Darstellung der gesuchten Lésungsfunktion F in der Form 
F(é,n) =D) Fi(n) &*, (7) 
k=0 


und dabei erweisen sich die F,(7) als gewisse Linearkombinationen von univer- 
sellen Funktionen. Fiir alle Einzelheiten verweisen wir aus Raumgriinden auf 
unsere friihere ausfiihrliche [1] und zusammenfassende [2] Darstellung. 

Die gegenwartig verfiigbaren Zahlentafeln [4] erlauben die Auswertung der 
Reihe (7) bis zur Ordnung k = 5 einschliesslich, und zwar sowohl fiir die Klasse 
der symmetrischen Strémungen an Zylindern mit runder Nase (f)=1) als auch 
fiir die Klasse der Strémungen an Zylindern mit spitzer Vorderkante (fy = 0). 
(Die Methode ist auch fiir beliebige vordere Kantenwinkel anwendbar, jedoch 
liegen fiir andere als die vorderen Keilwinkel 7£,= 2 und =0 keine Tafeln 
universeller Funktionen bisher vor.) 

In den folgenden Ausfiihrungen benutzen wir unter Verwendung einer 
charakteristischen Lange L und einer charakteristischen Geschwindigkeit Ug 
die dimensionslosen Gréssen: 


hens, elie ue? : = Got. 
se mt  Re= — 
= ye U(% 
ate, =F O@=F: (8) 


p= fey=fie), somit  f,=p, Re*. 
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3. Grenzschichten bei a4usseren Geschwindigkeiten der 
Form U(x) =U, (1+ x/L)-", x20, nZ0 


Der Sonderfall » =1 dieser Klasse von dusseren Geschwindigkeitsvertei- 
lungen ist bereits in [1] behandelt worden. Er kann gedeutet werden als der 
Fall einer Platte x = 0, y = 0 in der Ausseren Potentialstrémung aus einer in 
x = —L, y =0 gelegenen Quelle. Entsprechend hat man fiir allgemeines n > 0 
allgemeinere verzégerte Aussenstrémungen an Platten (oder Profilen mit spitzer 
Vorderkante) x =0, y=0, wie sie etwa in divergenten Kanalen auftreten 
k6nnen. 

In den Dimensionslosen (8) hat man 


U(z)=(1+x)-" (x 20, nZ=0). (9) 


Eine elementare Rechnung erlaubt, die Hauptfunktion geschlossen anzugeben : 


(10) 


und die Potenzreihenentwicklung dieses Ausdrucks um & = 0 liefert sofort die 
fiir die numerischen Auswertungen benotigten Zahlen p,. 

Numerisch untersucht wurden die Falle » = 0, 1/2, 1, 3/2, ..., 4. Der Fall 
n =1 wurde bereits erwahnt. Der Grenzfall 1 = 0 ist der bekannte Fall der 
Blasiusschen Platte. Die Approximationsgiite der Ergebnisse der abgebro- 
chenen Reihe wurde wieder, wie schon friiher [1, 2], gepriift, indem bereits un- 
notig friih in Strémungsrichtung, wo die Approximation ganz offensichtlich 
noch gut war, eine Kontrollrechnung mit Hilfe des von uns entwickelten um- 
standlichen, aber stets zuverlassigen Differenzenverfahrens der schrittweisen 
Fortsetzung [5, 6] begonnen wurde. Wieder zeigte sich, dass erst kurz vor der 
jeweiligen Ablésungsstelle die Ergebnisse der abgebrochenen Reihe (Approxi- 
mation 5. Ordnung, siehe oben) von jenen der schrittweisen Fortsetzung abzu- 
weichen begannen und dann bald unbrauchbar wurden. Das ist in Figur 1 an 
den Verlaufen der értlichen Wandschubspannung gezeigt; dort, wo die Ergeb- 
nisse der abgebrochenen Reihe unbrauchbar werden, sind sie gestrichelt einge- 
tragen. Das scharfere Hinwenden der ausgezogenen Kurven zur x-Achse (aus- 
gezogen hier das Ergebnis der schrittweisen Fortsetzung) ist ganz typisch. Man 
findet diese systematische Abweichung bei allen bisher ausgewerteten Bei- 
spielen von Plattenstrémungen (f)= 0) in derselben Weise und in etwa glei- 
chem Ausmass. (Diese Erfahrung erlaubte uns, den wahren Verlauf unmittel- 
bar vor der Ablésungsstelle durch freihandige Extrapolation mit ausreichender 


Genauigkeit zu raten, wie die dann nachtraglich durchgefithrte Fortsetzungs- 
kontrolle bestatigte.) 
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Figur 1 
Verlauf der lokalen Wandschubspannung fiir verschiedene Werte von n. 


An Figur 2 wurde der Verlauf der Verdrangungsdicken fiir die betrachteten 
Werte von  aufgetragen, in Figur 3 entsprechend der Verlauf der Impulsver- 
lustdicke. Dabei wurden jeweils im Bereich unmittelbar vor der Ablésungs- 
stelle die Werte der Fortsetzungsrechnung wiedergegeben. 

Numerisch moégen hier wenigstens die ermittelten Ablésungsstellen ¥ an- 
gegeben werden, da sie eine willkommene Vergleichsméglichkeit bei der Ver- 
wendung anderer, insbesondere nicht-strenger Verfahren bieten diirften: 


n 1 3/2 2 5/2 3 7/2 4 
% 0,161 0,101 0,075 0,058 0,048 0,041 0,036 


4. Grenzschichten bei 4usseren Geschwindigkeiten der 
Form U(x)=U,(1-—x/L)", x20 


Diese Klasse von dusseren Geschwindigkeitsverteilungen stellt wiederum 
die Verallgemeinerung eines von uns bereits in [1] untersuchten Sonderfalls 
(n = —1, Platte im konvergenten Kanal, Potentialsenke in x = L, y = 0) dar. Sie 
enthalt fiir = 0 wieder die Blasiussche Plattenstr6émung, und fiir ” = 1 liegt 
der erstmals von L. Howartu [7] sorgfaltig untersuchte Fall des linearen Druck- 
anstiegs vor. Man vergegenwartige sich, dass noch vor kurzer Zeit diese zwei 
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05 


x! 


005 010 015 


Figur 2 
Verlauf der Verdrangungsdicke fiir verschiedene Werte von n. 


Strémungen 7 = 0 und 1 die einzigen in mathematischer Strenge behandelten 
Falle von Plattenstré6mungen waren. Dem Howarthschen «nicht-trivialen » 
Fall einer Strémung mit Druckanstieg wurde eine entsprechend grosse Beach- 
tung geschenkt. Die Neuberechnung mit Hilfe unserer Reihe und ein Vergleich 
der erzielten Ergebnisse mit jenen von L. HowArtH findet sich in [1]. 

In den dimensionslosen Variablen (8) ist 


U(x) =(1—x)" (x =0). (11) 


Auch hierzu lasst sich die Hauptfunktion geschlossen angeben: 


ee ee (12) 


woraus durch Potenzreihenentwicklung um & = 0 wieder miihelos die Koeffi- 
zienten f,, Zu ermitteln sind. 

Als Modellvorstellung fiir die verzégerten Potentialstr6mungen » > 0 der 
Schar (11) kann man sich in der Ebene der kartesischen Koordinaten %, y 
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Figur 3 


Verlauf der Impulsverlustdicke fiir verschiedene Werte von n. 


langs 0% <x, (S1), Y=0 eine Platte endlicher Tiefe denken, hinter der 
sich symmetrisch zur Ebene der Platte ein Keil mit Kante in ¥=1, y=0 
befindet. Ist dann der Keilwinkel gleich 2 2/(n +1), so hat man bei symme- 
trischer Anstrémung dieses aus Platte und Keil bestehenden Gebildes eine 
Potentialstrémung, die langs der Vorderplatte genau die verzogerte Stro6mung 
mit der Verteilung (11) liefert. (Insbesondere hat man fiir den Howarthschen 
Fall m = 1 den Keilwinkel z, das heisst, hinter der Vorderplatte ist in ¥ =1 
eine dazu senkrechte, unbegrenzte Platte zu denken.) Da sich aber nun an der 
Vorderplatte eine Grenzschicht ausbildet, ist diese Modellvorstellung fiir die 
wirkliche Str6mung nur insoweit brauchbar, als die 4ussere Potentialstrémung 
nicht durch die Verdrangungswirkung der Grenzschicht wesentlich modifiziert 
wird. Man kann sich, um das Modell zu retten, die Vorderplatte an einer Stelle 
x, endend denken, die jedenfalls nicht weiter stromabwarts liegt als die Ab- 
lésungsstelle an der Vorderplatte. Dann wird die Nachlaufstrémung, laminar 
gedacht, geniigend Gelegenheit haben, sich der Potentialstr6mung anzu- 
gleichen. 

Denkt man sich die Vorderplatte bis zur Keilvorderkante reichend (*,= 1), - 
so wird sich in der Anschlussecke ein Wirbel hinter der Ablésung an der Vor- 
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derplatte ausbilden, der die Aussenstromung mehr oder weniger modifiziert. 
Jedoch diirfte dies die Aussenstrémung vor der Abldésungsstelle nicht wesent- 
lich beeinflussen, so dass auch dann (11) dort noch eine brauchbare Approxi- 
mation wire. Eine solche Eckenstromung ist in Figur 4 wiedergegeben (Repro- 


Figur 4 
Bild einer Eckenstr6mung nach H. FOTTINGER. 


duktion einer Aufnahme von H. FOTTINGER [12]). Der Fall = 1 ist hier inso- 
fern nicht voll realisiert, als die Querplatte nur eine endliche Ausdehnung hat. 
Dies und die Auswirkung des Eckwirbels ergeben eine Verschiebung der Ab- 
lésestelle gegeniiber unserem Modell. (Man findet in Figur 4 Ablésung bei etwa 
% =0,15 gegentiber unserem Resultat x = 0,126 fiir den Howarthschen Fall 
Tie.) 

Numerische Auswertungen wurden vorgenommen fiir » = —1 und —1/2 
(beschleunigte Strémungen) sowie neben » = 0 (BLastus) fiir die verzégerten 
Strémungen ” = +1/2,+1,..., +5. Figur 5 zeigt den Verlauf der ortlichen 
Wandschubspannung fiir diese Werte von », wobei kurz vor den Ablésestellen 
die unzureichende Reihenapproximation (hier wieder gestrichelt) durch eine 
zuverlassige Differenzenrechnung (ausgezogen) erganzt wurde. Fiir die Grenz- 
schichtdicken der verzégerten Strémungen ergibt sich ein ahnlicher Verlauf 
wie bei jenen des vorangehenden Abschnitts, wir sehen von einer Wiedergabe 
ab. (Fiir 7 =1 findet man sie, verglichen mit 1 =0 und m = —1 in [1].) 

Wir notieren wieder die von uns ermittelten Abldsestellen: 
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Figur 5 
Verlauf der lokalen Wandschubspannung fiir verschiedene Werte von n. 


5. Plattengrenzschicht mit U(x) =U, cos(x/L), x = 0 


Eine gewisse Ahnlichkeit mit der im vorangehenden Abschnitt fiir 1 =1 
(HowartH) betrachteten Strémung liegt bei dieser Strémung vor, die in un- 
serer dimensionslosen Schreibweise die Aussengeschwindigkeit 


U(x) = cosx (13) 


besitzt. In der kartesischen (x, y)-Ebene erhalt man diese Verteilung auf y = 0 
in einer Potentialstr6mung mit dem Potential (x, y) =sinx% coshy, von 
deren Stromlinien in Figur 6 ein Ausschnitt wiedergegeben ist. Denkt man sich 
in dieses Str6mungsfeld langs 0 < x < 2/2, y = 0 eine Platte endlicher Tiefe 
eingebracht und in deren Endpunkt normal dazu eine unbegrenzte Ebene, so 
wird sich an der Vorderplatte eine Grenzschicht einstellen, deren Aussen- 
strémung wenigstens vor der Abldsestelle noch gut durch (13) beschrieben wird. 

Die aussere Ahnlichkeit dieses Modells mit dem im vorangehenden 4. Ab- 
schnitt beschriebenen Modell fiir den Howarthschen Fall » =1 darf nicht zu 


: 302 Henry GORTLER und HERMANN WITTING ZAMP 


So eee 


1/4. 
Stromlinien der reibungsfreien Stromung mit dem Potential sin x cosh y als weiteres Beispiel einer 


Figur 6 
Eckenstr6mung. 


der Vermutung verleiten, dass eine nahe quantitative Ubereinstimmung im 
Verlauf der Wandschubspannung und insbesondere in der Lage der Ablésungs- 
stelle bestehen wird. Entwickelt man (13): 

— _ R2 

O@) =1- pe, (14) 
so erkennt man, dass fiir die kleinen ¥-Werte bis zur Ablésungsstelle diese von 
der linearen Howarthschen Verteilung wesentlich verschiedene Verteilung 
weit besser durch eine «Tanische Verteilung» [2] der Form U(x) =1— ax” 
mit m= 2, a=1/2 approximiert wird. (In der Tat bleibt die Abweichung bei- 
der Verteilungen bis zur Ablésestelle unter 1°/9,, und die zugehdrigen Vertei- 
lungen der dusseren Druckgradienten weichen hier nur bis 0,5°/9, voneinander 
ab.) In [2] wurde fiir die genannte Tanische Str6mung, jedoch mit a = 1, eine 
Ablosung bei x = 0,290 gefunden. (TANI selbst fand 0,271.) Multipliziert man 
mit V2; so erhalt man ¥ = 0,410 (wahrend der von TANI gefundene Wert auf 
x = 0,383 fihrt). Es muss nach obigem erwartet werden, dass dieser Wert in 
guter Naherung auch als Ablésestelle fiir die Verteilung (13) resultiert. In der 
Tat hat unsere Rechnung hierfiir den Wert ¥ = 0,41 gerundet ergeben. (Dem- 
nach ist der von TANI gefundene Wert offenbar ein wenig zu klein, wie auch 
bereits in [2] aus anderen Erwagungen heraus begriindet wurde.) 


AT a 
re 
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Die Rechnung im einzelnen fiir die vorliegende Verteilung (13) verlauft 
wieder sehr einfach, da die Hauptfunktion in geschlossener Form angegeben 
werden kann: 


BG) = —s. (15) 


Somit ergeben sich die Koeffizienten p, zu 
Box1=0, Bs»=—-2 (R21). (16) 


Nach der allgemeinen Theorie [1] der neuen Reihe erhalt die Funktion F(&, 7) 
dementsprechend die einfache Gestalt 


F(E,q) =F —2f,€" — (2 fy — 2? fa) E°—---, (17) 


wo fo, fo, fs, foo, --- die bendtigten universellen Funktionen des Tafelwerks [4] 
sind und nur Funktionen bis zur 4. Ordnung angeschrieben wurden, weil fiir jene 
der 6. Ordnung keine Tafeln vorliegen. 

Figur 7 zeigt den Verlauf der Wandschubspannung, wobei wir hier neben 
der erreichbaren Approximation 4. Ordnung (gestrichelt) auch die Approxima- 


05 


01 02 03 04 05 


Figur 7 
Verlauf der lokalen Wandschubspannung. (R; Ergebnis des Differenzenfortsetzungsverfahrens; Ro, 
R, und R, Ergebnisse der Approximation 0., 2. und 4. Ordnung durch die neue Reihe.) 
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tionen 0. Ordnung (punktiert) und 2. Ordnung (strichpunktiert) angegeben 
haben, um einen Eindruck von der Giite der Konvergenz zu vermitteln. Die 
ausgezogene Kurve gibt dort, wo die Reihenapproximation unbrauchbar wird, 
das Ergebnis unserer Fortsetzung mit dem Differenzenverfahren wieder. 


6. Die Grenzschicht am Kreiszylinder mit der potentialtheoretischen 
Geschwindigkeitsverteilung U(x) = u, R sin (x/R) 


Bei der Berechnung der Grenzschicht an einem Kreiszylinder wird die 
potentialtheoretische dussere Druckverteilung stark von jener in der realen 
Strémung abweichen. Daher wurde in [1] die von K. HIEMENZ gemessene 
Druckverteilung zugrunde gelegt. Vom theoretischen Standpunkt kann aber 
auch die analytisch einfache potentialtheoretische Verteilung als willkommenes 
Beispiel fiir Vergleiche verschiedener Verfahren dienen. Da die zugehérige 
Grenzschicht von A. ULRICH [8] mit der fiir Str6mungen mit vorderem Stau- 
punkt zur Verfiigung stehenden Blasiusschen Reihe berechnet worden ist, er- 
gibt sich fiir uns die Méglichkeit, diese Reihe mit unserer neuen Reihe zu ver- 
gleichen. 

Wahlt man fiir die dimensionslosen Variablen (8) als Bezugslange L = R 
(den Zylinderradius) und als Bezugsgeschwindigkeit U)= u,R = U’'(0) R, so 
hat man ie —- 

U(x) =sing - (18) 


Die Hauptfunktion berechnet sich hierfiir leicht zu 


= 


Bibaeeeee (19) 


parere 


Die numerische Auswertung der Grenzschicht zeigt, dass man mit der uns 
zuganglichen Approximation 5. Ordnung in & eine gute Naherung bis zum 
Druckminimum bei ¥ = a/2 =1,57... erhalt. Hier haben wir daher eine Fort- 
setzungsrechnung mit unserem Differenzenverfahren angeschlossen. Es ergab 
sich dann Ablésung der Grenzschicht bei x = 1,90. 

Wahrend die Blasiussche Reihe eine Entwicklung nach Potenzen der Wand- 
bogenlange x darstellt (oder nach dem Zentriwinkel), ist die neue Reihe eine 
Potenzreihenentwicklung nach € = 1 — cos x, also nach der Projektion des zu- 
gehorigen Bogens auf die Achse in Anstrémrichtung. Es ist daher einleuch- 
tend, dass zunadchst das Konvergenzverhalten der neuen Reihe wesentlich 
ginstiger als das der Blasiusschen Reihe ist. Bereits das Glied nullter Ordnung 
der neuen Reihe gibt eine gute Approximation der Grenzschicht vom vorderen 
Staupunkt weit stromabwarts, was auch deswegen zu erwarten war, weil dieses 


Glied bereits iiberall alle Randbedingungen exakt erfiillt (im Gegensatz zum 
ersten Glied der Blasiusschen Reihe). 


<% 
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Figur 8 zeigt den Verlauf der Wandschubspannung. Dort, wo die Approxi- 


; mation durch die abgebrochene neue Reihe unbrauchbar wird (gestrichelt), ist 
das Ergebnis der Differenzenrechnung (ausgezogen) eingetragen. Das Ergebnis 


von ULRIcH mit der Blasiusschen Reihe ist zum Vergleich (strichpunktiert) 
angegeben. Wahrend die Approximation mit der neuen Reihe bis zur 5. Ord- 
nung in € etwas langer brauchbar bleibt, um dann rasch unbrauchbar zu werden, 


05 10 15 2,0 oy 


' ' . ' Y 


Figur 8 


Verlauf der lokalen Wandschubspannung. (R Ergebnis der abgebrochenen neuen Reihe; Ry Ergebnis 
des Differenzenfortsetzungsverfahrens; B Ergebnis der abgebrochenen Blasiusschen Reihe nach 
A. ULRICH.) 


fiihrt die frither vom strengen Ergebnis abweichende Approximation mit der 
Blasiusschen Reihe bis zur 9. Ordnung in ¥ dann bei mangelhaft werdender 
Konvergenz doch noch zu einem brauchbaren Ergebnis fiir die Ablésestelle. 
Hierzu muss allerdings bemerkt werden, dass die von A. ULRICH verwendeten 
Tafeln [9] der universellen Funktionen der Blasiusschen Reihe sich inzwischen als 
sehr ungenau erwiesen haben, so dass das in Figur 8 gezeigte Ergebnis mit den 
sehr sorgfaltig berechneten neuen Tafeln von A. N. TIFFORD [10], die uns erst 
nach Abschluss dieser Arbeit bekannt wurden, neu berechnet werden miisste, um 
einen zuverladssigeren Vergleich zu haben. 

Im wesentlichen bestatigt dieses Beispiel erneut, dass zwar die neue Reihe 
im Falle der Umstrémung von Zylindern mit runder Nase zunadchst vom vor- 
deren Staupunkt weit stromabwarts mit nur einem Glied und spater mit nur 
wenigen Gliedern eine gute Approximation liefert, dass aber die Konvergenz- 
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giite hinter dem Druckminimum rasch unzureichend wird und eine Approxi- 
mation von wesentlich héherer als 5. Ordnung nétig ware, um auch bei dieser 
Problemklasse brauchbare Werte bis unmittelbar vor der Ablésungsstelle zu 
erhalten. 
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Summary 


A new and formally exact series solution of the general laminar boundary 
layer problem for arbitrary outer pressure distribution [1] is discussed briefly. 
The main part of the paper is concerned with the application of this solution to 
the numerical evaluation of instructive examples of boundary layer flows. Appli- 
cation of this new and rigorous series method requires only a short and simple 


numerical calculation, involving the application of tables of certain universal 
functions. 


(Eingegangen: 3. Oktober 1957.) 
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Einordnung der Gleichungen der inkompressiblen, 
reibenden und schweren Fliissigkeit 


Von PETER GRASSMANN, Ziirich, Schweiz?) 


Fur die Bewegung einer reibenden und schweren Fliissigkeit sind fiir den 
stationaren Fall 4 Krafte massgebend, namlich 

iedie Druckkrait A>; 

2. die Tragheitskraft K,, 

3. die Zahigkeitskraft K,,, 

4. die Schwerkraft K, (oder allgemeiner eine der Massendichte proportionale 
Feldkraft). 

Diese lassen sich durch die 4 Ecken des in der Figur dargestellten Tetraeders 


(e fe 


Darstellung der Krafte und Kennzahlen durch ein Tetraeder. 


darstellen. Die 6 Seiten entsprechen den 6 méglichen dimensionslosen Kenn- 
zahlen, die aus diesen 4 Kraften zu bilden sind. Drei von ihnen sind benannt, 
namlich?) K 


eke eel, 
Re= oe ee alee Reynoldssche Zahl, 
TG w2 
bee = = Froudesche Zahl, 
ee EL, 
4 i, — Ky == 
Eu= aaron pen Eulersche Zahl. 
+) 18 ami St 


2) Vgl. Das Verzeichnis der Bezeichnungen am Ende der Arbeit. 
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Als Froudesche Kennzahl wird auch haufig die Wurzel aus dem oben ange- 
gebenen Ausdruck, also w/j/g L bezeichnet. Leider wird die Eulersche Kennzahl 
sehr verschieden definiert®). Durch die hier gebrauchte Definition wird sie zum 
iibergeordneten Begriff fiir die haufig gebrauchten «Widerstandsbeiwerte » oder 
steht zumindest mit diesen in einfachen Beziehungen. Versteht man unter K, 
eine Normalkraft und unter F eine Querschnittsflache, so wird K,/F identisch 
mit dem Druck bzw. einer Druckdifferenz 4p. Die Eulersche Zahl ist dann 
identisch mit dem in der englisch-amerikanischen Literatur viel verwendeten 
«pressure coefficient». Bei der Rohrstrémung wird sie gleich (4/2) L/D und 
gleich der Halfte der Widerstandszahl € von Rohreinbauten. Setzt man die 
Kraft K, gleich dem Widerstand W und F = Spantflache, so wird die Eulersche 
Zahl identisch mit dem Widerstandsbeiwert c, durch den das Verhalten um- 
stromter Kérper beschrieben wird*). In anderen Fallen — so bei der langs ange- 
stromten Platte — wird unter F die gesamte von der Strémung bespiilte Flache 
verstanden. Der Widerstand W = K, ist dann allerdings allein durch Schub- 
spannungen bedingt, so dass der Index # nicht mehr zutreffend ist. 

Da auch bei der Reynoldsschen Zahl die Tragheitskraft pro Volumeneinheit 
ohne den Faktor 1/2 geschrieben wird, scheint uns die oben gewahlte Definition 
zweckmissiger als die gleichfalls zu findende Eu = Ap/(o w?/2) = 2 Ap/(o w?). 

Fiir die anderen Kennzahlen — namlich K,/K,, K,/K, und K,/K, — eriib- 
rigt sich eine besondere Bezeichnung, da sie sich leicht als Produkte der drei oben 
genannten Zahlen ausdriicken lassen. Aus der Definition der Kennzahlen als 
Quotient der angegebenen Krafte folgt némlich: Umlauft man eines der vier 
das Tetraeder begrenzenden Dreiecke in einem bestimmten Umlaufsinn, so ist 
das Produkt samtlicher «durchlaufener» Kennzahlen gleich 1. Dabei ist jeweils 
der reziproke Wert der angeschriebenen Kennzahl einzusetzen, wenn die be- 
treffende Seite entgegen dem angegebenen Pfeil durchlaufen wird. Beispiels- 
weise gilt fiir das Dreieck K,, K,, K, 


ih 1 
oo (Bu Fr| = 1. 


Da die Integration der Navier-Stokesschen Differentialgleichung auch schon 
fiir die imkompressible Fliissigkeit grosse Schwierigkeiten bietet, sind in den 
fiir die Praxis brauchbaren Gleichungen meist eine oder zwei dieser Kriifte 
vernachlassigt. Dadurch ergeben sich ausser dem allgemeinen Fall, der sozu- 
sagen dem Inneren des Tetraeders entspricht, zunachst durch Vernachlassigung 
je einer Kraft vier Spezialfalle, die durch die vier Seiten des Tetraeders ver- 


3) W. WestPHAL, Physikalisches Worterbuch (Verlag Springer, 1952): Eu = w|V/2 Aplo. 
A. G. KAssarKin, Chemische Verfahrenstechnik (Verlag Technik, Berlin 1953): Eu=Ap/(0 w?). 
B. Kocu, Grundlagen des Wérmeaustausches (Verlag H. Beucke & S., Dissen T. W. 1950): Eu= 
2 Ap|(Q w*). R. E. Jounstone und M. W. Turtne, Pilot Plants, Models and Scale-up Method in 
Chemical Engineering (McGraw-Hill Book Company, 1957): Eu= p/(o w?). 

4) Der Ausdruck W/(@ w2F) wird auch als Newtonsche Kennzahl bezeichnet. 


ge Co 
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: sinnbildlicht sind. Sie sind, wie die Tabelle zeigt, jeweils durch eine Funktion 


von zwei dimensionslosen Kennzahlen darstellbar, die gleich einem Zahlenwert 
C ist. Er hangt als Formfaktor von der Geometrie des betreffenden Strémungs- 
vorgangs ab. Die beiden in der Funktion auftretenden, dimensionslosen Kenn- 
zahlen entsprechen dabei jeweils zwei Seiten des betreffenden Dreiecks. Es ist 
rein eine Frage der Zweckmissigkeit, welche von den jeweils drei méglichen 
Kombinationen der drei Kennzahlen man hierzu heranzieht. 

Werden zwei Krafte vernachlassigt, so lasst sich der betreffende Vorgang 
durch die Funktion einer dimensionslosen Kennzahl darstellen. Sie ist gebildet 


aus dem Verhiltnis der beiden nicht vernachlassigten Krafte. Da drei dieser 


Verhaltnisse durch Produkte oder Quotienten der Kennzahlen Re, Fry und Eu 
ausgedriickt werden und deshalb in der betreffenden Gleichung zwei dimen- 


_ sionslose Kennzahlen erscheinen, wird oft falschlicherweise angenommen, man 


habe eine Funktion zweier dimensionsloser Zahlen vor sich. Tatsachlich handelt 
es sich jedoch nur um die Funktion @ einer einzigen Kennzahl, zum Beispiel 
des Produkts Eu Re. Zur Hervorhebung sind derartige Produkte in der Tabelle 
durch [ ] gekennzeichnet. In den fiir die Darstellung empirischer Gesetze haufig 
benutzten Potenzausdriicken erscheinen dann beide Kennzahlen mit denselben 
Exponenten oder die eine mit dem negativen Exponenten der anderen. 

Im obigen Beispiel wurde von Kraften ausgegangen. In anderen Fallen mag 
es zweckmiassiger sein, Energien, Leistungen oder sonstige Grdéssenarten zu 
wahlen. Sie miissen nur alle die gleiche Dimension besitzen, damit durch 
Division dimensionslose Ausdriicke entstehen. 

Besonders bei mehrphasigen Strémungsvorgangen, bei denen zum Beispiel 
eine Fliissigkeit und ein Gas beteiligt sind, steigt die Zahl der zu beriicksich- 
tigenden Krafte oft iiber vier an®), so dass eine Wiedergabe im dreidimensio- 
nalen Raum nicht mehr moglich ist. Es lasst sich dann eine verwirrende Fiille 
dimensionsloser Kennzahlen bilden. Interessiert ist man jedoch an einem «voll- 
standigen Satz». Ein solcher muss nach LANGHAAR®) die beiden folgenden 
Bedingungen erfiillen: 

1. Es muss jede beliebige im vorliegenden Problem auftretende Kennzahl als 
Produkt der Kennzahlen des vollstaindigen Satzes darstellbar sein. 

2. Keine der Kennzahlen des Satzes darf durch dessen andere Kennzahlen 
identisch darstellbar sein. 

Die drei Kennzahlen Re, Fy und Eu stellen somit fiir das eingangs erérterte 
Problem einen vollstandigen Satz dar, ebenso auch das Triplett [Ew Fr], [Eu Re] 
und Eu. Dagegen bilden die drei Kennzahlen Re, Eu und [Ew Re] keinen voll- 


‘standigen Satz. Um auf einen Blick zu erkennen, ob es sich bei einer Gruppe 


dimensionsloser Kennzahlen um einen vollstandigen Satz handelt, stellt man 


5) P, GRAssMANN, Chem.-Ing.-Techn. 28, 270 (1956). 
6) H. L. Lancuaar, Dimensional Analysis and Theory of Models (John Wiley & Sons, New 


York, und Chapman & Hall Ltd., London 1951). 
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die Krafte, Energien oder die sonstigen m Gréssenarten, die man als Ausgangs- 


+ 


oy 


_ punkte wahit, als » Punkte in einer Ebene dar. Jede der n(n — 1)/2 Verbin- 


dungsstrecken zweier Punkte verkérpert dann eine dimensionslose Kennzahl. 
Ein vollstandiger Satz wird somit durch ein Streckennetz symbolisiert. Wir 
behaupten: 

Ein vollstandiger Satz liegt vor, wenn von jedem Punkt aus jeder andere 
Punkt auf einem und nur einem Weg erreichbar ist. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so lasst sich jede beliebige in das Problem ein- 
gehende Kennzahl durch die Kennzahlen des Satzes darstellen. Entweder 
entspricht namlich die gesuchte Kennzahl einer Strecke, die in dem Strecken- 
netz des vollstandigen Satzes bereits enthalten ist. Dann gehért sie sowieso 
schon dem Satz an. Oder sie entspricht einer Strecke, die noch nicht zum Satz 
gehort. Zusammen mit den Strecken des Satzes ergibt sich dann immer ein 
geschlossener Linienzug. Wie schon eingangs bemerkt, ist aber das Produkt 
samtlicher Kennzahlen langs eines geschlossenen Linienzuges — natiirlich wieder 
unter Beachtung des Vorzeichens — identisch mit 1. Mit Hilfe dieser Beziehung 
lasst sich somit die betreffende Kennzahl durch die des Satzes darstellen. 

Liesse sich dagegen von irgendeinem Punkt irgendein anderer Punkt auf 
mehr als einem Wege erreichen, wobei nur Strecken des betreffenden Satzes 
beniitzt werden, so wiirden diese beiden Wege zusammen einen geschlossenen 
Linienzug bilden. Da dann das Produkt der betreffenden Kennzahlen identisch 
1 ware, liesse sich eine von ihnen durch die anderen des gleichen Satzes aus- 
driicken. Das widerspricht aber der Forderung der Vollstandigkeit des betref- 
fenden Satzes. 


Verzeichnis der Bezeichnungen 


D Rohrdurchmesser, Kugeldurchmesser, Spaltbreite, F Stirnflache, 
Oberflache, Spantflache; g Schwerebeschleunigung; AK Kraft; L Rohrlange ; 
L, charakteristische Lange; w Geschwindigkeit; ¢ Widerstandsbeiwert 
= Ap/|(o w?/2); 4 dynamische Viskositat; 2 Widerstandsbeiwert fir Rohrstr6- 
mung = Ap D/(L @ w?/2); 2’ Wellenlange; @ Massendichte. 


Summary 


The four forces Kp, Ko, Kn, and Kg due to pressure, inertia, viscosity and 
gravity respectively, may be represented by the four corners of a tetrahedron 
whose 6 edges correspond to the dimensionless groups formed from the forces. 
The equations of hydrodynamics for the steady state which are shown to be 
represented by the volume, sides, or edges of the tetrahedron, can then be clas- 
sified in eleven sets of 3, 2 or 1 dimensionless groups. For flow with two and 
more phases, many independent dimensionless groups occur which may or may 
not be a complete set to a given problem. A simple construction gives the answer. 


(Eingegangen: 4. Oktober 1957.) 


S312 ZAMP 


Laminar Boundary Layer Oblique Shock Wave Interaction 
on Flat and Curved Plates’) 


By Isaac GREBER, Raimo J. HAKKINEN, and LEON TRILLING, 


Cambridge, Mass., USA?) 


1. Introduction 


This paper presents some of the results obtained up to now in the course 
of an investigation of the interaction of oblique shock waves with laminar 
boundary layers at a constant Mach number M = 2. From detailed measure- 
ments of the boundary layer on flat and curved plates, several quantities 
characteristic of the interaction pattern are deduced, and their variation with 
the flow parameters (particularly shock strength and Reynolds number) is 
studied. 

The pressure rise due to a shock wave thickens the boundary layer and 
decreases the skin friction upstream of the shock. If the shock is strong enough, 
the boundary layer separates upstream of the shock and a constant pressure 
separated region is observed between the separation point and the shock. The 
significant parameters are the shock strength needed to separate a laminar 
boundary layer, the conditions at separation, the pressure in the constant 
pressure separated region, and the size of the separated region. 


2. Experimental Apparatus and Technique 
Wind Tunnel 


The experiments were performed in the 8 x 8 in. continuous flow supersonic 
wind tunnel in the Gas Turbine Laboratory of the Massachusetts Institute of 
Technology. This tunnel has a fixed Mach number 2 nozzle with an upward 
flow direction. A standard Schlieren optical system is available for observing 
and photographing the flow. The tunnel operates at stagnation pressures from 
3 to 15 psi absolute, using a steam ejector system for evacuation to sub- 
atmospheric levels. However, practical problems of manometer accuracy pre- 
vented successful operation at the lowest available pressure levels. 


1) This work was supported by the National Advisory Committee for Aeronautics Contracts 
Nos. Naw-6320, 6412, 6452, 6507 and Air Force Contract No. 33—(616-3064) 
Wright Air Development Center, Wright Patterson Air Force Base. 

2) Massachusetts Institute of Technology. 
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Flat and Curved Plates 


Both the flat plate and the curved plate are full-span sharp-nosed models. 
A photograph of the flat plate mounted in the tunnel with the shock generator 
and Pitot tube is shown in Figure 1. A cross-section of the curved plate is 


Figure 1 
Flat plate mounted in wind tunnel. 
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x Figure 2 


i Cross-section of curved plate. 


shown in Figure 2. Both plates have static pressure orifices drilled at one 
tenth of an inch spacing to measure streamwise static pressure distribution. 
Thermocouples are imbedded in the surfaces of the plates. 


\ 
314 IsAAc GREBER, Raimo J. HAKKINEN, and LEon TRILLING ZAMP 


Shock Generators 
The adjustable angle shock generators developed by Barry, SHAPIRO and 
NEvuMANN [1]’) for this tunnel were used without changes. _ 
Velocity Profile and Skin Friction Measurement 


The total head in the boundary layer was measured by a small slit mouth 
tube (Figure 3) which could be traversed streamwise and normal to the plate 


Wall thickness honed 
to zero at open end 


Figure 3 


Stanton tube configuration, 


by controls outside the tunnel. The tube location was observed through a- 
cathetometer accurate well within 0-001 in. 

The same tube resting on the plate surface was used to measure local skin 
friction. The theory of such measurements is given in [2], and the calibration 
of the present tube in [3]. 


Observation of Separation 


The separation point was taken to be the point where the measured skin 
friction vanished. Since the instrument does not measure negative shear, it was 
often necessary to extrapolate the zero position from readings of positive skin 
friction upstream. Although this does not lead to a serious error in the location 
of separation, it can lead to appreciable uncertainty in the determination of the 
pressure at separation, because the pressure gradient near separation is large. 
In measurements of the minimum shock strength needed to cause separation, 
the shock generator was adjusted to provide zero skin friction at one point. 


Range of Measurements 


The experiments were performed at several different shock strengths up to 
a static pressure ratio of 2:4, and at different stagnation pressure (i.e., Rey- 


3) Numbers in brackets refer to References, page 331, 
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_ nolds number) levels. The shock strengths ranged from those small enough not 
to cause separation to cases involving extended upstream influence. The 
stagnation pressure range corresponded to Reynolds numbers based on distance 
from leading edge to shock interaction of 105 to 6 x 105. 


3. Typical Measurements on Flat Plate 


In Figure 4 are shown typical pressure distributions, shear distributions, 
and velocity profiles on the flat plate. Figure 4A shows measurements for a 
shock not sufficiently strong to cause separation. The skin friction coefficient 
is near the flat plate value upstream of the shock impingement point, falls 
rapidly to a low value near the shock, then again approaches the flat plate 
_value downstream of the shock. Figure 4B shows measurements for a case in 
which a separated flow region exists. Again the skin friction coefficient is near 
the flat plate value both upstream of separation and downstream of reattach- 
ment. The velocity profiles indicate that in the separated region the forward 
flow profile is essentially the undisturbed constant pressure boundary layer 
_ profile. This will be made a crucial part of the subsequent analysis. The pres- 
sure distribution shows a constant pressure undisturbed region, a pressure rise 
_ through the separation region, culminating in a constant pressure separated 
region, a pressure rise up to reattachment, and a further pressure rise beyond 
reattachment culminating in a constant pressure region. Figure 4C also shows 
measurements for a case involving separation. The picture of the approach to 
separation and the separated region is similar to Figure 4B. Shortly after 
reattachment, however, the skin friction measurements and the boundary layer 
profiles show that the boundary layer becomes turbulent. 


4. Self-Similar Separation Properties on Flat Plate 


Figure 5 is a sketch of typical pressure and shear distributions when a 
separated region exists and the boundary layer remains laminar throughout 
the interaction region. It is the physical model for the analysis, and defines the 
quantities which will be used. 

CHAPMAN, KUEHN, and Larson [4] and Gapp [5, 6] have pointed out that, 
at least when there is an appreciable length of separated flow, conditions near 
separation are independent of the agency which induced separation and the 
separation phenomenon is essentially self-similar; all significant parameters 
are then functions of local Mach number and Reynolds number only. Thus the 
analysis of the shock-wave boundary layer interaction can be brocken up into 
two parts: the determination of self-similar separation properties, which are 
functions only of local conditions, and the relationship between the length of 
separated region and the shock strength. 
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Pressure and skin friction distribution 
R snock3°29%10° e 
P,/P, =1:9] 


TS sfinches| 0 : 
2x10° Ry 3-105 4x10° 


Figure 4C 


Typical measurements on flat pate. 


The important parameters in the self-similar separation are the pressure 
rise to the separation point and the pressure rise to the constant pressure 
separated region (henceforth called the ‘plateau’ pressure rise). The minimum 
pressure rise to cause separation also will be analyzed from the point of view 
of a self-similar interaction. CHAPMAN, KUEHN, and Larson have given an 


order of magnitude analysis which suggests that 


10,~ fF. ‘ 
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Incident shock 


Comp. Comp. 


|Reattachment~| / 
/ | 


Figure 5 
Sketch of flow pattern with separated region. 


where AC, is a characteristic pressure rise coefficient for the separating re- 
gion, c; is the skin friction coefficient at the beginning of the separating region 
(this is taken as a characteristic skin friction coefficient for the region), and 
6 =VM?—1, where M is the free stream Mach number. From the analysis of 
CHAPMAN et al., equation (1) should hold for the separation, plateau, and in- 
cipient separation pressure coefficients. GApp’s quantitative calculation [6] 
also leads to equation (1) for the separation pressure coefficient and determines 
the constant of proportionality for separation. 


Pressure Rise to Separation 


The law given by equation (1), together with an estimate of the constant of 
proportionality, can also be derived from the observation that the undisturbed 
boundary layer appears to be ‘lifted’ from the wall. Assuming that the sub- 
layer below the ‘lifted’ layer has negligible momentum, the force balance in 
the sublayer of height ¢ gives 


dp 


ory te tae (2) 


Taking the pressure rise to be due to the growth of ¢, and assuming small 
pressure perturbations, the pressure rise is related to the growth of the sub- 
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Zee 
a a ee (3) 


layer by 


Eliminating ¢ between (2) and (3) leads to 


Bo tdC hg 
a Far | Cnt = 05,— C75. (4) 


Since C, varies almost linearly up to separation except for a small region in 
which it is small, equation (4) at the separation point gives 


Cc 
C,,= “ee. (6) 
To evaluate (c;,), a plausible definition of the ‘lifting’ height ¢ is made as 
in Figure 6: 


y 


Figure 6 


The sublayer profile is described by a parabola; if the velocity and its first 
derivative are matched at ¢,, where c,~ c, then it is found that (¢,), ¢,/2. 
Thus the separation pressure coefficient is 
BG 
Cy, = gs (6) 

Figure 7 shows the measured separation pressure rises. Within the scatter 
of the experimental points equation (6) correlates the data reasonably well. 
For additional comparison, GApp’s theory [6] gives C,,= 1-39 Vc,/B- The data 
correlated by CHAPMAN et al. shows that at M = 2, C,,= 1:19 Vc, |B. 

The same assumptions may be made within the framework of the Karman 
integral momentum equation. For small disturbances from uniform free stream 
conditions this can be written 

dC, 


=2—- [0 +0(2—- Ma] >. (7) 
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0-15 


0-04 


oOo 
ao 
ow 


Pressure coefficient,Cp 


Equations (6,21,22) 
with M=2 


00257 9-8 0910 15 2-0 3-0 


Skin friction coefficient at 
start of interaction, Cx 10° 
Figure 7 


Separation plateau, and incipient separation pressure coefficients on flat plate. 


where 6* is the boundary layer displacement thickness and @ is the momentum 
thickness. If the boundary layer is lifted by a sublayer of negligible momentum, 
the momentum thickness is approximately unchanged. The displacement 
thickness is increased by an amount Ad* given by 


Ad* = a C, dx. (8) 
Then the momentum integral becomes 
ie ree ir nae 2 
C41 Cry = Ho + 2 <M) 6, 2 + F Fit Cp tt (9) 


Xo 


where the subscript c denotes the constant pressure value. At the separation 
point where c;,,= 0, and under the assumption of a constant pressure gradient, 
equation (9) gives 


b C5. (Cy,) 


s 


—[H.+2=M4] (6, rok (10) 


Now, if the boundary layer separation mechanism simply involves the action 
of an adverse pressure gradient, an estimate of [0, (dC,,/dx)|, can be obtained 


ee 
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_ from a Pohlhausen similarity analysis (e.g., [7]). The boundary layer is describ- 
_ed by a Pohlhausen-Gruschwitz parameter K, which at separation can be 


- written 
Beesetee G8 ac, 
4 oo 2 ae ers 


| = const, (11) 
Ss 

where the subscript e denotes conditions at the outer ‘edge’ of the boundary 
_ layer. If the profiles are representable by the one-parameter Pohlhausen poly- 
nomial, then K,=—0-157. In general, this need not be the case; the similarity 
analysis merely predicts that K, is a negative constant. Equation (11) leads to 
_ the approximate result 


— 4.54 K 
(9 2) ==. ele s (12) 
Gk: 1+ Ye yy M? 
_or since 0,= x Cy, 
Eee 0 
s ez 2 
1+ aa M 


In equations (12) and (13) 7 is the recovery factor. Equation (13) is subject to 
_ experimental verification. Data from NACA, USC, MIT, NPL in a Mach 
- number range 2:0 to 2-53 and a Reynolds number range of 76,000 to 1,130,000, 
in which separation was induced by a step, a corner, and a reflecting shock 


is elec tee 
Oy ANE 
0-713 (x ax , 
F tneoret.* | 
0:6 
Bisc ° Mean line ° 
0-4 ee ee ea ee ae ae 
F 
0:2 
0 
0 2 4 6 8 10 12 
R, «10° 
Figure 8 


Test of Pohlhausen-Gruschwitz separation parameter. 


| wave, are plotted in Figure 8. Considering the difficulty of measuring a pres- 
sure gradient, these data indicate that the product x (dC,/dx) at separation 1s 
constant at a given Mach number, but that the constant has less than half the 
Pohlhausen value. Using the measured value of K, in (10) one derives for the 
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separation pressure coefficient 


6,22 | See ie ee (14) 
: n 1+ 25 vy M? © 


eo 


It follows from the work of CHAPMAN and RuBEsIN [8], that 
_ H,=H, [1+ 0-258 M?]: (15) 


for y =1-4 and Prandtl number of 0-72. The subscript B denotes the Blasius 
value. Therefore for M = 2, equation (14) shows that 


Cp mile Aids (16) 


The reasonable agreement between equations (6) and (16) indicates that the 
integral momentum equation may be satisfactory even in strong pressure 
gradients in supersonic flow if it is applied judiciously. The failure of the Pohl- 
hausen-Gruschwitz parameter to describe the pressure gradient at separation 
is due to the inadequate representation of the boundary layer profile. The 
variation of C,. with Mach number is not clearly established and it therefore 
appears simplest to use equation (6). 


Pressure Rise to the Plateau 


Beyond the separation point the analysis is more difficult. The parabolic 
approximation for the inner boundary layer profile cannot hold throughout this 
region, because the inertia forces must balance the shear forces when the 
plateau is reached. However, one expects that the inertia forces and the de- 
crease in pressure gradient come into play about the same time, and balance 
each other. An upper limit for the plateau pressure coefficient may then be 
found by neglecting both: 


2c, 
Cy, © 1:9 (a4 =19¢,.. (17) 


Another order of magnitude estimate can be made by adopting the point of 
view that beyond separation, the line w = 0 acts as a wall. Then the integral 
momentum equation (7) can be applied above uw = 0. If the line u = 0 is lifted 
a height / from the wall, then one has analogously to equation (9) 


2 eats Ailh i wih dC hugh 
GG =| 2— MOS era sn roe dx — fz ax’ (18) 


Xs 


, 
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A lower limit for the plateau pressure is obtained by assuming that most of the 
_ pressure rise occurs before the reverse flow momentum becomes important. 
Then the pressure rise occurs almost entirely at constant pressure gradient, 
and the deviation of the skin friction coefficient at « = 0 from the constant 
pressure value is symmetric about the separation point. This model gives 


Ces Cun (19) 


Taking the mean between the estimates of equations (17) and (19) as the ap- 
proximate plateau pressure coefficient gives: 


Cy = 165 Cy. (20) 
Using equation (6) to give C,. one has | 
. Cr, 
C= 233 ES (21) 


The data plotted in Figure 6 show good agreement with equation (21). The 


correlation of data in [4] gives for M = 2, C,,, = 2 Ve;,/B. On the other hand, it 
gives C,,, = 1-68 C,,, in agreement with equation (20). 


Incident shock 


Figure 9 
Sketch of flow pattern at incipient separation. 


Pressure Rise for Incipient Separation 


For shock strengths just great enough to create zero wall friction at one 
point, the observed flow pattern is shown in Figure 9. In the vicinity of the 
shock the pressure gradient on the surface is maintained reasonably constant 
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by the external shock configuration, although the self-induced gradient would 
be negative as the boundary layer ‘edge’ becomes convex. One can argue, 
however, that the local effect of the shock system cannot extend very far from 
the impingement point since the pressure jump is progressively cancelled by 
the expansions when the surface is approached. This view seems to be sup- 
ported by the experiments. Thus the pressure rise is due primarily to the self- 
induced effect, and the pressure rise to separation should be about the same 
as that for separation well upstream of the shock. If symmetry of thickening 
and thinning of the boundary layer is assumed, there results: 


(Cena =2 Cy, : (22) 


The data shown in Figure 7 support this simple point of view. 


5. Length of Separated Region on Flat Plate 


When the flow is completely separated, the height of the separated region 
depends on the mass of fluid forced into the backflow by the overpressure left 
available from the main shock after subtracting the pressure rise from undis- 
turbed conditions to the plateau plus the pressure rise needed for the reattach- 
ment process. Now, all of the fluid which is reversed must come from above 
the line « = 0. The integral of the boundary layer momentum equation, along 
the line wv = 0 from the maximum height of the separated region to the reattach- 
ment point, is 


Ou Ou dp Or 
| le«se ty Og + a dx = | a3 dx. (23) 
Neglecting 
OT 


introducing mass continuity, and taking averages (denoted by bars), one derives 
from (23) 


Apa 2 = Owtt ae o (24) 
A momentum balance in the separated region at Jing, gives approximately 


aan B es = 
Ow U2 ia Ss 0 Oy; Un C4) = Tun0 a i m2T. (25) 


Eliminating u between (24) and (25), writing 
bincce = ligt Cuca (26) 


where J is the length of the plateau, assuming h,;<hinqy, replacing C, , 
D 
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by its value from equation (21), and writing ¢, ~ c;,, (this neglects mixing), 
one derives from equation (25) ’ 
y oP 2 \—1/8 B Ye 2 3/2 —1/4 ,1/4 

| (1 + —21[1+4 JE M2); of ef! ACy,, (27) 
where x, is the distance from the leading edge to the end of the plateau. The 
important results of equation (27) are that the length of the separated region 
depends strongly on the driving pressure and only weakly on the Reynolds 
number. Choosing for the driving pressure the difference between the final 
pressure and the pressure for incipient separation gives 


ACy, = Cy,—1-21 Coa (28) 
_ With this choice of AC,,, the lengths of the separated regions are plotted in 


Figure 10. The linear relationship between the function of length of the sepa- 
rated region and the driving pressure is clear (ye is not a major variable in 
1 


0 0:2 0-4 0-6 0:8 
V4 
Aly, (Cry) 
Figure 10 


Length of separated region on flat plate. 


these tests). However, the constant of proportionality is greater than that of 
equation (27) and the line does not go through the origin. Both of these results 
are not unexpected. For short lengths of separated regions the reverse flow is 
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not well established, the wall shear must be close to zero, and hence the effec- 


i 


tive ¢, must be less than the local constant pressure value. Consequently for — 


small lengths of separated region the length should grow more rapidly than for 
larger lengths in which the backflow is well established. The constant of pro- 
portionality is larger than the prediction of equation (27) because ¢, really is 
somewhat less than Ch, because of mixing along the line ~ =0. Using the 
experimental slope and intercept, equation (27) becomes, for the longer sepa- 
rated regions, 


al (1- =) "= 2-83 [1+ 25 : rue)" pa ef! ACs, 0-097. (29) 


a] 4 


The new constant of proportionality implies that c,a 0-82 c,, , which agrees 


with the measured slopes of the profile near u = 0 in the separated region. Thus 
the experiments bear out the analytical model for the length of separated 
region. 


6. Typical Measurements on the Curved Plate 


Typical streamwise pressure distributions on the curved plate are shown in 
Figure 11. Curve A is a pressure distribution with no shock generator. The pla- 
teau is due to separation caused by the compression of the flow downstream 


No shock generator 


0 05 1-0 15 OU PP eS Sp" $35 4-0 
Streamwise distance from leading edge inches] 
Figure 11 


Typical pressure distrubutions on curved plate. 


of the convex surface. Curve B shows the pressure distribution in presence of 
a shock not strong enough to cause separation. Downstream of the shock the 


~—s 
% 
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negative gradient due to the convex curvature of the surface is again apparent, 


as is the separation plateau caused by the downstream compression. Curves C 
_ and D show distributions with shock-induced separation. The pressure in the 


separated region is constant, as if the outer flow no longer had any information 
about the shape of the wall. After reattachment the negative pressure gradient 
manifests itself, but downstream separation due to compressive turning does 


_ not occur. The probable reason is that the reattached boundary layer is tur- 
bulent. 


7. Separation and Plateau Pressure on Curved Plate 


The analysis previously given for the separation and plateau pressure on 
the flat plate can be extended to the curved plate by superposing the pressures 


_ due to the thickening of the boundary layer and due to the wall curvature. The 


results are 
Cor _ Gy 1/2 2 ey, 
(Cy, —C»,) c -- ace lee, oo) 


Care THe 
Con— Cn) | — fee = 2:33 = (31) 


Ppl Po 


where C Dp is the pressure coefficient which would occur at the same location on 


- the plate in the absence of separation. Since shears were not measured on the 


curved plate, equation (30) could not be checked experimentally. A plot of the 


0:10 
0:09 
o-0g + Equation (31) with M=2 ,, 

C°, CO 


00270-80910 2-0 30 40 
Skin friction coefficient at start 
of interaction, C;,*10° 
Figure 12 
Plateau pressure coefficients on curved plate. 
© Separation due to impinged shock; A separation due to compression curve. 
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plateau pressures, however, is shown in Figure 12. The pressure levels are 


defined in Figure 13. 
The skin friction coefficients were determined by GRuscHWITz’ method, using 
the table in [7] and the experimental mean undisturbed pressure distribution. 
Figure 12 shows theory and experiment to be in reasonable agreement. 


£, 


Figure 13 


Definition of pressure levels. 


8. Interaction of an Oscillating Shock Wave with a Boundary Layer 


The preceding model can be applied to the interaction of a laminar bound- 
ary layer with an oscillating shock. It is known that most shocks which are 
observed oscillate slightly. A simple analysis suggests that for certain combina- 
tions of shock strength, frequency, Mach number and Reynolds number, these 
oscillations are unstable. 

The physical mechanism of the interaction seems to be as follows: a small 
change in shock strength and position brings about a small change in the mass 
flow into the backflow region, which causes a bulge in the shape of the sepa- 
rated jet; that bulge is carried along approximately at the backflow velocity, 
and looks to the outer flow somewhat as a mouse running under a rug would 
look to us. The moving bulge generates a pressure wave system in the outer 
stream which in turn interacts with the shock in the manner suggested by 
Burcers. Thus the entire system is somewhat similar to the aero-elastic 
system, but with the backflow oscillation replacing the elastic vibration; it 
leads to a similar eigenvalue problem, from which characteristic frequencies and 
Reynolds numbers are determined and stability boundaries can be drawn. 

If one represents the backflow perturbation as 


h'(x, t) = BL ete +allu) (32) 
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i and the unsteady pressure coefficient as 


; Zeon, VEU oe 
Om 5 (a5 - a") ee) 
one must satisfy the following boundary conditions: at the separation point, 
__ the pressure coefficient perturbation is due to a change in skin friction due to a 
_ change in position of the separation point, both because h changes and because 
the entire flow pattern oscillates with an amplitude X. This condition is 


f = C5 % h’(%s) 
Coed Cea = a (x— 22), (34) 


_ where « is the mean slope of the free viscous layer, h’(x,) is the perturbation 
in height of the separated flow region and X(é) is the amplitude of motion of 
the shock. 

At the shock (x = x,), the pressure perturbation must satisfy the instan- 
taneous Rankine-Hugoniot conditions, and induces perturbations in backflow 
- mass rate which set the whole perturbation system into motion. This can be 
_ written as follows: 


h’ Cy (#,+¢) CF 
h (7) is AG, uF G . (35) 


Here Cj (y,+ 6) is the pressure coefficient immediately behind the shock 
which is related to Cj (x, —€), the coefficient just ahead of the shock, by 


Cy (x; a é) ae Cz (x; a4 é) maui (Z) , (36) 
where X (t) is the velocity of oscillation of the shock. 

When equations (32, 33) are substituted into (34, 35), a pair of complex 
homogeneous equations for AC,, X are obtained; by requiring that their 
discriminant vanish and that the frequency be real, one obtains a frequency- 
shock strength stability limit curve which is approximately as follows: 


nae wx, < 1-8 
is oM Stacy (37) 
as 11-5 324 Resi! SE | 
meh ea oe + 25 (+i) Me Ts 


where k'=w x,/U,. is the critical reduced frequency based on free stream 
velocity and distance from leading edge to mean shock position, 


a=VS(4)", Sal eM, = (-)’. 
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Figure 14 


Shock strenght for undamped oscillation of shock wave-laminar boundary layer interaction 
on flat plate. 


The variation of critical shock strength AC, with Mach number is shown in 
Figure 14 for various values of the parameter 2 which governs the Reynolds 
number effect. At Mach numbers below 1-6 the shock oscillation is stable. 
Normal shocks are unstable between M=1:57 (Roo) and M=1-65 
(R 120,000). At higher Mach numbers, the critical shock is much weaker 
than a normal shock. For instance, at M = 2, a flow deflection of 6° is critical 
and at M = 3, a flow deflection of 4°. 


9, Conclusions 


An experimental and theoretical analysis of the interaction between a shock 
wave and a laminar boundary layer has been made. The qualitative picture of 
the interaction is as follows: 

The adverse pressure gradient due to a shock wave causes the wall shear 
to decrease upstream of the shock wave. When the pressure rise reaches a 
certain threshold the wall shear is brought to zero. For larger pressure rises a 
separated region occurs. 

The experiments show, that when the separated flow region is sufficiently 
long the pressure levels associated with separation depend only on local condi- 
tions. The boundary layer profiles are modified primarily near the wall, the 
outer flow remaining essentially an undisturbed boundary layer. An analysis 
of the separation pressure levels based on this observation gives reasonable 


sat ae in 
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agreement with the measurements, both on the flat plate and on the curved 
_ plate. It is also shown that the integral momentum equation can be used to 
_ predict the separation pressure levels provided that one has an adequate 


measure of the pressure gradient at separation. 
An analysis of the length of the separated region shows that it is almost 
proportional to the pressure rise in excess of that needed to induce incipient 


_ separation, and varies only weakly with Reynolds number; the length is in- 


versely proportional to the eighth root of the Reynolds number. The measure- 
ments also support this analysis. 

An analysis of the interaction of an oscillating shock with a laminar bound- 
ary layer, made by perturbing the steady results previously derived, shows 
that neutrally stable oscillations can occur, and the conditions for neutral 


_ stability have been presented. 
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Résumé 


Ce mémoire décrit quelques recherches expérimentales et théoriques sur I’inter- 
action des ondes de choc obliques avec les couches limites laminaires. Une série de 
mesures détaillées de pressions et du frottement a été faite dans la région d’inter- 
action dans un écoulement le long d’une plaque plane. Un modéle du mécanisme 
en a été déduit, dont les prédictions s’accordent raisonnablement bien avec les 


résultats des expériences. Les mémes idées ont été appliquées a Vinteraction sur 


une surface courbe, et les résultats s’accordent encore avec les expériences. Une 
étude simplifiée de la région de stabilité de l’interaction sous Vaction d’oscillations 


de faible amplitude a été faite. 
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Uber ein Charakteristiken-Differenzenverfahren 
zur Berechnung laminarer Grenzschichten 


Von DIETHER GROHNE und RAMPURKAR Manowar, Gottingen, Deutschland?) 


1. Einleitung 


Im Rahmen der Untersuchungen laminarer Grenzschichten wurde von 
W.ToLLMIEN angeregt, das Charakteristiken-Differenzenverfahren auf solche 
Eigenschaften hin zu diskutieren, die es fiir die Lésung der parabolischen Fort- 
setzungsaufgabe der Grenzschichttheorie als besonders angepasst erscheinen 
lassen. Drei Fragen stehen dabei im Vordergrund: 1. Kann das Verfahren die 
allgemeinsten physikalisch sinnvollen Randbedingungen verarbeiten? 2. Be- 
sitzt das Verfahren die fiir die parabolische Fortsetzungsaufgabe charakteri- 
stische Fortpflanzung von Randwertst6rungen und lasst es diese direkt er- 
kennen ? 3. Lasst sich der numerische Aufwand des Differenzenverfahrens durch 
eine vorherige analytische Aufbereitung der Differentialgleichungen vermin- 
dern ? 

Zu diesen Punkten sei ausgefiihrt: Wahrend zum Beispiel das v. Karman- 
Pohlhausen-Verfahren fiir viele Zwecke eine zu geringe und schlecht abschatz- 
bare Genauigkeit lefert, sind die Potenzreihenverfahren nach BLAsIUs- 
HowartTH an die Konvergenz der auftretenden Reihen gebunden. Das Kon- 
vergenzintervall kann aber bei praktisch interessierenden Strémungen relativ 
klein werden (gemessen an der Gesamtstrecke bis zur Ablésung). Ein solches 
Potenzreihenverfahren verlangt die Darstellung der vorgelegten Druckver- 
teilung durch ein Polynom oder zumindest durch eine konvergente Reihe, und 
zwar durchgangig im ganzen Lésungsintervall. Das Charakteristiken-Dif- 
ferenzenverfahren legt dagegen ein Polynom jeweils nur durch eine begrenzte 
Anzahl konsekutiver Punkte und gestattet damit eine allgemeinere Anwend- 
barkeit auf empirische Druckverteilungen. 

Das Charakteristiken-Differenzenverfahren wurde bereits mehrfach in der 
Literatur behandelt [1—3]?). Man kann nun den numerischen Aufwand vermin- 
dern, indem man die Grenzschichtgleichung vor Anwendung des Verfahrens 
auf neue geeignete Veranderliche transformiert, wodurch ein gleichmassiges 
Kleinhalten des lokalen Restgliedes bezweckt werden soll. Die Wahl der neuen 
Veranderlichen geschieht in Anlehnung an eine Formel von W. ToLiMIEN [4, 5] 


1) Max-Planck-Institut fiir Stromungsforschung. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 346. 
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_ fiir den asymptotischen Ubergang der Grenzschicht in die Potentialstrémung. 

Eine wichtige Rolle spielt heute die Eignung eines Verfahrens fiir eine pro- 
grammgesteuerte Rechnung. Der zweitgenannte Verfasser [7] hat deswegen 
das Charakteristiken-Differenzenverfahren am Beispiel des Schubauerschen 

elliptischen Zylinders [6] auf einer elektronischen Rechenmaschine durchge- 
rechnet und damit die Eignung erwiesen. 


2. Die Fortsetzungsaufgabe 


Die Geschwindigkeitsverteilung in einer ebenen laminaren Grenzschicht 
wird beschrieben durch die Prandtlsche Grenzschichtgleichung 
Ou Ou dU (x) 02u 


U 


und die Kontinuitatsgleichung 


oe (2) 


_ wenn das str6mende Medium von konstanter Dichte ist. 
Hierin bezeichnet x die Bogenlange entlang der Wand (die auch massig 
gekriimmt sein darf); y ist eine Ortsveranderliche senkrecht zur Wand; u und 
_v sind die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten; U(x) ist die Ge- 
schwindigkeit der reibungsfreien Strémung am Aussenrande der Grenzschicht, 


Wand 


Figur 1 
Skizze der Ortskoordinaten x, y und der Geschwindigkeitskomponenten uw, v in der Stro6mungsebene. 


die auch vermége der Bernoullischen Gleichung durch den Druck am Rande 


der Grenzschicht dargestellt werden kann. 
Zu diesen Differentialgleichungen treten die Randbedingungen des Haftens 


der Strémung an der Wand: 

“=O, v=0 ber y=0, (3a) 
sowie die Randbedingungen des Uberganges der Grenzschicht in die reibungs- 
freie Str6mung: 


u(x, y)>U(«s) fir ySd (= Grenzschichtdicke) . (3b) 
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Zur vollstandigen Bestimmung der Grenzschichtaufgabe gehort als Anfangs- 
bedingung die Angabe der Geschwindigkeitsverteilung u(x, y) langs einer 
Charakteristik x =x); entspricht speziell x) einer singuldéren Stelle der Dit- 
ferentialgleichung, so kann die Anfangsbedingung auch in eine Regularitats- 
forderung entarten, wobei die Anfangsverteilung (xy, y) nicht mehr frei wahl- 
bar bleibt, sondern bereits durch die Differentialgleichungen festgelegt wird. 

Die Fortsetzung eines Grenzschichtprofiles u(y) (Figur 2) durch die 
Grenzschichtgleichungen bei Erfiillung der Randwerte u,(x) und u(x) bei 


Figur 2 


Das Einflussintervall (stark ausgezogen) auf dem Rande zum Punkte P. 


y=y, und y=y,, wird als Fortsetzungsaufgabe bezeichnet und ist als solche 
typisch fiir parabolische Differentialgleichungen. Um den parabolischen Typus 
der Grenzschichtgleichungen und die Rolle der Charakteristiken « = const zu 
veranschaulichen, sind in Figur 2 diejenigen Punkte des Randes als Einfluss- 
intervall zum Punkte P hervorgehoben, von denen aus die Lésung im Punkte P 
beeinflusst werden kann. Das Einflussintervall zum Punkt P wird rechtsseitig 
durch eine Charakteristik begrenzt, die durch den Punkt P geht. Eine Ande- 
rung der Randwerte von einer Stelle x, an, das heisst fiir x = x,, kann sich 
also nur in das rechtsseitige Gebiet x = x, fortpflanzen, niemals dagegen in 
das linksseitige Gebiet x <x. 

Diesem Sachverhalt ist das Charakteristiken-Differenzenverfahren beson- 
ders angepasst. Hier werden nach Einfithrung von Stiitzstellen x, die partiellen 
Ableitungen nach x mittels riickwartiger Differenzen durch finite Ausdriicke 
approximiert, so dass die partielle Differentialgleichung fiir die Stromfunktion y 
in eine gewohnliche Differentialgleichung langs der jeweiligen Charakteristik 
x = x, libergeht. Eine Anderung der Randwerte an einer Stelle x,, beeinflusst 
die Lésung dann nur langs der Charakteristiken *,,, %n 41, %n49) --. im rechts- 
seitigen Gebiet, nicht aber langs der linksseitigen Charakteristiken. 

Eine solche Fortpflanzung von Randstérungen kénnen die Potenzreihen- 
verfahren von der Art [8] niemals auf direkte Weise erkennen lassen. Denn eine 
Anderung der Randwerte wird im allgemeinen die samtlichen Taylor-Koeffi- 
zienten der Lésungsreihe abandern, mit denen aber die Charakteristiken in 
keinem direkten Zusammenhang stehen. 


” 
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3. Vorbereitung 
der Grenzschichtgleichung fiir das Differenzenverfahren 


Die zur Grenzschicht gehérige reibungsfreie Stromung werde dahin speziali- 

_ siert, dass sie bei x =0, y = 0 einen (ebenen) Staupunkt besitzen soll. Als Modell 
kann man sich etwa die Strémung um einen profilierten Zylinder vorstellen 
(Figur 3), dessen Profil in der Strémungsebene langs der interessierenden 
Grenzschicht stiickweise stetig gekriimmt sein soll. Die Wandgeschwindigkeit 


Oe rea re 
Sob ee ee 
Pee ee ee 
5 weer 


Figur 3 


Skizze der Str6mung um einen Zylinder mit dem Profil Z. 


U(x) der reibungsfreien Str6mung beginnt dann bei x =0 wie 
U(x) = U, x + U,x? +--+, 


Die zugehérige Grenzschicht soll von ihrem Beginn an bei x = 0 bis zur etwaigen 
Ablésung berechnet werden. 

| Am Staupunkt « = 0 hat die Grenzschichtgleichung (1) eine singulare Stelle 
der Bestimmtheit; die Lésung bleibt dort regular, ist aber im Sinne einer An- 
fangsbedingung nicht mehr frei wahlbar. Auf Grund der Blasiusschen Reihe [9] 
gilt um x =0 


(7 (7 j 7 "Ue 
ee = foln) +E f(y) +++ mit ¢= r und 7 = Hf |/ cae (4) 


worin /5(4) das Geschwindigkeitsprofil der Staupunktstrémung ist (L Bezugs- 
lange, U, Anstromgeschwindigkeit). 

Das Differenzenverfahren kénnte jetzt grundsatzlich in Gang gesetzt wer- 
den. Es empfiehlt sich aber, zuvor eine Transformation der Veranderlichen vor- 
zunehmen, die etwa in folgender Weise motiviert werden kann: Die Integration 
der Grenzschichtgleichung ist von yy = 0 bis y =oo zu erstrecken ; da man dieses 
Intervall bei der numerischen Rechnung nur durch eine begrenzte Anzahl von 
Stiitzstellen reprasentieren kann, ist es wiinschenswert, fiir das Verhalten der 
Lésung bei y 1 eine bequem auswertbare Formel zu besitzen. Eine solche 
asymptotische Formel fiir den Ubergang der Grenzschicht in die Potential- 
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stromung hat nun W. ToLLMIEN [4, 5] aufgestellt. Sie nimmt ihre einfachste — 
Gestalt an bei Verwendung der neuen Veranderlichen 


eames ps AIC (5) 
i? x 
y{Ud 
\/2»/ x 
und lautet ha 
u(x, y) —(n—A)?*/2 
ua) 1-688) ape (6) 
mit 
a 
= @ fvae (7) 


(Die Konstante c und die Funktion A(é) bleiben im Rahmen dieser Formel 
unbestimmt.) Die Bauweise der Formel legt die Einfiihrung einer modifizierten 


Stromfunktion / nahe: 


of _ u(x, ¥) eyes 


(vie Linien / /2 y fUdx =y=const sind dann die Stromlinin. 
0 


Hierdurch lassen sich namlich die Randbedingungen (3) unabhangig von x 
formulieren : 


Pp S bei 1 =0, 
; (9) 
bok fiir 1 >co 
ilies a : 
Die Grenzschichtgleichung (1) lautet in den neuen Veranderlichen 
03 of \? 
age tags +P@ [1 (Fe) ! 
BRC eT Lee 
eae) a" oak lar 0& —0€ = On (10) 


mit 6 wie in (7) zu 


oF “oNS @) [var 


Nach Durchfiihrung der numerischen Rechnung [7] in unserem Beispiel des 
Schubauerschen Zylinders ergab sich die willkommene Tatsache, dass die Ge- 
schwindigkeitsprofile in den neuen Veradnderlichen nur noch geringfiigig mit 
€ variieren; dadurch kommt man bei den finiten Ersetzungen der Ableitungen 
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nach € mit relativ wenigen Stiitzstellen aus, was eine Ersparnis an nume- 


D 


rischer Rechnung bedeutet. 


Andere in der Literatur verwendete V eranderliche 


Das Charakteristiken-Differenzenverfahren wurde erstmalig 1933 von 
H. J. Luckert [1] auf die Berechnung des Nachlaufes hinter einer langsange- 
str6mten ebenen Platte angewendet. Als Veranderliche diente nach einem Vor- | 


_ schlage von R. v. Mises [10] die Geschwindigkeit uw in Abhangigkeit von der 


Lauflange x und der Stromfunktion y. Bei Wahl dieser Veranderlichen ernie- 
drigt sich die Ordnung der Differentialgleichung von 3 auf 2, wahrend nach- 
teilig bei einer allfalligen Ablésungsstelle eine algebraische Singularitat hin- 
sichtlich pw fiir y=O auftritt. Unter Verwendung dhnlicher Veranderlicher 
berechnete 1944 R. Icriscu [3] mit Differenzenformeln héherer Genauigkeit die 
Grenzschicht an einer langsangestr6mten ebenen Platte bei konstantem Ab- 
saugen. D. R. HARTREE [2] berechnete 1939 mit dem Charakteristiken-Dif- 
ferenzenverfahren die Grenzschicht am Schubauerschen Zylinder unter Ver- 
wendung der Stromfunktion w in Abhangigkeit der urspriinglichen Ortsver- 
anderlichen x und y (= Wandabstand). H. GORTLER [8] verwendete bei seinem 
Potenzreihenverfahren die in (8) erklarte modifizierte Stromfunktion f(¢, 7) 
in Abhangigkeit von 7 wie in (5) und der neuen Veranderlichen 


x 
ru U dx , (11) 


- (Die Koordinatenlinien ¢= const und (y Vi ) = const lassen sich im Bereich der 


Grenzschicht anschaulich deuten als Aquipotentiallinien und Stromlinien der 
Potentialstrémung.) Die gleichen Veranderlichen verwendete D. MEksyN [11] 
fiir sein Grenzschicht-Fortsetzungsverfahren auf Potenzreihenbasis, welches im 
Unterschied zu den Reihenverfahren von BLasius-HowArTH und GORTLER 
die fiir parabolische Fortsetzungsaufgaben eigentiimliche Fortpflanzung von 
Randwertstérungen besitzt, wie sie in Abschnitt 2 beschrieben wurde. MEKSYN 
entwickelt die Lésung u(£, 7) in Reihen nach Potenzen von y, deren nur von & 
abhangige Koeffizienten aus einem System gewodhnlicher Differentialglei- 
chungen zu ermitteln sind. 

Zuweilen kann es von Vorteil sein, unter Beibehaltung von 7 und f gemass 
(5) und (8) die andere Ortsveranderliche ¢=¢(€) mittels der Potentialstr6- 


mung U(x) ohne Ablésung zu bilden: 


x 


t= [ Peiee, (12) 
6 
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Hierbei hangt naimlich die Umrechnung von x in ¢ nicht mehr von der Starke 
der Anstrémung ab, wie es bei der Veranderlichen (11) t infolge der Wanderung 
der Ablésungsstelle bei wechselnder Anstrémung der Fall ist. Andererseits 
bleiben mit (11) verbundene Vorteile am Beginn der Grenzschicht erhalten, da 
dort die Potentialstrémungen mit und ohne Ablésung nur gering voneinander 
abweichen. 

In dem von uns behandelten Beispiel des Schubauerschen elliptischen Zylin- 
ders [6] wird die mit der Potentialstromung ohne Ablésung gemass (12) gebil- 
dete Veranderliche ¢ proportional der Projektion des Ellipsenbogens x auf die 


pibvel Sees E fad 
ras es aI ar 


Figur 4 
Zusammenhang zwischen x und ft. 


grosse Achse der Ellipse (Figur 4). Wir haben uns deswegen fiir die Verwen- 
dung dieser Veranderlichen entschieden. 

Es sei hier die Grenzschichtgleichung in den neuen Veranderlichen ¢ und 7 
angeschrieben, wie wir sie in der Differenzenrechnung zugrunde legen wollen. 
Es sei 


U(x) die beobachtete Potentialstrémung | 
und (13a) 


U(x) die Potentialstrémung ohne Ablésung, | 


fiir die in (13g) ein geschlossener Ausdruck angegeben wird. Die neuen Orts- 
veranderlichen sind 


oe U(x) dx y U(x) 
i = oo ) » — cea (13b) 
y 2» fUdx 
mit 
E=a 455 


135¢ 
(a grosse Halbachse der Ellipse; b kleine Halbachse der Ellipse). | ts 


Nach Einfiihrung der Hilfsfunktionen 


2U(x) f we 
p= AG fude, a =F) (2 a (134) 
0 
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_ lautet die Grenzschichtgleichung 


aie th age +80 [1— (59) ] = 20 (gb eH A) SE ce 


- Die Randbedingungen sind 


i) ; 
fo, qe =0 be y= 0: jel fiir 400. (138) 


_ Die Potentialstrémung ohne Abldsung lasst sich mittels der Verdnderlichen ¢ 
- darstellen durch 


(13g) 


Wollte man diese Geschwindigkeit U in eine Reihe nach Potenzen von ¢ ent- 
wickeln, so ware der Konvergenzkreis auf Grund der Polstellen gegeben durch 


a2 
|j¢] < ¢* = —____ —1 
Va2—b? 

Beim Kreiszylinder }=a wird t*= oo; bei einer sehr langgestreckten El- 
lipse wird ¢* sehr klein; beim Schubauerschen Zylinder mit b/a =1/3 wird 

t* = 0,0625. Dieser Konvergenzradius wird sich beim Ubergang zur Potential- 

str6mung mit Ablésung nicht sehr andern. In ¢* hat man einen Anhalt fiir das 

Konvergenzverhalten der Reihenentwicklung innerhalb der Grenzschicht, denn 

deren Konvergenzradius muss ja fiir grossen Wandabstand in den Konvergenz- 

radius der Potentialgeschwindigkeit tibergehen. 


4. Das Charakteristiken-Differenzenverfahren 


Wir wollen in unserer Grenzschichtgleichung (13e) die partiellen Ablei- 
_ tungen nach ¢ durch finite Ausdriicke mit riickwartigen Differenzen ersetzen, 
zum Beispiel bei 4quidistanten Stiitzstellen fy, ¢,, ..., f, mit der Schrittweite 
h=t,—t,_, durch eine der folgenden Formeln 


Oe ie es 1 ht Os 
em eG tn 2 tn a+ | faa) +R. De sates or es 
oder (14) 


eatenits iis 3 1 ewe ort 
OE aa (; In S het os inca 3 Ins) +R, K= + Of 


In den Restgliedern R sind die Ableitungen an einer Zwischenstelle des ‘Inter- 
polationsintervalles zu nehmen. Bezeichnen wir die partiellen Ableitungen 
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nach 7 durch Striche, zum Beispiel Of/0n =’, so geht die Grenzschicht- 
gleichung (13e) nach den finiten Ersetzungen tiber in die Charakteristiken- 
Differentialgleichung 


Dig tt Pane ‘ 1 
fn ttn a+ Bull nv) = Ree ha 2 fart = tae 
h (5 2 ) an 


p) ay Ps 1 x 
ante (2 is 2 teat Zins) +R. 


Diese ist bei bekanntem /,, 1, fn eine gewohnliche Differentialgleichung fir /,,, 
die unter den Randbedingungen /,,(7 = 0) =0, /7,(0) =0, f;,(co) =1 langs der 
Charakteristik ¢ =¢,, zu lésen ist. 

Das Anfangsprofil /,(7) ist durch die Anfangsbedingungen (bzw. eine stell- 
vertretende Gleichung) gegeben. Das zweite zum Ingangsetzen der Rekursion (15) 
erforderliche Profil /,(y) kann zum Beispiel mittels einer Reihenentwicklung 
um ¢t = 0 beschafft werden [7] oder auch in Verbindung mit (15) durch eine 
zu (15) analoge Formel, wobei anstelle von (14) die finite Ersetzung 

Of, 1 | PE ty) 


Ot ols f) +R, ee ae 


zu nehmen ist; die beiden Profile /, und f, sind dann aus zwei simultanen 
Gleichungen zu ermitteln. 

Die Lésung der Charakteristiken-Differentialgleichung (15) kann zum Bei- 
spiel durch einen Analogcomputer erfolgen [2]. Bei héheren Genauigkeitsan- 
spriichen haben sich Quadraturformelverfahren bewadhrt, insbesondere das von 
ADAMS-STORMER, wie die Rechnungen von HARTREE [2], IGLiscH [3] und 
MANOHAR [7] zeigen. 

Unberiihrt von der Frage, ob die Charakteristiken-Differentialgleichung 
mittels Differenzenverfahren oder anderweitig gelést wird, wollen wir bereits 
die Umwandlung der partiellen Differentialgleichung in eine «Differenzen- 
Differentialgleichung », ndmlich die Charakteristiken-Differentialgleichung (15) 
als Differenzenverfahren bezeichnen; wir wollen speziell von einem Charakteri- 
stuken-Ditferenzenverfahren sprechen, wenn die partielle Differentialgleichung 
und die stellvertretende Differenzen-Differentialgleichung die gleichen Wir- 
kungsgebiete von Randwertstérungen haben. Dies ist der Fall bei unseren 
interpolierenden finiten Ersetzungen (14), ware jedoch bei Extrapolations- 
formeln nicht der Fall gewesen. 


5. Fehlerbetrachtungen 


Es sei D die Lésung der partiellen Differentialgleichung, A die Lésung der 
Differenzengleichung und N die numerische (mit Abrundungsfehlern und ihren 
Folgefehlern behaftete) Lésung der Differenzengleichung; alle drei Lésungen 
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sollen den Randbedingungen geniigen. Durch die numerische Lésung N der 
_ Differenzengleichung wird die Differentialgleichung nur bis auf einen Fehler 
erfiillt, den wir als Gleichungsfehler bezeichnen; der Gleichungsfehler lasst sich 
zum Beispiel durch das Restglied in (15) und den Abrundungsfehler darstellen, 
_ wenn die Charakteristikendifferentialgleichung (15) langs jeder Charakteristik 
mit einer gewissen Zahl giiltiger Dezimalstellen exakt gelést wird. Der Riick- 
schluss vom Gleichungsfehler auf einen der Liésungsfehler D—A oder D—N 
erfordert mittelbar die Lésung einer partiellen Randwertaufgabe; handliche 
Abschatzungen scheinen nicht bekannt zu sein. 


instabil 


0,5 no ees 
Figur 5 
Bereich der numerischen Stabilitat nach [14]. 


COURANT, FRIEDRICHS und Lewy [12] haben die Frage untersucht, wann 
der Lésungsfehler D—A bei fortgesetzter Verkleinerung der Schrittweiten h 
und & gegen Null strebt; ist dies der Fall, so heisst das betreffende Differenzen- 
verfahren konvergent. Ein konvergentes Differenzenverfahren kann fiir die 
numerische Rechnung dadurch unbrauchbar werden, dass innerhalb der Dif- 
ferenzengleichung der durch Abrundung entstandene Lésungsfehler 4 — N mit 
wachsender Schrittzahl unzulassig anwdchst; das Differenzenverfahren heisst 
dann instabil. O'BRIEN, HyMAN und KAPLAN [13] haben die Stabilitat bei 
Ausserachtlassung der Randbedingungen untersucht. 

Diese Art der Stabilitat gilt stets in einem bestimmten Teilgebiet des L6- 
sungsbereiches unter einer zusdtzlichen Einschrankung der Schrittweiten, die 
bei der Grenzschichtgleichung von der Art h/k® < a(t,y) ist [14]. Die Ein- 
schrankung der Schrittweiten kann auch mit a =oo entfallen, wie dies bei 
unserm Charakteristiken-Differenzenverfahren mit interpolierenden Differen- 
zen der Fall ist. Das von dem jeweiligen Differenzenverfahren abhangige Stabi- 
litatsgebiet kann man nach WitTING [14] durch ein zur partiellen Differential- 
gleichung gehériges Stabilitatsgebiet annahern. Wir haben dieses Stabilitats- 
gebiet zur Grenzschichtgleichung (13e) gemass der Bedingung 


am +6 [1+ (54) ] oe or +3 (sr) 20 (9 = reel) 
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durch Einsetzen unserer numerisch gewonnenen Lésung ermittelt und in 
Figur 5 dargestellt. Ein Vergleich mit Fehlerbetrachtungen nach der « Methode 
der halben Schrittweiten » zeigt, dass die Untersuchung der numerischen Stabi- 
litat ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen keinen befriedigenden Auf- — 
schluss iiber die bei uns beobachtete Fehlerfortpflanzung zu geben vermag. 
Werden nun die Randbedingungen beriicksichtigt und werden die Eigen- 
schaften «stabil» und «konvergent » nur auf die Ersetzung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung durch die Charakteristiken-Differentialgleichung (15) bezogen, 
so miissen die Gebiete der Konvergenz oder Stabilitat rechtsseitig stets durch 
Charakteristiken ¢ = const begrenzt sein. 


6. Eine mégliche Nichterfillbarkeit der Randbedingungen 


Es lassen sich Druckverteilungen angeben, zu denen die Charakteristiken- 
Differentialgleichung (15) unter den gegebenen Randbedingungen von einer 
bestimmten Stelle #’ an nicht mehr lésbar bleibt. An unserem Beispiel des 
Schubauerschen Zylinders untersuchten wir an einer festen Stiitzstelle ¢, den 
Einfluss einer Anderung des Koeffizienten f [in der Differentialgleichung (15)] 
auf die Wandschubspannung. Hierbei ergab sich, dass die Differentialgleichung 
(15) unterhalb eines bestimmten Wertes /*, das heisst fiir 6 < 6*, unter den 
gegebenen Randbedingungen nicht mehr lésbar ist. Fiir 6 > B* ergeben sich 
zwei Losungen /,(7) und f;;(7), die sich durch die folgende topologische Eigen- 
schaft unterscheiden: Werden zu den beiden Lésungen /f; und f;; Nachbar- 
schaftslésungen hi und ie ermittelt, die nicht den Randbedingungen geniigen, 
sondern stattdessen den Anfangsbedingungen 


#0)=0, f0)=0, ~#O=f(0) + 
fi(0)=0, f4(0) =0, eR eh 

so gilt — 
fico) >1 und fi,(oo) <1 


Da die um ¢ = 0 giiltige Blasiussche Reihe sich wie die Lésung f; verhilt, ist 
diese fiir unsere Grenzschichtfortsetzung als die richtige zu betrachten. 

Das Verhalten der Lésungen f, und fj; (die beide den Randbedingungen 
gentigen) lasst sich auf Grund unserer numerischen Rechnungen in der Nahe 
des Parameterwertes 6* durch das folgende Gesetz darstellen: 


t(n) = f(y) + VB — B* @ 
fu(n) & f(y) — Vp—p* B* @ 


Zur Klarung der Frage, ob es sich bei der zweiten eee fu um eine durch 
das Differenzenverfahren «eingeschleppte » Lésung handelt, die infolge der 


(16) 
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finiten Ersetzungen der Ableitung 0/0¢ durch einen Differenzenausdruck hohe- 
_ rer Ordnung auftreten kann, haben wir die Charakteristiken-Differentialglei- 
chung (15) mittels der finiten Ersetzung 1. Ordnung 


Ore ~ (ag is 
0b h 


neu gebildet und gelést. In Ubereinstimmung mit dem vorherigen Ergebnis 
ergaben sich wieder zwei Lésungen fiir 6 > £* und die Nichtlésbarkeit fiir 
B<6*. 

7. Zur Ablésung der Grenzschicht 


Bei den Experimenten von G. B. SCHUBAUER [6] am elliptischen Zylinder 
(Achsenverhaltnis 1:3, Anstrémung in Richtung der grossen Achse) trat die 
Ablésung der Grenzschicht bei x =1,99 +.0,02 auf (x = Bogenlange, gemessen 
vom Staupunkt, bezogen auf die kleine Achse). Dem entspricht in unserer Ver- 
anderlichen ¢ der Wert ¢ 1,25. Dieser experimentelle Befund konnte durch 
die numerische Lésung der Grenzschichtgleichungen nicht bestatigt werden, 
wenn die zugehérige Druckverteilung genau nach den Angaben von ScHU- 
BAUER gewahlt wurde. Nach unseren Rechnungen, die sich in guter Uberein- 
stimmung mit friiheren Rechnungen von HaArTREE [2] befinden, wird die 
Wandschubspannung Tf in der Nahe der experimentellen Ablésung wohl relativ 


——*» t nach (136) 
—+—_—_—— 
05 1 
Figur 6 
Verlauf der Wandschubspannung in Abhangigkeit von ?. 


klein, ohne indes auf Null abzusinken. Dies geht genauer aus Figur 6 hervor, in 


der die Wandschubspannung du|y=0 
oF oy | 
in der dimensionslosen Auftragung Pe 
ii Wie 
aa ae 


dargestellt ist [U) Anstrémgeschwindigkeit, L nach (1:5. ¢)il. 
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Da die Ablésung bei den Experimenten einwandfrei eintritt, méchte man 
sie auch durch die Grenzschichtrechnung bestatigt sehen. Man wird daher, um 
dies zu erreichen, die ja mit Messfehlern behaftete Druckverteilung in der Nahe 
der Ablésung abzuandern versuchen. Um eine Klarung dieses Problems haben 
sich bereits HARTREE [2] und GOLDSTEIN [15] bemiiht; GOLDSTEIN untersuchte 
das mégliche analytische Verhalten der Lésungen der Grenzschichtgleichungen 
in der Nahe der Ablosungsstelle. 

Nach GoLDsTEIN verhalt sich die Lésung der Grenzschichtgleichungen un- 
mittelbar vor der Ablésungsstelle x, im allgemeinen wie 


u(x, y) =V x4 — x {fo(n) + (44 — 2)" Kn) +--+} 
ety She 
Vis—* 


mit y= und 7/,(7) =€ 7. 


Figur 7 


Verlauf der Stromlinien an der Ablésungsstelle im Falle der regularen Lésung. 


Neben dieser singularen Lésung gibt es auch in Ausnahmefallen eine regulare 
Lésung, namlich wenn die Druckverteilung gewissen (bis heute noch nicht be- 
kannten) Bedingungen geniigt; auf die Notwendigkeit solcher Bedingungen 
hat PRANDTL [16] hingewiesen. Die regulare Lésung ist von der Gestalt 


u(x, Y) = Uo) + (x — X%4) Uy(y) eee. 


Das Stromlinienbild zu einer regularen Lésung ist in Figur 7 dargestellt. Die 
regulare Lésung kann im Gegensatz zur singularen Lésung auch in das Gebiet 
stromabwarts der Ablésungsstelle fortgesetzt werden. 

Fir das Beispiel des Schubauerschen Zylinders erhielt HaRTREE [2] nach 
geeigneter Abanderung der Druckverteilung eine Ablésung nach Art der singu- 
laren Lésung. Unterstellen wir dieses Ergebnis als richtig, so folgt daraus fiir 
jedes Differenzenverfahren die Unméglichkeit, bis an die Abloésungsstelle heran- 
zukommen oder gar daritber hinaus zu gelangen; das ginge nur dann, wenn 
man die Position der Singularitéat an der Ablésung als vorher bekannt mit 
in die Rechnung einsetzen kénnte. 
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HARTREE [2] und vor ihm MILLIKAN [17] erwahnen, dass die Geschwindig- 
_keitsprofile in der Nahe der Ablésung sehr empfindlich gegeniiber Anderungen 
der Druckverteilung seien. Zum Studium dieses auch bei unseren Rechnungen 
_aufgetretenen Verhaltens haben wir an der beobachteten Potentialstrémung 
_ stromabwarts einer Stelle ¢) eine infinitesimale Anderung angebracht und deren 
Auswirkung auf die modifizierte Stromfunktion / untersucht. Die Anderung 6U 
sei in der Bezeichnungsweise (13a—d) von der Gestalt 


6U =é(t—#,)"+1 fir t>t. 
_ Nach (13d) gilt dann 
ba = O[(t — 4)" +1] 
und 
OB =e (t — t))" + O[(¢ — 4)"*7]. 


Die resultierende Anderung 6f an der modifizierten Stromfunktion / lasst sich 
_ bei kleinen Werten von 6a, 68 aus einer linearen Differentialgleichung be- 
_ stimmen. Beschrankt man sich hierbei auf eine asymptotische Darstellung fiir 
_ kleine Werte von (¢—#,), so erhalt man im Intervall y = a (t—t,)"? mit a1: 


of 
| On : 02 \n=0 
oy ce (t—t,\rr7* da . 5 nc mit As? a vn (17) 
On? 


In der Wandzone 0 Sy Sa (t—%,)"* mit a1 gilt 


ae (¢ =i ye = n AMS 
oj Se 7 ae 


- worin @(z) der Differentialgleichung 
2 
O"(z) + (n +1) (®—20') + — O"=-1 


_geniigt. Die Lésung unter den Randbedingungen (0) = 0, @'(0) =0 und 
@' (co) = const lautet zum Beispiel fir 1 =1 


Zs Fal 


D(z) ae aT NG 360 ot E p(e) 


mit 
z — 0/9 75 
2 a e~"P at 
Beye] (225 0 3) : BEM 
0 ( a ex 36 
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Die Darstellung (17) zeigt deutlich, dass 6f bei Annaherung an die Ablosung 
sehr gross wird, weil dort /’(0) und damit 2 gegen Null gehen. Darin pragt 
sich aber gerade die erwahnte Empfindlichkeit der Geschwindigkeitsprofile 
gegeniiber der Druckverteilung aus. Der hierdurch bewirkte Genauigkeits- 
verlust in den Lésungen ist nicht an das Differenzenverfahren gebunden, son- 
dern tritt notwendig bei jedem anderen Verfahren auf. 

Bei Anwendung eines Differenzenverfahrens tritt ein weiterer Verlust an 
Genauigkeit ein, wenn sich die Lésung an der Ablosungsstelle singular verhalt. 
Bleibt aber die Lésung regular, so gerat man in eine kritische Nahe derjenigen 
B*-Werte, unterhalb deren nach Abschnitt 6 die Randbedingungen nicht mehr 
erfiillbar sind; denn die zur Funktion g(y) des Ansatzes (16) gehérige Dif- 
ferentialgleichung besitzt die Partikularlésung c 0f/0n, welche an der Ab- 
lésungsstelle gerade die erforderlichen Randbedingungen erfiillt. 
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Summary 


The difference method of LucKERT-HARTREE-IGLISCH for the continuation of 
a boundary layer with a given pressure distribution is applied to an example to 
study various aspects of the method such as its adaptibility to automatic com- 
puters and the possibility of reducing the numerical work by suitable trans- 
formation of the variables. The method shows the step-wise dependence of the 
solution on the prescribed pressure distribution more directly than, e. g., power 
series expansions of the Blasius-Howarth type. 


(Eingegangen: 28. September 1957.) 
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Verwundene Uberschallfliigel 
und Uberschallfliigel im Wirbelfeld 


Von Cart HEInz, Lorrach, Deutschland zi) 


Einleitung 


Das Potential der linearisierten Uberschallstrémung um einen Rechteck- 
_ fliigel mit beliebiger Anstellwinkel-Verteilung ist seit langerer Zeit bekannt 
(vgl. etwa [3]?), S. 179). Die Strémung um einen verwundenen Rechteckfliigel 
lasst sich als Spezialfall hieraus entwickeln, doch ist es einfacher, diese Stré- 
mung mit Hilfe der Theorie der konischen Strémung zu berechnen. Diese 
Theorie liefert zunachst unmittelbar die Strémung um den unendlich langen 
verwundenen Fliigel. Der endlich lange Fliigel lasst sich in tiblicher Weise durch 
_ Uberlagerung von konischen Singularitaten langs der Rander des Fliigels be- 
handeln. Diese Singularitaten sind so beschaffen, dass sie den Druck ausserhalb 
des Fliigels aufheben, wahrend die Randbedingungen auf dem Fliigel nicht 
_ gestért werden. Prinzipiell ist es méglich, auf ganz ahnliche Weise allgemeinere 
Fligelformen zu behandeln. 

Ein Sonderfall des verwundenen Fliigels ist der Fliigel im Stérungsfeld eines 
Wirbelfadens, solange der vom Fliigel beeinflusste Teil dieses Wirbelfadens 
nicht mehr auf den Fliigel zuriickwirkt, das heisst, solange der Abstand des 
_ Wirbelfadens vom Fliigel einen gewissen Betrag nicht unterschreitet. Fiir den 
Fall, dass der Wirbelfaden in der Ebene des Fliigels liegt, lassen sich die Luft- 
krafte durch elementare Integrationen bestimmen. Diese Formeln wurden aus- 
gewertet. Das Ergebnis ist in den Diagrammen 5—7 wiedergegeben. 


1. Der unendlich lange verwundene Fligel 


Wir betrachten einen unendlich langen, senkrecht zur Anstrémrichtung 

(x-Richtung) gestellten diinnen Fliigel, der mit der Uberschallgeschwindigkeit 

U angestrémt werde und dessen Anstellwinkel # eine Funktion #(y) der zur 
x-Achse senkrechten Koordinate y langs der Vorderkante des Filiigels sei. 

Zunichst setzen wir #(y)=Y(y),; —co<y<+coo. Vom Punkte 

x =y—=2z=0 geht dann eine konische Stérung aus, fiir die die Theorie der 

konischen Strémungen (vgl. etwa [1], S.135 ff.) die Verteilung von w, das heisst 


1) Mitarbeiter am Service téchnique de l’Armée Frangaise. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 356. 
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der durch U dividierten x-Komponente der Stérgeschwindigkeit 

ftir ¢s-1, ¢=p4, | 
arccos.(= 6), |,ftr, 1 Cet, , 


fir +1<€, p=VM?-1, | 


liefert. Ersetzen wir y durch y — 7 und differenzieren nach 7, so erhalten wir 


ee (1.1) 


OW = Oy — 7) see — ys 1 CO, 


1 ie (1.2) 
ware), =p 2S 
mit 
0 fiir €<=1, 
1 1 “ 
0 for +r =<. 
Aus dieser Elementarlésung findet man 
+00 
d=0y) = | 8-1) 9) dn, -co<y<+o0, 
n=—-o 


2. Der einseitig unendliche verwundene Fliigel 


Schneiden wir den in Abschnitt 1 betrachteten unendlichen Fliigel bei y = 0 
ab, so dass nur der Teil y = 0 iibrigbleibt, so haben wir fiir y < 0 die Randbe- 
dingung # = 0 zu erfiillen. Wir haben also die Stroémung 


u=0 fir y<0, #8=MHy) fir y=0 


zu berechnen. 

Die von der Vorderkante x = 0, y = 0 ausgehenden Stérungen werden an 
der Kante y = 0 reflektiert. Diese Reflexionen beherrscht man mit Hilfe der 
konischen Strémungen ([2], [3], S. 163, Nr. 21), (w ist die durch U dividierte 
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z-Komponente der Stérgeschwindigkeit) : 


=O tir 60, w= Y(C—7) fir € <0, 


C=p4, -1<1<0, 
(222) 
4 217 t (Ll) 7... 
Real ——— -f Osf€S+1, 
Pee ie ie 2 aresin |/ Pe: ur =(=4 
0 fiir: +1. 


Ersetzen wir hierin ¢ durch 
md EN 
=f raga 
was einer Verschiebung des konischen Zentrums auf der x-Achse entspricht, 
und lassen t ungedndert, so liefert Differentiation nach & 


2 
w=0 fir o20, u = 5(o—1) fir o SO, 


ag 
o=6 ‘ Drie Ue 
es (2.2) 
ile Pref 1 —t(1—Tt) ga 
Sig” Ss : f OSoS+1 
u = S,(o,t) = oC a a Soest, 
0) +1so. 


Solche Str6mungen wollen wir langs der x-Achse tiberlagern, wobei wir 
t = —fB n/& setzen (Figur 1), das heisst, wir bilden 


Fiir y <0, o <0, wird dies 


¥<0- v= | He) < (0 — 7) dr. 


Hierbei ist, bei festem x und y, o eine Funktion von t. Fir o — 1 = 0 ist 


— do n 


, be 
C=tS =p Pee ie dt y 


und somit 
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——————E 


Diese Strémung ist aber fiir y < 0 mit (1.2) identisch, wenn wir 
i\ Gel 1 t 
setzen. Fiir die Lésung von 


u=0 fir y<0, #=d(y—n) fir yZO0 
ist also 


(2.3) 


xy 


Figur 1 Figur 2 
Str6mung im Aussenbereich des Fliigels. Strémung auf dem Fliigel. 


Das Integral miissen wir noch fiir y = 0 auswerten (Figur 2): Die obere Grenze 
Tt =t* von Tt ist durch o = +1 bestimmt, woraus 


folgt. Es ist also 


Das Integral ist nur fiir ™*> —1 (schraffierter Bereich von Figur 2) von Null 
verschieden und dort gleich 


il ik 
1K yi-et 
Fiihren wir noch 
a=2t— 1] 


ein, so ist im schraffierten Bereich w < ¢’, im nichtschraffierten w > C’. Wir 


i 
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_ haben also fiir (2.3) 1 
J eee) Via — ¢) (2.4) 


_ [vgl. auch [3], S. 179, Gleichung (13. 25)]. 
‘ Daraus finden wir fiir 


1 1 ' ae eer 
ap Vine? (@ ') Oy — 4 0') a Gime ean 
vei 
Wegen 
te @ 
ae 


_ ist, wenn wir die Sprungfunktion fortlassen, die obere Grenze des Integrals 


1+o 


5 = @,. dashesst ¢ <_& 


ow fur 


+1 fir =$° <q, dasheisst ¢>1. 
Setzen wir speziell #(y) =1 fiir y = 0, so wird 
ee, + 
pe lee el arccos)/¢, 
die bekannte Lésung fiir die Unterschallkante (vgl. etwa [3], 5.62, Nr. 17). 


3. Luftkrafte des verwundenen Rechteckfligels 


Fiir einen Rechteckfliigel (Figur 3) mit der Verteilung &(y) = 6(y — 9), 
—b <y,n < +6 des Anstellwinkels gilt nach Abschnitt 2, wenn wir 


rt a Oe Lee 
t= p ee apes; pep Bera > 
o,=2¢,+1; We argh 


setzen, fiir die u-Verteilung 


wt = — g(6’) ¥(og— 0) Yr + 6). (3.1) 
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u* ist also nur in dem schraffierten Bereich von Null verschieden (Figur 3) — 
und dort 


Figur 3 
Rechteckfliigel mit # = d(y — n). 


Damit die von den Kanten reflektierten St6rungen die jeweils gegeniiberliegende 
Kante nicht treffen, setzen wir 


INV 


2Bb 
=" 21 (3.2) 


voraus., 


Wir berechnen Auftrieb A, Rollmoment M, und Kippmoment M, dieses 
Fliigels: Allgemein ist der Druckkoeffizient 


Co= —24U. 
Daraus folgt 


as 1 2 . ek : 1 
A= > 0U®2dhe; a= 55 || wax dy, 


1 1 


1 2 
M,= 5 0U®2bhhemy; my = Eye ff xu de dy. 


Elementare Integrationen liefern mit 


s bn b+ 
u=u*, OB =p"; 
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ef = Fp HL — ¥(1— on) fale) — ¥(1 — ca) fale]. 
ikea) = = arccos Va — = Vu (1 —a) : 
Cma = ap oa + Broz LY (Lo) frm w(t) — ¥(1 — os) frm a(t)] 


(3.3) 
fma(@t) = —— (1a) Va (1 —a), 


Ch y= gy (LY (l— ay) fmsloa) — Y(1 a9) foal 


fm y() = = arccos Va — = (1+ 20)Va(l—a). 


_ Daraus gewinnen wir die Luftkrafte des allgemein verwundenen Rechteck- 
fliigels 


mit der aus (3.2) folgenden Nebenbedingung 


%+a,21. (4.5) 


4. Einseitige Beeinflussung eines Rechteckfligels durch einen 
seradlinigen Wirbelfaden 


Wir betrachten einen ebenen, das heisst nicht verwundenen Rechteckfligel 
mit der Tiefe # und der Lange 2 6, wobei wieder (3. 2) gelten soll. Ausserhalb des 
Fliigels verlaufe in der Fliigelebene im Abstand c—b6 (Figur 4) ein Wirbel- 
faden. Dabei soll c so gross sein, dass der vom Filiigel beeinflusste Teil des 
Wirbelfadens x = f (c — 6) nicht mehr auf den Fligel zuriickwirkt («einseitige 
Beeinflussung»). Dazu muss f (c — 6) = h/2 sein. Bei Abwesenheit des Fliigels 
wiirde der Wirbel in der Ebene z=0 eine Geschwindigkeit in z-Richtung 


ZAMP IXb/23 


: 
| 
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umgekehrt proportional zu ¢ — y hervorrufen. Dies entspricht einem verwun- — 


denen Rechteckfliigel mit 
Ih 


c—y- 


Setzen wir 
c—ob 
h 


c+ob 
h —1 


cosh 4, = 2 B +1, coshu,=28 


? 


Figur 4 
Rechteckfliigel im Wirbelfeld. 


so driicken sich die Bedingungen (3.2) und f (ce — b) = h/2 durch 
cosh fd, = cosh uw, = 2 


aus. Es ist 


b 1 
2p— =A= 


(cosh wu, — cosh uz) +1, 
Cc 
i == | (cosh ug + cosh py). 
Durch Einsetzen in (3.4) folgt nach langeren elementaren Integrationen 
4I° 4 = 
ee ae [ape a) (on, 
Bales = 
Cm = Fa [2 y (We + Ot ia eee) ae aes 
"Kata al i eee 
ee aa Paete 2) aieged Wale Ht -n2) | 
25 Lat see Ai 
aia i [1 Bean (ERO 2) 8 stn Heike ako . 


Diese Formeln sind in den Diagrammen (Figuren 57) numerisch ausgewertet, 
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Auftrieb von 


Rechteckfliigeln im 


Wirbelfeld. 


Rollmoment von 
Rechteckfliigeln im 


Figur 6 
Wirbelfeld. 


Figur 7 


Kippmoment von 


Rechteckfliigeln im 


Wirbelfeld. 
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Résumé 


Calcul de l’écoulement supersonique linéarisé autour d’une aile rectangulaire 
vrillée a l’aide de la théorie des écoulements coniques. Application a un cas parti- 
culiérement simple de l’influence d’un filet toubillonnaire sur une aile rectangu- 
laire. 
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Tip-Clearance and Other Three-Dimensional Effects 
in Axial Flow Fans 


By STANLEY P. Hutton, East Kilbride, Glasgow, Scotland!) 


Introduction 


The methods of using aerofoil or cascade theory for the design of conven- 
tional axial-flow fans are now well understood and widely proven by experi- 
ment. It is usually assumed that the performance of each individual section 
of blade is unaffected by adjacent conditions, that is, it behaves in a similar 


_ way to an aerofoil of infinite span having the same profile. This ideal condition 


of two-dimensional flow is seldom encountered in practice except when the 
whirl distribution corresponds to that in a ‘free-vortex’, and even a machine 
specifically designed to give ‘free-vortex’ whirl conditions will only do so when 


_ operating near its design point. Thus, there are still some difficulties in predict- 


ing the performance of the more unusual types of fan and also the off-design 


_ performance of conventional types, where flow conditions are strongly three- 
_ dimensional. In such flows, simple two-dimensional design theories cannot be 


applied with confidence. Although there are now many three-dimensional design 


_ theories to cover such conditions (MARBLE [9]?), KAHANE [6], BOWEN et al. 


[2]): even the most complete mathematically, require the insertion of some 


practical values or coefficients relating to blade performance, which are usually 


based on two-dimensional test data. The main practical difficulty, therefore, 


_ is to know what effect three-dimensional flow will have on the applicability of 


two-dimensional wind tunnel data for predicting blade performance. 
The main problem is to compute the whirl generated by the various sec- 


- tions of the blade, given particular inlet conditions. This can be done simply 


enough when the flow conditions approximate to ‘free-vortex’ flow and the 
streamlines are therefore parallel to the machine axis. However, if there are 
strong radial flow components present, the difficulty is not only to allow 
directly for these by radial equilibrium theory, but also to allow for the more 
indirect effect of cross-flow on the original ‘two-dimensional’ blade perform- 
ance data. For instance, given similar inlet conditions, how are the lift and 
drag coefficients for an aerofoil section with cross-flow (i.e., in the spanwise 
direction) related to those for the same aerofoil without cross-flow? Alterna- 


1) Fluid Mechanics Division, Mechanical Engineering Research Laboratory. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 370. 
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— 


tively, using the cascade method of design, how is the deviation angle fora | 


cascade section affected by cross-flow? 

Another related problem is the prediction of blade performance in the 
boundary layer regions near the hub and, even more important, near the tips 
of the blades. Secondary flows and tip-clearance flows play a large part in 
modifying the ideal theoretical circulation distribution round the blades in 
such regions. 

The object of this short paper, therefore, is to draw attention to some of 
these difficulties by quoting experimental findings from a detailed flow survey 
downstream of an axial-flow fan rotor giving strongly three-dimensional flow 
conditions. In addition to normal three-dimensional flow effects, the influence 
of tip-clearance was studied, including exaggerated clearances beyond the 
range normally encountered in practice. 


Notation 


Cy absolute fluid velocity at inlet to impeller (station 1); 

Cym axial component of ¢,; 

Cy, Whirl component of (similar symbols with subscript 2 refer to outlet 
from impeller station 2); 

Ce mean axial velocity of fluid through impeller; 

radial tip clearance 

tip radius minus hub radius ’” 

1 blade incidence. Angle between camber-line and relative flow direction 
at inlet of blade; 


é tip clearance ratio 


1 blade chord: 
Y local radius; 
R tip radius of blades; 
t space peripherally between blades; 
u rotational velocity of blade at radius 7; 
U rotational velocity at blade tip (radius R); 
v4 angle between absolute fluid velocity and plane of rotation; 
p angle between relative fluid velocity and plane of rotation; 
a) deviation angle (i.e., angle between blade camber-line and relative fluid 
velocity at exit); 
6 blade camber; 
0 fluid density ; 
Yr head coefficient at radius r = 10°! as . 
@ 
yr head coefficient at blade tip Sate Diese a shove : 
Qu 


mean pressure rise . 


y mean head coefficient = ts eae ee 
0 u?/2 " 


ae 


mm 
tg : 
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Yoo theoretical head coefficient for infinite number of blades; 


- @ mean flow coefficient = ™ : 


P1» P2 local flow coefficients radius (stations 1 and 2)= Lim Sam | 
4 “ui” 4 


Experimental Apparatus 


Investigations were made on a plastic axial-flow fan impeller as shown in 
Figure 1, The impeller design was of no special interest but had been selected 


234g" | 


SectionAA 


20-40 | 


Section BB 


40-24! eee 


Section CC 


y 


49-54" 


Section 0D 


Figure 1 
Details of test impeller. 


because it was known to give strong three-dimensional flows even at design 
point. The blades were moulded to an RAF 6E section (WILLIAMs, Brown, 
and SmyTH [16]) approximately 10°% thick, which for extra strength had been 
slightly thickened at the trailing edge. The blades had a uniform chord of 
2:2in. (56mm) giving a space-chord ratio ¢// of approximately 1 at the hub 
and 3 at the tip. 

The fan impeller was tested in a conventional ducting arrangement, com- 
prising an upstream nozzle giving good inlet conditions, and a downstream 
shutter used to throttle the fan. Upstream and downstream of the fan impeller 
was a 4in. (100-6 mm) diameter streamlined hub-fairing. Blade performance 
was determined from surveys of flow direction, total and-static pressure made 
upstream and downstream of the rotor by means of a calibrated Pitot cylinder 
traversing the annulus. For most of the experiments, the surveys were made at: 

Station 1: 1-15 in. (29-2 mm) upstream of the impeller leading edge. 

Station 2: 4-53 in. (115 mm) downstream of the impeller trailing. 
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Static pressures were also measured at the wall in the vicinity of the im- 
peller. Flow was measured by calibrating the intake nozzle by means of Pitot- 
cylinder traverses. 

Dimensionless pressure-head, flow and velocity coefficients have been used 
throughout this paper. All values quoted refer to the impeller rotating at 
2,000 rev/min corresponding to a mean Reynolds number of about 1-0 10" 
based on blade chord and mean relative velocity. The impeller had originally 
been designed to give y = 0-15 at my = 0°35. 


Proving Tests 


As traverses at stations 1 and 2 on two perpendicular diameters showed no 
asymmetry of flow, future traverses in one radial plane were taken as representa- 
tive of the whole annulus. 

Comparison of surveys at various stations downstream of the impeller 
showed that the only quantity which varied appreciably with distance down- 
stream was the whirl angle «. Changes were greatest near the hub and the tip 
(about 4 degree decrease per chord distance downstream) but conditions seem- 
ed to have become stabilized by station 2, 1-8 blade chords downstream of the 
impeller. Station 2 was therefore used for all future traverses to give representa- 
tive values of downstream conditions. 

These changes of « within one chord of the blades suggest that in multistage 
machines with closely spaced blade rows, performance may be considerably 
affected by the axial spacing of the rotor-stator rows. There is still considerable 
divergence of opinion on this point, as will be seen by the claims of AINLEY 
and JErrs [1], Linpsay [8], and GopELt [5]. This is not surprising because the 
effect probably depends on blading design; for the free vortex type blade, the 
flow should need little settling distance downstream to attain radial equilibrium 
whereas in this instance, which is far from two-dimensional, equilibrium is not 
attained until 1-8 chords downstream of the impeller. Here, therefore, is our 
first difficulty in the design of axial machines: that of allowing for the building 
up to equilibrium conditions of the vortex system downstream of the blade 
rows. Fortunately, in many designs the flow is nearly two-dimensional and the 
blade rows are not closely spaced. However, for designs with three-dimensional 
flow and closely spaced blade-rows, there is a serious design problem. 


Performance of Standard Impeller 


The impeller in its original condition having a mean tip clearance of 
0-020 in. (0-51 mm, clearance ratio e = 0-5%), which was the smallest practi- 
cable for the particular ducting used, is regarded as the ‘standard’ impeller 
in its optimum condition. Figure 2 indicates the strong three-dimensional 


; 
Se 
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> nature of the flow normally present for this impeller, the changes in axial velo- 
_ city component as the air passes through the impeller being as much as 80% 
_ of the mean velocity. These effects increase steadily as the flow (p) through 
_ the fan is reduced by throttling. Even near the design point (p = 0-3), there 
are changes of as much as 20% in axial velocity. The static and total pressure 


0-33 0- ; j : t ; 
eee Oro. e058 09 p10 


Figure 2 
Axial velocity distribution at various flow rates. —--—— ¢4 [m3 ——— Cam/m- 


- increments across the impeller increase steadily towards the blade tips in a 

_ manner quite different from the ‘free-vortex’ case. Design methods have to be 
modified to allow for the strong three-dimensional flow, as will be discussed 
later. 


Tip Clearance Effects 


In addition to the tests on the so-called ‘standard’ impeller, similar in- 
vestigations were made on the same impeller with its blade tips turned down 
to give mean clearance ratios of e = 1-5, 2:5, 3-5 and 45% of the blade height. 
Figures 3-7 show the performance of the same impeller when running at 
various tip clearances. For convenience, only the two extreme clearances are 
usually plotted, but the trends indicated are typical of those found for inter- 
mediate clearances. 

In Figure 3 the downstream axial velocity distributions for m = 0:2 are 
compared for the smallest and largest clearances, e = 0-5% and 4-5%, respec- 
tively. It is interesting to see that increasing the clearance considerably alters 
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distribution of c,,, not only near the blade tips but all over the annulus. In . 
general, enlarging the clearance increases C,,, near the hub and decreases it 
near the blade tips. For instance, an increase of 1% in e may increase Cy m Near 
the hub by about 15% , with a corresponding decrease near the blade tip by Foe 
These effects which occur at all flows are opposite to and may tend to mask the 


0330 0:5, 0:6) (O75 20:85 0:9 typ 0 


Figure 3 
Effect of tip clearance on the distribution of axial velocity. Small clearance e=0:5%3 
large clearance -——— e= 45%. 


centrifugal flow effects in this particular case. For this design, radial equilibrium 
demands an outward radial shift of the streamlines, whereas en- larging the tip 
clearance causes an inward shift. Increasing clearance also causes related changes 
in the distribution of whirl angle, «, and whirl velocity c,,, downstream of 
the impeller. The importance of allowing for such changes is self-evident. 

One very interesting and significant finding, however, is illustrated in 
Figure 4, where the relative outlet flow-direction, 6,, has been plotted against 
(a function on which inlet incidence depends), for all the tip clearances tested. 
It is seen that for any particular blade section, despite the previously noted 
changes in Cy, %, Cy,, caused by different tip clearances and therefore different 
circulation distributions, there is, within the limits of experimental scatter, a 
unique curve of f, against @ for all flow conditions. This means that the relative 
flow leaves the blade at the same angle irrespective of the amount of cross- 
flow induced by varying tip-clearance effects. Thus, it seems justifiable to 
apply the same two-dimensional exit angle data to all three-dimensional flows 
and to assume that for any particular inlet incidence f, is constant and pre- 
dictable irrespective of the amount of three-dimensional motion. 


a 
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Fluid outlet angles for various tip clearances. 
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Variation of whirl with axial velocity, downstream of impeller. 
Symbol fe) + Vv © 
Clearance e[%] 0-5 P5925 8% 45 
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Thus, one can write pon a 
= — cot Bs, 


Com Com 


where f, is some unknown function of ¢,,,/u, and thus, a unique relation there- 
fore exists between C5,,/Cz» and Cy,/¥, as shown in Figure 5 for a typical blade 
section at 7/R = 0-44. Similar findings have also been found by SADEK [13] 
and more will be said later in connection with the cascade method of design. 


Pressure-Rise Characteristics 


The effect of tip clearance on the integrated head-flow curve is shown in 
Figure 6, where it is seen that the net effect is for the pressure increments 


yy 
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Figure 6 


Effect of tip clearance on head-flow characteristics. 


across the impeller to be decreased as the clearance is enlarged. For maximum 
pressure rise, the clearance should obviously be as small as practicable. For 
instance, an increase of 1% in clearance ratio reduces y by as much as 10% 
at design point and by even more at reduced flows. The design pressure rise 
decreases in an approximately linear fashion with increasing clearance. 
Tip-clearance may also have an important effect on the stalling characteris- 
tics. With a small clearance (e = 0:5°%) the stall was sudden and noisy and 
there was a marked hysteresis on the curve of tip pressure rise pp against YP 
(Figure 7); the blading would not unstall at the same flow as that at which it 
originally stalled. Sticking goose-down tufts on the blades and examining the 


tee 
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~ flow under stroboscopic lighting showed clearly that for the smallest clearance, 
_ the stall occurred first at the blade tips and gradually spread inwards as the 
_ flow was reduced. For larger clearances, the stall became more gradual until 
eventually for e = 4-5% it could not be clearly defined on the pressure-flow 
» curve. It was also apparent that for i increasing tip clearances the stalling point 


0-32 


0 Al —} 
O12 O74 O16 018 0:20 0:22 0-24 0:26 0-28 0:30 0:32 m 
Figure 7 
Effect of tip clearance on stalling and wall pressure rise. O throttling; + unthrottling. 


- occurred at progressively larger values of m. MARCINOWSKI [10], KAHANE [6], 

_ RuDEN [12], Youne [18], and others, have already drawn attention to the 
effect and the practical necessity of small clearances (e <1-0%) but the 
greater detail of the present work has shown the large effect that clearance 
can have over the entire annulus. The flow over the whole of the blade and 
also the method of stalling may be radically altered. In this particular case, 
increases in tip-clearance change the vorticity and flow distribution downstream 
and induce axial and radial velocity components opposite to those caused by 
centrifugal effects. This is an important consideration because it implies that 
conventional radial equilibrium design theories should not be applied to fans 
having clearance ratios greater than 1%. 


The Limitations of Simple Design Methods 


Although for three-dimensional flow conditions a correspondingly three- 
dimensional design theory should be used, it is interesting to study the limita- 
tions of the well-known simple design methods when applied to such a case. 
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Euler Theory and the ‘Slip’ Factor 


The classical theory of EuLER gives a local head-flow relationship for a 
blade section of a rotor having an infinite number of blades and assuming zero 
initial whirl c,,, and “,= u as 


Yoo = 2 (1 — G2 cot B). (1) 


This gives a theoretical curve of y,, — 2 which is linear. Assuming that the 
curve for a finite number of blades is (a) also linear and (b) that it passes 
through the same point as the ‘Euler’ curve for y = 0, the following relation- 
ship can be written 


YP =A Yoo: (2) 


where w is the theoretical pressure-coefficient for m blades. Suitable values of 
(the ‘slip’ factor) can be obtained in terms of the blade geometry and the 
Weinig [15] cascade factor k by the well-known relation (WISLICENUs [17]): 


2 
ose p+1) 
fleas ‘ 


(3) 


where f is the zero lift direction of the blades relative to the plane of rotation. 

As a typical example, the appropriate value of A has been calculated for a 
blade section at 0:44 of the tip radius of the impeller. It is assumed that the 
zero lift direction in equation (3) tends to the value 6, because for zero lift 
the flow should leave the blade tangentially and with zero deflection and there- 
fore must approach the blade in the same direction (8, = 6 = fy). 

The linear approximations to the y—@ curve predicted by the Euler 
theory in its classical form, and also modified for a finite number of blades by 
the above ‘slip’ factor are compared in Figure 8 with the measured values of 
y plotted against gm, obtained from the flow surveys for the radial station 
r/R = 0-44. This example, typical of the trends found at all other blade sec- 
tions across the annulus, shows that the curve predicted by ‘slip’ theory lies 
about 20-30% above the measured points. The discrepancy increases for small 
value of 2 where the measured characteristics are no longer linear, probably 
because the blades are nearing the stall. 

It seems therefore that the use of the Euler theory together with a ‘slip’ 
factor gives only a rough prediction of blade performance. In our case, if more 
correct empirical values of A had been used, perhaps 0-75 of the theoretical, 
the results would have been sufficiently accurate for quick design calculations. 
However, it is not known to what extent the discrepancies in this case are 
caused by three-dimensional flow effects or are inherent in the simple design 
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method. For highly loaded blades the method is clearly unsuitable because the 
_ head-flow characteristics are not even approximately linear in practice. 
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Comparison of theoretical and measured head-flow curves for blade séction at T/R = 0:44. 
+ aerofoil theory; @ experiment. 


Aerofoil Theory 


For fans having blades which are not too close together (¢/] > 1) the aero- 
foil method of design gives good results when the flow is two-dimensional 
(KELLER [7], PATTERSON [11], and many others). However, when three- 
dimensional flow conditions occur, the method breaks down, because in its 
simplest form the theory does not allow for changes in axial velocity component 
of the fluid as it passes through the rotor. For instance, the method applied to 
the impeller of Figure 1 was quite useless. 

In order to use aerofoil theory successfully, the change in axial velocity 
from C, tO Cy,, must first be known so that the mean relative velocity through 
the impeller can be computed. Once the magnitude and direction of the rela- 
tive velocity is known, the conventional aerofoil method can be applied. This 
has been demonstrated by KAHANE [6] and others, calculating values of cy,, 
assuming that the fluid is in radial equilibrium a short distance downstream 
of the impeller. 

A very convenient radial equilibrium calculation method is that of BowEN 
et al. [2] which involves a knowledge of 6,. CoNsTANT’s rule, despite its limita- 
tions, is usually sufficient for this purpose because a small error in 6 will not 


i] 
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make much difference to the value of c,,, computed. The distributions of 
Com calculated in this way agreed well with the measurements in the present — 
case and the resulting aerofoil theory based on the mean axial velocity com- 
ponent (Cy m+ Czm)/2 gave good results in predicting the y—g curve, as can 
be seen in Figure 8. In common with all other design methods tried, however, 
the agreement between theory and experiment was poor near the hub and near 
the tips of the blades. End effects in the wall boundary layers and the asso- 
ciated secondary flows evidently limit the use of the design method in these re- 
gions. More experimental information and improved design theories are required 
to cope with such problems. 


Cascade Theory 


An alternative method is based on the use of ‘cascade’ data obtained from 
wind tunnel tests of cascades of blades. One of the reasons for the difference 
between the theoretical and actual y — @ characteristics is because the relative 
flow leaving the blade is inclined to the trailing edge at some angle: usually 
called the deviation angle, 6. Only when the number of blades is infinite, can 
the relative flow direction and the blade direction at outlet be expected to 
coincide. In practice, therefore, the y — m curve predicted by cascade theory 
must make an angle 6 with the ‘Euler’ curve. CoNsTANT [4] propounded a 
simple empirical formula for predicting 6**) based on two-dimensional cascade - 
tests of compressor blades having circular arc camber-lines 


6* = 0:26 0 [ee (4) 


This has since been slightly modified by Howe r (1945) and CARTER [3] 
to cover blades having parabolic camber-lines and other shapes, and to in- 
clude methods of predicting nominal incidence 7,. Because these methods all 
give very similar results, for convenience and to serve as a typical example, 
the values of 6 have been predicted by Constant’s rule. The corresponding 
curve is plotted in Figure 8 assuming the usual similarity between flow 
triangles and the » — p diagrams. From Figure 8, it is seen that on this basis 
the y — y curve predicted by cascade theory is much too steep~a general finding 
in compressor design. 

Now, all these cascade rules are, strictly speaking, applicable only at 
nominal incidence although it is sometimes assumed that 6 is independent of 
incidence and, therefore, always equal to 6*. An academic weakness of this 
simplification is that at y= 0 the cascade and Euler curves do not pass 


) 0* is deviation angle for nominal conditions defined by CONSTANT as occurring at 8° below 
stalling incidence. Nowadays nominal conditions are defined as occurring at 0:8 stalling incidence, 
the stall being taken as the point at which drag losses have risen to twice the minimum. 
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through the same point because the cascade theory does not give 6 = 0. This 
_ conflicts with classical theory (STEPANOFF [14]) and also practical experience 
which suggests that when y = 0, 6 ~0. In an attempt to allow for the varia- 
tion of 6 with incidence, Constant [4] suggested that 6 should be decreased 
_at arate of 1/4° per degree of incidence below the nominal incidence. Practical 
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Figure 9 
Variation of deviation angle with blade spacing and inlet incidence. 
Symbol ce O A Vv 
7/[R 0°53- 0-61 0:69 0°78 


values, however, in the present case indicate a much bigger variation of 6 with 
incidence and a different relation between 6 and ¢/l. For instance, for these 
blade sections which appear to be outside the influence of wall boundary 

layers, say between 7/R = 0-5 and 0:8, the empirical relation between 6, ¢// and 
z seems to be 


0 : 
This curve plotted in Figure 9 is seen to give 0/(¢/l) within about + 0-6% 
of experiment over the range covered. For the whole of the blades, including 
the boundary layer zones, it is only accurate to within about + 15%. In this 
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particular case, therefore, 6 is proportional to ¢/J rather than (¢/l)'? as in 
Constant’s rule and that dé/di = 0-525 as against 0-25 as suggested by 
Constant. It thus appears that cross-flow may possibly account for these 
differences and that two-dimensional cascade data cannot be applied to such 
a case. 

Nevertheless, as Figure 5 demonstrates, there seems to be a unique rela- 
tionship for particular blade geometry between the whirl component and the 
axial component at outlet from the blade. Therefore, for rotors it may be 
preferable to plot performance data in this way instead of conventional devi- 
ation or outlet angle form, because there is less influence by three-dimensional 
flow effects. 
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Zusammenfassung 


Es wird die an einem Axialventilator durchgefiihrte Untersuchung der Aus- 


_ wirkung des Schaufelspaltes auf Laufradstromung und Leistung beschrieben. 


Das Laufrad, mit einem Durchmesser von 305 mm, war fiir ausgepragt drei- 
dimensionale Str6mung entworfen. Die in solchen Fallen bestehenden Ein- 
schrankungen der Giiltigkeit von zweidimensionalen Berechnungsunterlagen aus 
Windkanalversuchen werden besprochen. 

Es zeigte sich, dass die radial nach aussen gerichtete Querstr6mung durch 
Zentrifugalwirkung und die nach innen gerichtete Querstrémung durch Vergroés- 
serung des Spaltspieles hervorgerufen wird. Vergrésserung der Spaltweite beein- 
flusst die Str6mungsverhaltnisse nicht nur in der Nahe der Schaufelspitze, son- 
dern iiber die ganze radiale Erstreckung der Schaufel. Dadurch wird die Druck- 
ziffer verkleinert, und die Abreissbedingungen veradndern sich. 

Unter diesen Verhaltnissen ist es wesentlich, die Anderung der Axialge- 
schwindigkeit im Laufrad korrekt in Rechnung zu setzen. Der wesentlichste 
Parameter scheint die Grdésse c,,,/u zu sein. Dabei zeichnet sich bei gleichen 
Eintrittsverhaltnissen, aber stark verschiedenen QuerstrOmungen ein eindeutiger 
Zusammenhang zwischen ¢,,/c2,, und C2,,/u fiir beliebige Schaufelgeometrien ab. 
Es mag daher von Vorteil sein, den aus Messungen am zweidimensionalen Wind- 


kanal erhaltenen Unterlagen in dieser Form den Vorzug vor den iiblichen 


Einzelfliigel- und Gitterparametern zu geben, die durch Querstrémung merklich 
beeinflusst werden. 


(Received: September 28, 1957.) 
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Uber einen Modellversuch aus dem Gebiete der Physiologie 


Von EMANUEL JAQUET, Basel, Schweiz 


1. Einleitung 


Modellversuche bilden ein anerkanntes und dusserst wichtiges Hilfsmittel 
fiir die technische Forschung. ACKERET hat ihre Bedeutung schon sehr friih er- 
kannt, denn bereits im Jahre 1920, wahrend unserer gemeinsamen Assistenten- 
zeit bei Prof. STODOLA, hat er die Strémung in Schaufelradern mit Hilfe einer 
Gummimembran untersucht [1]?), und im Jahre 1928 hat er bei Escher Wyss 
einen Modellapparat konstruiert, mit dem die Potentialstrémung beliebiger 
Profile ermittelt werden kann [2]. Wenn bei der Durchfiihrung solcher Modell- 
versuche die von den Ahnlichkeitsgesetzen [3, 4] geforderten Bedingungen ein- 
gehalten werden, dann kénnen die Ergebnisse nicht nur qualitativ, sondern auch 
quantitativ auf andere, entsprechende Objekte tibertragen werden. Die geo- 
metrische Ahnlichkeit von Modell und Objekt ist nicht immer erforderlich, in 
vielen Fallen geniigen gewisse Beziehungen auf Grund mathematischer Ana- 
logien, wie sie zum Beispiel bei mechanischen und elektrischen Schwingungen 
auftreten. Die Ubertragbarkeit der Modellergebnisse auf das zu bauende oder 
uns interessierende Objekt ist in der Technik nur méglich, weil die physikali- 
schen Vorgange relativ einfach sind und durch mathematische Formulierungen 
beschrieben werden konnen. 

In der Physiologie sind die Verhaltnisse wesentlich komplizierter. Der 
lebende Kérper von Mensch oder Tier bildet ein Ganzes, das zur Erforschung 
seiner Funktionen nicht in beliebige Teile zerlegt werden kann. Die Anzahl der 
sich gegenseitig beeinflussenden Variabeln ist ausserordentlich gross, und es 
wird nie méglich sein, die Funktionen und Reaktionen simtlicher Organe durch 
mathematische Ausdriicke zu beschreiben. Es ist daher verstandlich, dass die 
Physiologen im allgemeinen Modellversuche als untaugliche Mittel ablehnen. 
In gewissen Fallen allerdings kénnen Modellversuche einen qualitativen Auf- 
schluss tiber eine eng begrenzte Frage erteilen. In dieser Arbeit wird berichtet 
tiber Versuche an einem Modell, das den menschlichen Blutkreislauf nachahmen 
soll. 


1) Jaquet AG., Fabrik fiir industrielle und wissenschaftliche Prazisionsapparate. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 381. 
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74 Die Problemstellung 


Die synkardiale Therapie ist eine von Dr. M. Fucus [5], Bern, ersonnene 
_ physikalische Methode zur Behandlung peripherer Kreislaufst6rungen mittels 
pee die von einem Apparat, Synkardon?) genannt, automatisch gesteuert 
wird. 

Der Leitgedanke von Fucus ist, kurz zusammengefasst, der folgende: Durch 
die stossweise Férdertatigkeit des Herzens entsteht bei jeder Kontraktion eine 
Druckwelle, die durch die Arterien gegen die Peripherie wandert und dabei die 
Gefasse dehnt. Wahrend der abklingenden Phase erfolgt die Konstriktion der 
Gefasse, wobei die in der Wandung gespeicherte, elastische Energie wieder an 
den Blutstrom abgegeben wird. In Krankheitsfallen, wo die elastischen Eigen- 
schaften der Arterien ungeniigend sind, kommt es zu mangelhafter Durchblu- 
_ tung der Arteriolen und Kapillaren. Wird nun um die Extremitat, an der er- 
krankten Stelle oder in der Nahe derselben, eine Gummimanschette gelegt, die 
im Rhythmus des Herzens wahrend der Gefasskonstriktion unter Druck gesetzt 
und dann wieder entleert wird, dann soll, nach Fucus, sowohl der arterielle 
Zufluss in die Kapillaren als auch der venése Riickfluss verstarkt werden. Der 
Rhythmus der pneumatischen Impulse wird durch die individuelle Herz- 
_ aktionsspannung des Patienten gesteuert, und zwar dient als Steuerimpuls der 
elektrische Impuls, der im Elektrokardiogramm als R-Zacke bezeichnet wird 
und zeitlich mit der Herzkontraktion zusammenfallt. Die Pulswellenlaufzeit, 
das heisst die Zeit, welche die Pulswelle benétigt, um vom Herzen bis zur Stelle 
za gelangen, wo die Manschette appliziert ist, kann am Apparat genau gemessen 
werden, und die Phasenverschiebung zwischen Steuerimpuls und Beginn der 
pneumatischen Kompression, die sogenannte Einsatzverzégerung, wird ent- 
sprechend dem gemessenen Wert der Pulswellenlaufzeit eingestellt. Die 
Kompressionsdauer, ebenfalls einstellbar, richtet sich nach der Pulsfrequenz, 
_ wahrend die Druckhoéhe der Kompression je nach dem vorliegenden Krankheits- 
falle zu wahlen ist. 

Fucus schreibt dem Synkardon die Wirkung eines «auxilidren peripheren 
Herzens» zu. 

Die Mediziner verhielten sich zunachst sehr skeptisch gegeniiber dieser Me- 
thode, denn sie bezweifelten die Méglichkeit, lediglich durch rhythmische Kom- 
pressionen den Kreislauf beeinflussen zu konnen. Als sich aber in zunehmendem 
Masse aufsehenerregende klinische Erfolge einstellten und Patienten geheilt 
wurden, die sonst hatten amputiert werden miissen, hat sich die Methode end- 
giiltig in die Therapie eingefiihrt, obwohl die Wirkungsweise im Grunde noch 
~ unabgeklart war. 

Selbst wenn man den Blutkreislauf als reines Strémungsproblem auffasst in 
einem System von passiv-elastischen Rohren, das heisst, wenn man alle che- 


3) Herstellerfirma Jaquet AG., Basel. 
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: 


mischen, nervosen, aktiv-elastischen Einfltisse vernachlassigt, so versteht man ~ 
trotzdem nicht ohne weiteres, wie die rhythmischen Kompressionen die zirku- _ 
lierende Menge steigern kénnen. Viele Arzte waren der Meinung, dass eine 


Zirkulationsvermehrung nur durch Erhéhung des systolischen Druckes méglich 


sei, und da eine solche oszillographisch nicht festgestellt worden sei, trete auch — 


keine Zirkulationszunahme auf. GoTTLOB, MAy und Roum [6] haben versucht, 
die Frage mit Hilfe eines Modelles zu entscheiden. Sie liessen Wasser aus einem 
hochstehenden Gefass unter konstantem Druck durch einen Gummischlauch, 
der am freien Ende mehr oder weniger zugeklemmt wurde, ausfliessen. Um den 
Schlauch wurde die Synkardon-Manschette gewickelt und rhythmisch kom- 
primiert. Zwischen Manschette und Austritt wurden die Druckschwankungen 
registriert. Da die Autoren keine Zunahme der Durchflussmenge feststellten, 
gelangten sie zu folgendem Schluss: 

«Dem Synkardon kommt die Wirkung eines ,peripheren auxilidren Herzens* 
nicht zu. Die ausgezeichneten klinischen Erfolge werden als Ausdruck einer 
Gefasserweiterung angesehen. Der Mechanismus, durch den diese Erweiterung 
zustande kommt, ist noch nicht genau bekannt. » 

Nicht nur fiir den Physiologen, sondern auch fiir den Techniker ist es klar, 
dass diese Versuchsanordnung ein untaugliches Modell darstellt, das die hamo- 
dynamischen Verhaltnisse des Blutkreislaufes in keiner Weise beriicksichtigt. 


Ich habe mich daher entschlossen, ein Modell zu bauen, das den physiologischen 


Verhaltnissen méglichst entspricht. 


3. Das Kreislaufmodell 


_ Der von mir gemeinsam mit cand. med. H. JAQUET [7] gebaute, mit Wasser 
betriebene Modellapparat ist schematisch in Figur 1 dargestellt und erfiillt 
folgende Bedingungen : 

1. Der Kreislauf ist geschlossen, und die in ihm zirkulierende Fliissigkeitsmenge 
ist konstant. 

2. Die Forderung erfolgt stossweise ; die Frequenz ist regulierbar. 

3. Die hydrodynamischen und elastischen Gréssen sind einstellbar. 

4. Die Manschetten des Synkardons werden auf dieselbe Art wie an mensch- 
lichen Extremitaten angelegt. 

5. Férderstoss und Steuerimpuls des Synkardons sind synchron. 

Zum besseren Verstandnis werden in der Beschreibung den technischen Aus- 
driicken die anatomischen Namen der entsprechenden Organe beigefiigt und 
diese letzteren der Einfachheit wegen auch spiter beniitzt. Das Modell bildet 
lediglich den grossen Kreislauf ab, da der Lungenkreislauf fiir die vorliegende 
Untersuchung kaum massgebende Bedeutung hat. 

Aus dem Sammelbecken 7 (Vorhof) fliesst das Wasser durch ein Saugventil 
in einen nach unten hangenden Gummidaumling (Ventrikel), der periodisch mit 
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‘Druckluft von aussen komprimiert wird und das Wasser iiber ein Riickschlag- 


ventil (Aortenklappen) in den Windkessel 3 (Aorta) férdert, dessen Luftkissen 


_ (Elastizitat der Aorta) regulierbar ist. Mit dieser Pumpe 2 (Herz) erhalt man 


eine stossweise Férderung, die den physiologischen Verhdltnissen sehr nahe 
kommt. Vom Windkessel zweigen die beiden Schlauche 5 (Beinarterien) ab, 


ey, = 


Sea eS 


Figur 1 


Schema des Modelles: 1 Sammelbecken; 2 Zirkulationspumpe; 3 Glaszylinder (Aorta); 4 Ballon- 
pumpe; 5 Arteriae femorales; 6 Holzzylinder (Bein); 7 Windkessel; § Enge Rohren (Vorlauf) ; 
9 Windkessel; 10 Enge R6éhren (Riicklauf); 71 Windkessel; 12 Kompressor; 73 Druckluftwind- 
kessel; 14 Steuerventil; 15 Synchronmotor; 16 Differentialmanometer; 17 Manometer fiir Arterien- 
druck; 18 Manometer fiir Venendruck; 19 Riickschlagklappen; D,, Dy Drosselstellen. 


welche in die mit Schwammgummi gepolsterten Holzzylinder 6 (Beine) verlegt 
und an einem kleineren Windkessel 7 angeschlossen sind. Anschliessend folgt 
ein Biindel enger Réhren 8 aus Metall (Arteriolen), in welchen, wie im Blut- 
kreislauf, der grésste Druckabfall stattfindet. Im Windkessel 9 (Kapillar- 
system) werden die Druckschwankungen geglattet, so dass im Riicklaufbiindel 
70 (Venolen) eine kontinuierliche Poiseuillesche Stroémung auftritt. Mit einem 
empfindlichen Differentialmanometer, an einem Rohr des. Biindels angeschlos- 
sen, kann die zirkulierende Menge fortlaufend photographisch registriert wer- 
den. Durch die Riicklaufschlauche (Venen) fliesst das Wasser zur Pumpe zu- 
riick. Auf einem der drei Holzzylinder sind Arterie und Vene gemeinsam verlegt 
(physiologische Verhltnisse), auf den zwei anderen aber getrennt, um die Wir- 
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kung auf Arterie und Vene im einzelnen untersuchen zu konnen. Die pneuma- 
tisch betriebenen Manschetten werden um diese Holzzylinder geschnallt. Vom 
Windkessel 3 (Aorta) zweigt noch ein weiteres System von Rohren und Wind- 
kesseln ab, das dem iibrigbleibenden Teil des grossen Kreislaufes entspricht. 
Der Apparat ist so dimensioniert, dass die hydraulischen Verhaltnisse (Menge, 
Mitteldriicke, Druckschwankungen) im Rahmen der physiologischen Ver- 
haltnisse des Menschen liegen. Besonders wichtig war die geeignete Wahl der 
Gummischlauche. Mit Schlauchen von 0,5 mm Wandstarke und einem Lumen 
von 7 mm fiir die Arterie und 8 mm fiir die Vene haben wir am Modell Ton- 
oszillogramme erhalten, die solchen, die am Menschen aufgenommen werden, 
zum Verwechseln ahnlich sind. 

In die Venen konnten je 3 Riickschlagventile 79 (Venenklappen) eingebaut 
werden, und wir haben die Untersuchung mit und ohne Klappen durchgefihrt, 
letztere im Hinblick darauf, dass in den Armen keine Klappen vorhanden sind 
und dass sie in den Beinen, in Krankheitsfallen, oft nicht mehr funktionieren. 
Arterien -und Venendruck wurde mit Glasplattenmanometern 77 und 78 photo- 
graphisch registriert. Durch regulierbare Quetschhahnen, an der Arterie oder 
an der Vene, proximal an der Stelle D, oder distal an der Stelle D, (siehe 
Schema), lassen sich pathologische Zustande (zum Beispiel Okklusionen) 
reproduzieren. 

Auf einfache Weise lasst sich nun die Wirkung aller Variablen des Synkar- 
dons (Druckstarke, Druckdauer, Einsatzverzégerung, Manschettenbreite) auf 
die in den Beinen zirkulierende Menge messen. 


4. Die Messergebnisse und ihre Deutung 


1. Wird eine Vene ohne Klappen, in welche die Fliissigkeit gleichmassig ein- 
stromt, rhythmisch komprimiert, dann ergibt sich, wie zu erwarten, ein pul- 
sierender Venenstrom, aber keine Zunahme der mittleren Durchflussmenge. 
Unter solchen Versuchsbedingungen haben GoTTLop und Mitarbeiter ihre 
Untersuchung durchgefiihrt. 

2. Wird eine Vene mit Klappen rhythmisch komprimiert, dann nimmt die 
Zirkulation zu, entsprechend der Manschettenbreite, das heisst dem unter der 
Manschette liegenden Venenabschnitt. Entsprechend dem geringen Innendruck 
in der Vene geniigt bereits ein geringer pneumatischer Druck in der Manschette, 
um die mittlere Durchflussmenge betrachtlich zu steigern. Die Druckdauer ist 
optimal, wenn sie 25-30% der Pulsperiode betragt, wahrend die Einstellung der 
Einsatzverzdégerung keinen Einfluss austibt. Aus diesem Verhalten kann man 
schliessen, dass die vermehrte Férderung in zentripetaler Richtung durch Aus- 
pressen zustande kommt. 

3. In der Arterie oszilliert der Druck zwischen dem diastolischen (Minimal- 
wert) und dem systolischen (Maximalwert). Wird eine Arterie rhythmisch, mit 


ab as 
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f zanehmender pneumatischer Druckstarke komprimiert, dann steigt die Durch- 
_ flussmenge erst, nachdem der pneumatische Druck den diastolischen Wert 
_ erreicht hat, und sie strebt einem Sattigungswert zu, wenn der pneumatische 
_ Druck auf den systolischen Wert angestiegen ist. 

| _ Von grossem Einfluss ist die Einsatzverzégerung. Eine zu kleine Verzége- 
Tung vermindert die Zirkulation. Optimale Verhdltnisse ergeben sich, wenn die 


Figur 2 


Arteriendruck p4, Venendruck py (mit Klappen) ohne Massage und mit Massage der Arterie 
allein mittels pneumatischer Schlauchklemme bei Dauer = 0,3 und Einsatzverzégerung 0,1—0,5 s. 


Einsatzverzégerung etwas grosser ist als die Pulswellenlaufzeit (Kulminations- 
punkt der Welle), das heisst, wenn der pneumatische Impuls einsetzt, nachdem 
die Pulswelle den unter der Manschette verlaufenden Arterienabschnitt gerade 
durcheilt hat. 

Im Gegensatz zur Vene hat die Manschettenbreite keinen Einfluss auf die 
Zirkulation in der Arterie. Man erhalt praktisch dieselben Werte mit einer Man- 
schette von 12 cm Breite wie mit einer pneumatisch gesteuerten Schlauchklem- 
me von nur 0,5 cm Breite. Der Férdermechanismus kann somit nicht auf einem 
Auspressvorgang beruhen. Um den Mechanismus zu verstehen, ist eine feinere 
Analyse des Druckverlaufes in der Arterie notwendig. In Figur 2 stellt #4 den 
Druck im distalen Abschnitt der Arterie dar, fy den Venendruck und Q die 
Durchflussmenge. Rhythmisch komprimiert wurde nur die Arterie mit der 
pneumatischen Schlauchklemme bei verschiedenen Einsatzverzogerungen 
E = 0,1 bis 0,5 s, wobei die Pulswellenlaufzeit 0,3 s betrug. Die beiden ausser- 
sten Felder entsprechen dem Zustand ohne Massage. Bei zu kurzer Verzégerung, 

_E = 0,1s, sinkt der systolische Druck unter seinen Normalwert, und die Menge 
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geht stark zuriick. Bei zunehmender Einsatzverzogerung erreicht der Maximal-_ 


druck den systolischen Normalwert, iibersteigt ihn aber nicht. Der abfallende 


Ast des Druckverlaufes, der bei E = 0,2 s noch sehr steil ist, verflacht sich zu- 


sehends bis zu E = 0,4 s, wo der Durchfluss ein Maximum erreicht. 

Wie ldsst sich nun der Férdermechanismus auf Grund dieser Ergebnisse er- 
klaren? Mit der vom Herzen gegen die Peripherie fortschreitenden Druckwelle 
wird die Arterie erweitert und der Fliissigkeitsinhalt je Lingeneinheit vermehrt. 
Die Druckwelle wird am Eintritt in das enge Rohrbiindel, wenigstens teilweise, 
reflektiert und verringert infolgedessen wieder die Fiillung des distalen Ab- 
schnittes. Wird nun die Arterie nach dem Durchgang der primaren, aber vor der 
Ankunft der reflektierten Welle, komprimiert, verhindert man also die Fort- 
pflanzung der reflektierten Welle in den proximalen Abschnitt, dann bildet der 
distale Abschnitt ein Reservoir, das durch die Druckwelle gefiillt worden ist und 
sich langsamer entleert als ohne Kompression. Der zeitliche Mittelwert des 
Druckes im distalen Abschnitt nimmt zu, so dass sich eine Vermehrung des 
Durchflusses ergibt. Die Zirkulation erreicht immer ein Maximum, wenn die 
Einsatzverzégerung um 0,05 bis 0,1 s grésser ist als die gemessene Pulswellen- 
laufzeit, was darauf hindeutet, dass der pneumatische Impuls nicht die Primar- 
welle beeinflusst, sondern ein retardiertes Phanomen, wie es die reflektierte 
Welle ist. Der Férdermechanismus in der Arterie kann somit als Druckwellen- 
effekt erklart werden. 

4. Physiologisch sinnvoll ist natiirlich nur die gleichzeitige Kompression von 
Arterie und Vene. Dementsprechend ist die Zunahme der Zirkulation von der 
Einsatzverzégerung, der Druckstairke, der Druckdauer und, wenn die Vene 
Klappen enthalt; von der Manschettenbreite abhangig. Bei optimaler Ein- 
stellung wurden Zunahmen von 26% des normalen Durchflusses gemessen bei 
Venen ohne Klappen und von 59% bei Venen mit Klappen. Dieser Zunahme im 
rhythmisch komprimierten Teil des Kreislaufes, durch den normalerweise 
1/8 der Gesamtmenge strémt, was ungefahr der Blutmenge in einem Bein gleich- 
kommt, entspricht eine Abnahme, die sich auf den ganzen tibrigen Kreislauf 
verteilt. 

5. Werden die Gefasse rhythmisch komprimiert bei stillstehender Zirku- 
lationspumpe, dann entsteht eine Pulsation und eine Zirkulation, wie aus den 
Figuren 3 und 4 ersichtlich ist, in welchen p4 den Arteriendruck, py den Venen- 
druck und Q die Durchflussmenge darstellt. Ob dieser Versuch physiologisch 
sinnvoll ist, das heisst, ob die synkardiale Methode bei Wiederbelebungs- 
versuchen in Kombination mit anderen Methoden wirksam sein kann, moge 
dahingestellt bleiben. Wir haben diese Versuche quantitativ nicht naher verfolgt. 

6. Vor kurzem ist eine Nachahmung des Synkardons unter dem Namen 
«Vasotron» auf dem Markt erschienen, die sich vom Synkardon dadurch unter- 
scheidet, dass zwei Manschetten angeschlossen sind, die an derselben Extre- 
mitat anzulegen sind, die eine zum Beispiel am Oberschenkel, die andere am 
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* Unterschenkel. Die beiden Manschetten werden sukzessive betitigt, indem die 
_ Einsatzverzégerung jedes Impulses nach der Lage der Manschette eingestellt 
wird. Die Erfinder haben offenbar nur den Auspressvorgang im Auge und 
‘glauben, durch dieses Verbundverfahren die Wirkung zu steigern. 
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Figur 3 Figur 4 
Zirkulationszunahme bei stillstehender Zirkulationszunahme bei stillstehender Pumpe 
Pumpe (Venen ohne Klappen). (Venen mit Klappen),. 


Wir haben diese Methode am Modell mit Hilfe von zwei Synkardon-Appa- 
raten untersucht und sind zu folgendem Ergebnis gelangt: 

Im Falle klappenfreier Venen ist die Verbundmethode weniger wirksam als 
die einfache. Da nur die arterielle Zirkulation durch den oben geschilderten 
Druckwelleneffekt beeinflusst wird, muss die zweite Manschette den Vorgang 


_irgendwie hemmen. Sind dagegen Klappen vorhanden, dann haben zwei Man- 
_schetten im giinstigsten Falle dieselbe Wirkung wie eine Manschette von dop- 


pelter Breite. Das wesentlich kompliziertere Verbundverfahren diirfte somit 


physiologisch keinen Vorteil bieten. 


5. Schlussfolgerungen 


Es ist selbstverstandlich, dass die Modellergebnisse nicht quantitativ auf 
den Blutkreislauf iibertragbar sind. Insbesondere wird der Druckwelleneffekt 
im Blutkreislauf weniger deutlich auftreten, da die Querschnittreduktion der 
Beinarterie nicht auf eine einzige Stelle konzentriert ist wie im Modell. Das 
Ziel der Untersuchung kann daher lediglich in der Erklarung des Fordermecha- 
nismus erblickt werden. Ob diese Erklarung richtig ist, muss am menschlichen 
Kreislauf gepriift werden. Die prinzipielle Schwierigkeit dieser Priifung besteht 
darin, dass es ohne operativen Eingriff nicht méglich ist, die Durchflussmenge 
zu messen. Auch mit Isotopen, die in die Blutbahn eingespritzt werden, konnte 
die Frage noch nicht in befriedigender Weise gelést werden. 
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Fiir die Richtigkeit unserer Hypothese sprechen zwei experimentelle kli- 
nische Befunde: 

1. Die synkardiale Therapie ist wirksamer bei Stdntheens in den Beinen als 
in den Armen, das heisst, Gefaésse mit Klappen reagieren besser. 

2. Oszillographische Aufnahmen zeigen, dass der systolische Druck durch 
die Massage nicht erhdht, dass aber die Form der Oszillationen wesentlich von 
der Einsatzverzégerung abhangt und formale Analogien mit den Modellkurven 
aufweist. 

Ferner finden zwei klinische Befunde, die sich scheinbar widersprechen, 
eine Erklarung. 

STIRNEMANN [8] hat am Menschen kleine Arteriolen gedffnet und gemessen, 
wie weit der Blutstrahl spritzt. Da die synkardialen Impulse die Spritzweite 
nicht beeinflussten, folgerte er, dass keine Zirkulationszunahme stattfindet. Am 
Modell lassen sich diese Versuchsbedingungen reproduzieren, aber da die 
Spritzweite nur vom systolischen Druck abhangt, der durch die Massage nicht 
erhoht wird, ist die Schlussfolgerung von STIRNEMANN nicht richtig, da die 
Menge nicht allein von der Spritzweite abhangt. 

ALLGOWER [9] hat bei einer wegen arteriosklerotischer Gangrane zur Unter- 
schenkelamputation kommenden Patientin die Wirkung der synkardialen Mas- 
sage auf die Schnittflache untersucht. Diese dusserte sich im Einsetzen einer 
spritzenden Blutung aus 2 kleinen Arteriolen. Wie erklart sich dieser Befund, 
der in der medizinischen Literatur oft als Experimentum crucis fiir die syn-' 
kardiale Methode zitiert wird, aber im Widerspruch zum Befund von STIRNE- 
MANN steht? Auch diese Verhaltnisse lassen sich am Modell reproduzieren. 
Eine Amputation ist bekanntlich nur méglich, wenn die Blutzufuhr oberhalb 
der Schnittstelle kiinstlich gedrosselt wird oder wenn die Arterien, zum Beispiel 
durch Arteriosklerose, schon derart verengt sind, dass keine Verblutungsgefahr 
besteht. Am Modell wurde der Arterienschlauch vom Rohrbiindel getrennt und 
an eine Kapillare angeschlossen, die im Freien miindete. Am proximalen Ein- 
tritt in die Arterie wurde der Zufluss gedrosselt, bis das Wasser nur tropfen- 
weise aus der Kapillare ausfloss. Wurde nun mit der Manschette, bei richtig ein- 
gestellter Einsatzverzégerung, rhythmisch komprimiert, dann spritzte das 
Wasser bei jedem Impuls aus der Kapillare. Komprimierte man aber mit der 
0,5 cm breiten Klemme, dann trat kein Spritzen auf. Es handelt sich also in 
diesem Falle um einen Auspressvorgang (denn im Amputationsstumpf kann ja 
keine Druckwelle reflektiert werden), wobei ein Teil des Fliissigkeitsinhaltes 
zentripedal, der andere ins Freie verdrangt wird. Es ware aber falsch, aus diesem 
Versuch zu schliessen, dass die synkardialen Impulse generell eine Steigerung 
des systolischen Druckes hervorrufen. 

Weiter reichende Schlussfolgerungen wiirden, im Hinblick auf das komplexe 
physiologisch-pathologische Problem, eine Uberschreitung der dem Modellver- 
such gesetzten Grenzen bedeuten. Ungeklart bleibt vor allem die Frage der 
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_ therapeutischen Wirkung, die ihre Ursache in irgendwelchen organischen oder 
funktionellen Veranderungen des Kreislaufes hat. Im Modellversuch hingegen 
_ stellt sich nach Unterbruch der Massage bald wieder der Anfangszustand ein. 
Wenn auch dieser Artikel etwas aus dem iiblichen Rahmen dieser Zeitschrift 
| fallt, so zeigt er zumindest, dass Strémungsprobleme auch auf ferner liegenden 
Gebieten zu lésen sind und dass da, wo die Verhaltnisse noch nicht reif fiir die 
mathematische Erfassung sind, wie gerade in der Physiologie und Medizin, der 
Ingenieur niitzliche Dienste leisten kann, selbst wenn seine Methoden unvoll- 
kommen sind. Der bertihmte Physiologe CLAUDE BERNARD schreibt in seiner 
_ Introduction a l'étude de la médecine expérimentale: 
«La Science n’avancerait jamais si l’on se croyait autorisé 4 renoncer aux 
_méthodes scientifiques parce qu’elles sont imparfaites; la seule chose a faire en 
ce cas, c’est de les perfectionner.» 
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Summary 


A device was designed for the investigation of the mode of operation of an 
apparatus for the treatment of disturbances of circulation. This device enables 
the essential flow characteristics of the large blood circulation to be reproduced. 

The readings obtained with the device reproduce the pressure oscillograms 
registered with men with a high degree of accuracy. 


'(Eingegangen: 25. Mai 1957.) 
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Aerodynamik und Maschinenbau 


Von Pau Jaray, Wetzikon, Schweiz 


Es gibt nur wenig Zweige der naturwissenschaftlichen Forschung, die einen 
so bedeutenden Einfluss auf den modernen Maschinenbau gewonnen haben 
wie die Aerodynamik. 

Ihrer komplexen Natur gemiss greift sie in viele technische Gebiete hinein, 
aber der Maschinenbau — im weitesten Sinn — ist vermutlich der grésste Nutz- 
niesser ihrer Erkenntnisse. 

Es ist dabei zu beachten, dass die Aerodynamik noch eine relativ junge 
Wissenschaft ist, die in ihren Anfangen von einigen wenigen phantasiebegabten, 
mathematisch geschulten Képfen — unter denen JAKOB ACKERET an mass- 
gebender Stelle zu nennen ist — entwickelt wurde. Nur der Soliditat des wissen- 
schaftlichen Fundaments ist es zu verdanken, dass trotz der kurzen Zeit der 
Entwicklung so enorme Fortschritte erzielt wurden und dies, obwohl die kon- 
servativen Widerstande, die die technische Industrie allem «Theoretischen » 
entgegenstellt, bekanntlich sehr gross sind. 

Vom Einfluss der Aerodynamik auf den Luftfahrzeugbau sei hier abgesehen. 
Die Aerodynamik ist eine «conditio sine qua non» fiir den Luftfahrzeugbau, 
und der Flugzeugbau, aber seinerzeit auch der Luftschiffbau, sind ja die unmit- 
telbaren Veranlasser der aerodynamischen Forschungen [1]!). Ohne diese hatten 
wir vielleicht heute noch zigarrenférmige Luftschiffe oder drahtverhauahnliche 
Flugzeuge. Die aus mathematischen Uberlegungen und Windkanalversuchen 
gewonnenen Erkenntnisse sind geradezu die Voraussetzungen fiir die Fort- 
schritte in der Verbesserung der Luftfahrzeuge [2]. 

Bei den Wasser- und Landfahrzeugen ist die Auswirkung der aerodyna- 
mischen Forschung weniger deutlich, obwohl natiirlich der Schiffbau — als der 
viel altere Bruder des Luftfahrzeugbaus — diesem zundchst einiges voraus hatte 
und dem jiingeren etliche Lehren geben konnte. Spater hat der Schiffbau, 
besonders der Schnellbootsbau, noch mehr Lehren von der inzwischen gross- 
gewordenen Aerodynamik zuriickerhalten, aber nur zum Teil realisiert. 

Hier waren beispielsweise die verbesserten Bugformen moderner Seeschiffe 
zu nennen, wirksamere Ruder, die Unterwasserfliigel und Diisenstufen bei 
Gleitbooten. Natiirlich gibt es auch einzelne Ansatze zur Verringerung des 
Luftwiderstandes der Schiffsaufbauten. Ein interessantes Intermezzo bildete 
ein vor etwa 35 Jahren erfolgter Versuch, die Segel, die damals noch eine 
wichtige Rolle spielten, durch glatte, zylindrische Rotoren zu ersetzen [3]. 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 388. 
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Bei den Unterwasserschiffen bildeten die mit den Luftschiffen gewonnenen 
_ aerodynamischen Erkenntnisse eine noch nicht ganz ausgeschépfte Fundgrube 
_ von Erfahrungen. 
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Figur 1 


Einfluss der Bodennahe auf die aerodynamisch giinstigste Formgebung: A in freier Strémung; 
B in unmittelbarer Bodennahe; C bei geringem Bodenabstand. 


Sehr trage reagiert der Landfahrzeugbau auf die Forderungen der Aero- 
dynamik, obwohl deutliche Ansatze zur konsequenten Anwendung ihrer 
_Lehren, wenigstens was das Automobil betrifft, auf die Jahre 1920-1922 zu- 
riickgehen. Zu diesem Zeitpunkt lagen bereits die folgenden Merkmale einer 
aerodynamisch korrekten Formgebung des Automobils vor [4, 5]: 
1. Einschliessung aller Maschinenteile und Nutzréume des Fahrzeugs, 
-ebenso der Rader (soweit méglich) in einen stromlinienformigen Halbkérper, 
dessen Symmetrieebene der Boden darstellt (Figur 1). 

2. Umkleidung der Kopfe der Fahrer mit einem zweiten solchen Halbkérper, 
der sich auf dem erstgenannten befindet und auch im Grundriss stromlinien- 
formig gestaltet ist. 

3. Seitenrissgestaltung derart, dass der Lateralschwerpunkt hinter den 
K6rperschwerpunkt zu liegen kommt, nétigenfalls mit Hilfe von Flossen. 

4. Vermeidung jeglicher vorspringender Kanten oder Teile, Druckbeliiftung 

fiir die Fahrer und den Motor an den Staupunkten der Stromlinienkérper ent- 
nommen. 

Obwohl diese Erkenntnisse jetzt iiber 35 Jahre zuriickliegen, sind sie beim 
heutigen Automobil, bis auf einige wenige Ausnahmen, noch keineswegs vollig 
verwirklicht worden, ganz zu schweigen von einem Parallellauf mit der moder- 
nen Aerodynamik. 

An dieser Tatsache kénnte man mit einem Achselzucken vorbeigehen, wenn 
das Problem ausser der technischen Seite nicht auch noch zwei andere Seiten 
hatte. Eine volkswirtschaftliche und eine — gesundheitliche: Von dem genann- 
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ten Zeitpunkt, an dem diese Erkenntnisse publiziert wurden, bis heute sind, 
bescheiden gerechnet, einige hundert Millionen Tonnen Benzin nutzlos ver- 
geudet worden [6, 7] und ungezidhlte, wahrscheinlich etliche Millionen Krank- 
heiten infolge schleichender Kohlenoxydvergiftungen aufgetreten, verursacht 
durch die schwierige Beliiftungsméglichkeit des kantigen Karosserieaufbaues [8]. 

Die (auch bereits vor etwa 20 Jahren erfolgten) Untersuchungen am fahren- 
den Auto [9] zeigten, dass bei der konventionellen Wagenform 0,17 bis.0,36°%/og 
Kohlenoxydgas im Wageninnern vorhanden sein kann. Dabei sind die hoheren 
Werte keineswegs bei ganz geschlossenem Innenraum gemessen worden, sondern 
bei teilweise gedffneten Seitenfenstern. Nun mag es heute als erwiesen gelten, 
dass ein Kohlenoxyd-Luft-Gemisch mit 0,2 bis 0,4°/99 CO als in héchstem Grad 
gesundheitsschadlich angesehen werden muss, sofern es langere Zeit, wenn auch 
mit Unterbrechungen, eingeatmet wird. Denn die Affinitat von O, und CO zu 
Hamoglobin verhalt sich wie 1:150 bis 1:300, und der Ersatz des im Blut auf- 
genommenen Kohlenoxyds durch Sauerstoff nimmt wesentlich mehr Zeit in 
Anspruch als die Bildung des Kohlenoxyd-Hamoglobins [10]. So kann es zu 

einer Speicherung des CO-Gehalts im Blut und damit zu der beriichtigten 
Limousinenkrankheit fiihren, in schweren Fallen zu bosartigen Vergiftungs- 
erscheinungen und sogar Todesfallen. 

Diese Tatsachen sind lediglich auf die kantigen Formen des Wagenaufbaus 
zuriickzufiihren. Denn bei diesen tritt nur am Wagenbug, an den Anbauten 
sowie an der Windschutzscheibe Uberdruck auf. Alle anderen Stellen der Wa- 
genoberflache stehen unter Unterdruck und somit auch der Wageninnenraum, 
wenn er — wie dies gewohnlich der Fall ist — durch Undichtigkeiten oder etwa 
gedffnete Seitenfenster mit diesen Unterdruckgebieten in Verbindung steht. 
Eine Frischluft-Druckbeliiftung erscheint (ohne besondere Einrichtungen) 
praktisch ausgeschlossen, besonders wenn man beriicksichtigt, dass die Resul- 
tierende aus Fahrt- und Windgeschwindigkeit nur selten in der Symmetrie- 
ebene des Wagens verlaéuft und die Uberdruckstellen am Wagen daher stets 
wandern (Figur 2). 

Ganz anders beim aerodynamisch gut geformten Wagenaufbau. Hierbei 
lasst es sich erreichen, dass, abgesehen von extrem starkem Querwind aus den 
hinteren Quadranten oder bei sehr kleiner Fahrtgeschwindigkeit, die Staustelle 
nur unwesentlich wandert und daher eine verhaltnismassig kleine Offnung in 
der Langsmittelebene des Wagens zur Druckbeliiftung ausreicht, zumal ja auch 
die Unterdruckwerte am stromlinienférmigen Kérper wesentlich kleiner sind 
als beim kantigen. 

Tatsdchlich erreichten die Messungen an guten Stromlinienwagen in keinem 
einzigen Fall den Wert von 0,2°/o9 CO, soweit der eigene Motor dafiir in Frage 
kam. Bei einem Standversuch mit zigarren- und zigarettenrauchenden Insassen 
ergab sich ein Wert von 0,22°/o,, der jedoch in Fahrt nach 30 Sekunden auf 
0,049/ 5) zuriickging. 
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In diesem Zusammenhang ist es vielleicht nicht uninteressant, darauf hin- 


_Zuweisen, dass es méglich ist, durch eine den Strémungsverhaltnissen im Aus- 
puffrohr angepasste Mehrfachdiise eine so weitgehende Verdiinnung der CO- 
_ Konzentration zu erreichen, dass die Gase praktisch entgiftet das Auspuffrohr 
'verlassen, 


Za 


_ Idealisierte Stromlinien an Horizontalschnitten von Wagenaufbauten bei Fahrt mit Seitenwind. 


Allerdings kann man auch bei kantigen Aufbauten — von Ventilatoren abge- 


sehen — eine Fahrtwind-Druckbeliiftung bewerkstelligen, obwohl es nicht ganz 
einfach ist, gegen die oft bedeutenden Unterdriicke im Wageninnern, ohne 
'Belastigung der Fahrgadste durch Zugwind, aufzukommen. Die dazu ndétigen 


Druckhutzen, die nebenbei bemerkt, ziemlich gross sein mitissen und den Wagen 
nicht versch6nern, benétigen zudem besondere, in der Art der Anemostate 
gebaute Diffusoren, die die Luftgeschwindigkeit so weit herabsetzen, dass 
Wassertropfen, Staub, Miicken usw. vor Eintritt der Luft in den Wagen abge- 
schieden werden (Figuren 3 und 4). Die Konstruktion solcher Druckhutzen ist 
ein typisches Beispiel angewandter Aerodynamik. 

Bemerkenswert ist tibrigens, dass die Reduktion des Luftwiderstandes bei 
kleineren Personenwagen weit wichtiger ware als bei grossen Fahrzeugen — die 
Roll- und die Steigungswiderstande sind ungefahr dem Wagenvolumen, der 
Luftwiderstand aber nur seiner 0,67. Potenz (Figur 5) proportional —, aber es 


scheinen Anzeichen dafiir zu sprechen, dass die aerodynamischen Formverbes- 


serungen im Eisenbahn- und im Omnisbusbau friiher verwirklicht sein werden 
als im Automobilbau. Die Griinde dafiir diirften allerdings nicht ausschliesslich 
technischer oder gar hygienischer Natur sein, sollen hier aber nicht untersucht 


werden. 
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Figur 3 Figur 4 
Beliiftungs-Druckhutze fiir Fahrzeuge mit Abscheider fur Wassertropfen, Staub, Miicken usw. 
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Figur 5 
Leistungsbedarf von Automobilen mit Stronlinienkarosserie S und mit konventionellem Aufbau K 
als Funktion der Wagengrésse (Totalgewicht G) bei mittlerer, der Wagengrésse angepasster Reise- 
geschwindigkeit. 


Das nach dem Fahrzeugbau fiir die Anwendung der Aerodynamik nachst- 
wichtige Gebiet des Maschinenbaues ist die spezielle Strémungstechnik. Sie 
umfasst nicht nur das enorme Feld des Rohrleitungsbaues fiir die verschie- 
denen Fliissigkeiten und Gase mit Querschnitten von Bruchteilen eines Qua- 
dratmillimeters bis zu etlichen hundert Quadratmetern, mit Geschwindigkeiten 
von einigen Millimetern pro Sekunde bis zu grésseren Mach-Zahlen und mit 
Reynolds-Werten von 10~? bis titber 108, sondern erstreckt sich auch auf alle 
moglichen Formen im Querschnitt und im Langsprofil, auf Veranderungen im 
Querschnitt tiber der Lange, auf Einbauten, zum Beispiel Absperr- oder Dros- 
seleinrichtungen, Kriimmer, auf die Beschaffenheit der Wandflache und auf 
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_ eine Reihe anderer Probleme, die mit der Art der Strémung in Zusammenhang 
: stehen. Hierher gehért natiirlich auch die Liiftungstechnik, deren Aufgaben so 
_ eng mit der Aerodynamik verbunden sind wie die der Flugtechnik, ebenso der 
; Propeller- und .Ventilatorbau, die Konstruktion der Windkanidle und der 
' Motorenpriifstande, soweit diese Propeller oder Luftbremsen besitzen. Ferner 

sind hier alle Windmotoren zu nennen, angefangen von den kleinsten rasch: 

Jaufenden Typen, etwa fiir Nebenantriebe an Luftfahrzeugen, beispielsweise 


eer. 


Figur 6 
Windmotor fiir Sonderantriebe am Flugzeug. 


'zur Stromerzeugung oder zum Einholen von Schleppzielen (Figur 6), bis zu 
den gréssten Langsamlaufern, die die Energie im natiirlichen Wind fiir den 
Antrieb etwa einer Arbeitsmaschine oder eines Dynamos benutzen [11]. Weiter- 
hin ist an dieser Stelle das ganze Gebiet des Wasser- und Gasmotorenbaus zu 
erwahnen, im besondern der Turbinen-, Pumpen- und Kompressorenbau. 

Selbstredend darf hier das heute bedeutsam gewordene Gebiet der Strahl- 
triebwerke nicht unberiicksichtigt bleiben, obwohl es im wesentlichen nicht 
mehr der Aerodynamik, die wie die Hydrodynamik das Medium als praktisch 
inkompressibel annimmt, zugehdrt, sondern der Gasdynamik. 

Schliesslich gehéren hierzu noch die Einrichtungen zur Aufbereitung, zur 
Materialsichtung, zur Entstaubung und zur hydraulischen oder pneumatischen 
Materialférderung, unter anderem auch beispielsweise zur Schneeschleuderung. 

Besondere Kapitel fiir die Anwendung der Aerodynamik auf den Maschinen- 
bau betreffen alle aerothermischen Vorgange, zum Beispiel bei Trocknungs- 
einrichtungen, bei den sogenannten Klimaanlagen vor allem bei der Heizung, 
im allgemeinen beim Warmeiibergang. So ist es bei Bremsen oder ahnlichen 
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Maschinenteilen, die Energie in abzufiithrende Warme umsetzen, oder bei 
Motorenzylindern, wie ganz allgemein bei Heizkérpern schon lange ublich, 
die Oberflache durch Rippen zu vergréssern. Erst ausfiihrliche aerodynamische 
Studien und Versuche erméglichten es jedoch, grundlegende Verbesserungen 
zu erzielen und die Verhaltnisse zahlenmassig zu erfassen. Man kann heute 
bei richtiger Formgebung mit dem rund 15- bis 20fachen Oberflachen-Warme- 
iibergangswert bei gleicher Luftdichte und Geschwindigkeit gegeniiber der 
glatten, nicht gerippten Oberflache rechnen. Dabei zeigte es sich, dass abgesehen 
von der Luftdichte und -geschwindigkeit in erster Linie der Rippenabstand 
den Warmeiibergangswert bestimmt, wahrend die Rippentiefe eine geringere 
Rolle spielt [12]. ° 

Es waren noch etliche Details des Maschinenbaus zu nennen, die von der 
Aerodynamik «eben», die hydraulischen Kupplungen und Getriebe, alle hy- 
draulischen und pneumatischen Steuerungen, die Vergaser... Man kénnte die 
Beispiele der im Maschinenbau angewandten Aerodynamik noch lange fort- 
setzen. Die skizzenhafte Darstellung mége aber gentigen, damit der Blick von 
der Domane der Aerodynamik, dem Luftfahrzeugbau, nicht allzusehr abgelenkt 
werde. 
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Summary 


The importance of aerodynamics in mechanical engineering is discussed. The 
influence on the design of vehicles, especially automobiles, is considered in detail. 
The danger of carbon monoxide poisoning is pointed out. This occurs in vehicles 
of poor aerodynamic form and is due to bad ventilation. Many advances in 


mechanical engineering rendered possible by the application of aerodynamics 
are also discussed. 


(Eingegangen: 28. September 1957.) 
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; The Dissociation of a Pure Diatomic Gas Behind 
a Strong Normal Shock Wave’) 


By GIANNI JARRE, Torino, Italy?) 


Symbols 


mass-reaction-rate; 

sound speed; 
molar-internal-energy ; 
Planck’s constant; 
mass-enthalpy ; 
molar-enthalpy ; 
Boltzmann’s constant; 
space-constant of relaxation; 
molar mass; 

Mach number; 
molar-density ; 

pressure ; 

universal gas constant; 
mass-entropy ; 
molar-entropy ; 

absolute temperature ; 
speed; 

distance from the shock front; 
mass-fraction of atoms; 
non-dimensional mass-reaction-rate; 
entropy function; 
dissociation temperature ; 
dissociation length; 
dissociation molar-density ; 
dissociation pressure ; 
mass-density ; 

state; 

dissociation speed ; 
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9 upstream the shock; 
, immediately behind the shock; 
, downstream the shock; 
ze molecular; 
7 atone, 
Introduction 


A simplified study on the dissociation of a pure diatomic gas behind a 
strong normal shock wave is presented. 

The same problem was studied by H. A. BETHE and E. TELLER [1]’), 
G. P. Woop [2], J. S. Evans [3], M. J. LIGHTHILL [4]. 

The peculiarities of the present paper are: 

the recourse to a general expression of the dissociation rate, previously 
studied by G. JARRE [5]; 

the use of simplified models either of the dissociating gas or of the shock 
wave; 

the analysis of the space constant of relaxation. 

The dissociation of a diatomic gas is an endothermic reaction with in- 
creasing volume, namely the more advanced it is, the higher the temperature and 
the lower the pressure: hence the dissociation is high only when the heating 
effect of the shock overcomes the compression effect. 

The finite reaction-rate of dissociation will be considered, but, as in [1-4], 
all the molecular transfer processes and the ionization effects will be neglected 
as well as all the internal molecular relaxations, as in [3, 4]. 

Thus, as in [3], the assumed scheme of the phenomenon is the following: 


discontinuity continuous 
through the shock relaxation 
0 % papery On ai z = Og 
old equilibrium non-equilibrium new equilibrium 
state state state 


While in [4] the oblique shock is treated, but only from the equilibrium view- 

point, here the simpler case of a normal shock is studied. While in [1-3] the 

treated gas is real air, here the simpler case of a pure diatomic gas is studied. 
Then the only chemical reaction behind the shock will be of the kind: 


ooo 


Hence the problem deals with a binary mixture of Z,-molecules, having a 
molar mass mz», and Z-atoms, having a molar mass mz = mz,/2. 

The universally accepted measure of the advancement-degree of dissocia- 
tion is the mass-fraction X of atoms already dissociated. Table 1 shows the 
composition characteristics of the mixture. 


3) Numbers in brackets refer to References, page 402. 
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Table 1 


Mass-density Mass-fraction Molar-density Molar-fraction 


Qi e:l@ nN; n,|n 

Z,-molecules o (1—X) ae x) @ (1—X) 1-xX 
Mz 2, 14+X 

ox xX 20x 225 

mz2 1+X 


Since the transition through the shock front is instantaneous, whilst the dis- 
sociation rate is finite, we have X, = Xj, and if, as we accept, the dissociation 
is negligible in the o,-state, 


X,=X,=0. (1) 


The relaxation o, +o, is characterized by greater and greater values of X > 0, 


_ to the equilibrium one X = Xq, infinitely downstream the shock front. 


Thermo-Chemical Properties of the Dissociating Gas 


The equation of state of the mixture is 


ee en lieepRTs eR bo (2) 


MZ 2 


or, in non-dimensional form, being X) = 0 
on ae ae Sal aries, 3 
Po 0 Io Dae: 8) 


The enthalpy and entropy of the mass unity of mixture, are 


h=(1—X) digs 4 Xz (=A) Aaa t 2X Az 
: mz 2 mz mz 2 ‘ (4) 

A 22a , 3-92 ol — X) Sze t 2X Sz 

BR ieee, “has 


H,(T) is the molar-enthalpy, bound to the internal energy E,(T) by the 


known relation 
H(T)=E(T)+ RT. (5) 


S,(T,n,) is the molar-partial-entropy, bound to the molar-total-entropy 


S,(T, n) by the known relation 
S(T, m4) = S(T, ) — Rin. (6) 
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Hence equations (4) become 


Ties 
a LE ig coc a ca @) d 
Mz 2 MZ 2, Mz 2, (7) 
SzA(T, n) AS R - NZ2 :. Nz 
p= Se) 4 XS [qa X) In "22 +2XIn “71, 


where AE and AS are the dissociation-energy and dissociation-entropy 
AE= 2 EAI) —£,(1), AS=25,4, #)—Sz,(4o (8) 


Now, for the sake of simplicity, we assume: 

Z-atoms always having 3 translational degrees of freedom ; 

Z,-molecules always having 6 degrees of freedom: 3 translational + 2 ro- 
tational + 1 vibrational, viz. an always half-excited atomic vibration; this is 
the real behaviour of the nitrogen molecule at 1138° K, and of the oxygen 
molecule at 736° K. 

Accepting constant numbers of degrees of freedom, we get specific heats not 
depending on the temperature; in particular the expression of Ez.(T) and 
Szo(T, 2) become, apart from inessential constants 


z RTOS eeRhigee 9 
z2=3 ei ee es (9) 


Accepting a molecular freedom which is exactly double the atomic freedom, 
we get dissociation-energy AE and dissociation-entropy AS not depending on 
the temperature. 

Hence a temperature 0 and a molar-density y, constant and specific of the 
dissociating molecule, can be defined by the following relations [5] 


AE=R0, AS=Rin—, (10) 
which give to equations (7) the following form 
R > 
h= me [447+ X (6+ T)], 


el 
ons 
fads 
fu 
— 


s= wi [mn te ex in eR kd SUE | : 
2 n n (La SP a ee 
Enthalpy and entropy respectively consist of 2 and 3 terms: 
The first are the thermal-terms, as for homogeneous gases; 
the second are the dissociation-terms, proportional to X; 
the third term of the entropy is the mixing-term (= 0 when X = 0 or 
X = 1), due to non-homogeneity of the gas (G1BBs’ paradox). 
Since the undissociated molecule has 6 degrees of freedom, its ratio of 
specific heats is 4/3. The sound speed and the Mach number in the o,-state are 


. 


‘i 


= 
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therefore: 


4p 4RT U 3m 
CG -|/ 0 -|/ 0 ao ae ees Z2.U5 
0 3 Qo 3 Mz ’ My 4R 7. . (12) 
The accepted simplified model of dissociating gas is substantially the same 


obtained, by a different way, in [4]. 
In order to describe the relaxation o, > oy, an expression of the dissociation 


_ rate is needed. According to the same hypotheses accepted to simplify the ex- 


pressions of # and s, the number of Z,-moles destroyed by dissociation in the 
unity of time and volume, viz. the molar-reaction- oe has the following ex- 


pression [5]: 


kT NzZ2 n 
i Pee ri "2 : (13) 


_ Rand hare BottzMann’s and PLANcx’s constants (A/R = 4:8 x 10-1! °K s). The 


first term corresponds to the reaction Z, >2Z, the second to the reaction 
2Z>Z,. 

Since each Z,-mole gives rise to two Z-moles having a mass mz = mz,./2, 
the total mass of atoms produced in the unity of time and volume, viz. the 


mass-reaction-rate, becomes 


kT NZ2, nz 
A= Mz» i Fez y |. al 


The expression (13), free from empirical factors, was deduced in [5] from the 


theory of absolute reaction rate. The expression used in [2], developing the 
collisional arguments of [1], is quite different and, as the same writer shows by 


setting A = 0, it does not agree with the chemical equilibrium laws. This in- 
_ consistency is eliminated in [3] always in the limits of collisional theories, and 


having recourse to some empirical factors. 
It is now convenient to introduce the following parameters, characteristic, 


_ like 6 and », of the dissociating molecule: 


RO RO 
pressure: =v RO, speed:p= V2 , length: A= ae [pases (15) 


Then, with the aid of equation (2) and of Table 1, we obtain the following use- 
ful expressions: 


n=g [4 +x (1+), 


mzosiR — _ 


p 6 


Pe yi) oepe | 
A= 5, | git OlT n r| 


ete Sibert ory (16) 
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where ¢ is the entropy function, and the factor (p/9 4), like A, has the dimensions 


of a ratio: (mass—density)/time. 
The numerical values of the characteristic parameters of the nitrogen and 


oxygen are given in Table 2. 


Table 2 
v cA Pp 2 
°K moles/cm? atm cm/s cm 
N, 113,700 64:91 6:06 x 108 5-81 «105 3:45 0110 e 
Og 59,200 66:90 3-25 x 108 3°91 x 105 3-18><¢ 10-48 


The Shock Equations 


The mass-, momentum-, energy-equations are the well-known ones: 


uz 


CU = 09%, b+ 0U? = py + Oo %, h+==hh+, (17) 


where the properties of any o-state behind the shock are written without 
subscript. 

To get a simple first-approximation solution, two hypotheses will be em- 
ployed: 

Strong shock: upstream the shock the speed is so high as to make negligible 
the terms 
UR 


2 4 
PA Gm, a aeEe 


20 2 


(18) 


Isobaric-isenthalpic process behind the shock: downstream the shock the 
speed is so low as to make negligible the terms 


ow<h, — <h. (19) 


Then equations (17) become 
OU= 09%, P= QM, h= (20) 


and express the conservation: of the mass through the shock, of the pressure 
and of the enthalpy behind the shock. 

As a matter of fact, as is well known for homogeneous gases, the higher the 
upstream Mach number is, the lower the downstream Mach number; but the 
latter does not become zero when the former becomes infinite. 
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However the approximation (19) is better verified in the case of dissociating 


_ gases than in the case of homogeneous ones, because the average speed behind 


the shock is generally more reduced by the dissociation, as it will be shown 
further on. 

In [1-3] the exact equations (17) are used and nearly constant values of 
the pressure behind the shock are found; in [4] the only approximation (18) 


is accepted. 


The general system (3, 16, 20) with X, = 0, gives, for the o,-state 


(21) 


Uy Q1 1 Pi 4 My T, MG & Ge y 
Uo Qo 8° Po a To Ges £9 


= os Ne Te 


_ The entropy increase through the shock seems positive only when M, > //12 


= 3-46, and not when M, > 1, as one could obtain by the exact equations. 


_ This inconsistency does not follow from the approximation (19) but from (18) 


which requires rather high values of M. 
Inserting the previous results in the general system (3, 16, 20) we obtain, 


: for any o-state behind the shock 


uw 01 (1+ X) (1 — X6/4 T,) p 1 T (1— X 6/4T,) 


a (1 + X/4) NDS Toor PES AA) 


é (= i ek aa a (te x 
6 Pi 1+ X/4 (Woes pgree (2 Seis : 


(22) 


é1 


A comparison between equations (21) and (22) shows that the discontinuity 


6) > 6, through the shock is completely controlled by the only parameter Mg, 
while the next relaxation o, >o is completely controlled by the two para- 


- meters 


“a ee eee Pe Bs 
Ole pRe (ont It EU Sia: 


respectively describing, in non-dimensional form, the heating-effect and the 


compression-effect of the shock. 
From equations (22) we deduce that, being X > 0, we will always have 


coreg OY (24) 
and, only if it is 
Lia a (25) 
we will have 
U<uU, O> 0j- (26) 


The condition (25) iz not too restrictive (7, < 39,700 °K for N, 7; < 19,733 “KK 
for O,) the ionization being already neglected. So the consequent equation (26) 
better justifies the approximation (19). 
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The Equilibrium State Behind the Shock 


The system (22) defines any o-state behind the shock as a function of X. 
Now, to get the equilibrium o,-state, we must add the equilibrium condition 


Cguts [1+ ae : zen] 


—1/2 


(27) 


obtained by setting A, = 0 and, as already accepted, p, = y. 
Equation (27) together with the isenthalpic, which, for the o,-state may be 

rewritten in the form 
T,/0 — T,/6 


Aer CRIT (28) 


defines completely the values of X, and T,; successively the system (22) im- 
proves the determination of the o,-state. 


Figure 1 


The characteristics X, and T,/0 of the equilibrium O,-state, as functions of the heating effect 
T,/@ and the compression effect p,/z. 


The general solution of the system (27, 28) is graphically plotted in Figure 1, 
on the plane [7,/0, X,]. 
The isenthalpic line (28) depends only on T,/@ and the more it lies to the 
right, the higher the value of T,/0. 
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The isobaric-equilibrium line (27) depends only on #,/a and the more it 
_ lies to the right, the higher the value of #,/z. 
The intersection of the specific isenthalpic and isobaric-equilibrium lines 
gives the o,-state, therefore depending on both parameters T,/0 and #,/z. 
Taking the plane of Figure 1 as a general plane [T/0, X], the arc o, — o4 
of the isenthalpic line shows the relaxation path behind the shock, as qualita- 
tively shown in Figure 2. 


Isobarie-equiliorium line 


Isenthalpic line 


aud 


Figure 2 


Oo — 9,: discontinuous transition through the shock; 
0, — 6: continuous relaxation behind the shock. 


As already said all the molecular transfer processes have been neglected. 
But, as proved in [1, 6], this approximation does not affect the estimate of the 
equilibrium o,-state. 


The Relaxation Law 


The previous analysis has given each o-state behind the shock as a func- 
tion of X, together with the equilibrium o,-state. 

The relaxation law describes the o-state as a function of the distance » 
from the shock front. This law is then given by the mass-balance of atoms 
produced by dissociation and removed by convection 


d —— at ye, oe 2 
Bee dg C42) OY ay ee 


which may be rewritten in the following non-dimensional form 


ax 
dala =i, (30) 


where « is the non-dimensional mass-reaction-rate 


Ai ae Pe (i ole x) Ps, 0 Fes iF 


— QU Qy Mo Qo Uo p | grt j Tt 
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Behind the shock we have 


Pp U M,C 4T, se 
p= pi = 00%: bone gi oo _|/ 4% Mi pies (32) 


Besides T and X are bound by the isenthalpic condition, which may be rewrit- 


ten in the form T T7,/6—X/4 (33) 
Oe EA 


So the final expression of «, as a function of X only, becomes 


ST de XC ke Pe es ; (34) 
oad |) preeecreates ROeT {= Xi an 


The formal solution of the system (30,34), being X = X, = 0 for x = 0, is 


> 


oS / Pee (35) 
i a(X) ’ 
0 
which, inverted, gives 
on Sra (e- Ty Pi 
ea E A? re j (36) 


Owing to the very complex expression of «, a general analytic integration of 
equation (35) does not seem possible. An approximate approach will therefore 
be employed. 

The reaction-rate « decays from the non-equilibrium initial value «, to 
the equilibrium one a, = 0, and it is the difference between two terms 
a= 6 (X; 4 tie (x; BF, fx), (37) 
0 Ei 3 
where « is the reaction-rate of the dissociation Z, > 2 Z, and « of the recom- 
bination 2 Z > Z,. The latter contains X? as a factor. 

The qualitative picture of the reaction-rates is shown in Figure 3. Equa- 
tion (35) clearly shows that high values of x are essentially due to the lowest 
ones of «, that is the length of the relaxation zone is essentially controlled by 
the final decay of «. 

Hence we accept the following asymptotic approximation 

a (ae), home) (38) 
over the complete range 0 < X < X,. Such an approximation underrates the 
initial values of «, viz. it overrates the lengths x in the relaxation zone, as 
shown in Figure 3. Inserting equation (38) into equation (35) we get 


Xw X, (1-6), (39) 
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Figure 3 


The reaction rates plotted versus 
X, and X plotted versus x/A. The 
dotted lines show the approxima- 
tions given by equations (38) and 
(39). 
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where L is the space-constant of relaxation 


fs (a4)*= SY OND eg ee . (40) 
emer ere fee cs (er) 


Since the function « and the o,-state depend on both parameters T,/6 and 
p,|2, so does L/A. But this explicit dependence is not analytically expressible ; 


ln 


R/0 
0-04 0-06 H 0-10 
Figure 4 
The space constant of relaxation as a function of the characteristics X, and T,/@ of the equilibrium 
O>-State. 


therefore equation (40), deduced using equations (28), (31), and (33), gives the 
dependence of L/A on X, and T,/6. The function given by equation (40) is 
drawn in Figure 4, apart from the complex and not interesting zone X, < 0-10. 

Excluding the limiting case 7, = 0° K!, L is always finite, viz. the function 
X(x) really attains the X, equilibrium value exponentially and not more 
slowly. 

A comparison between Figure 1 and Figure 4 shows that the L/A-lines 
nearly go as the #,/z-lines do, that is, high values of L are essentially due to 
low values of , and are nearly independent on 7). 


For a flow of nitrogen or oxygen, a space-constant L of about 1 cm cor- 
responds to L/A ~ 10", being A & 10-9 cm. 
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From Figure 1 and 4, such value of L/A brings about $,/2 ~ Ve that is 
p, » 10-* atm being x ~ 108 atm. 
Hence for a Mach number M, = 10, the second equation (21) gives 
Py © 10-7 atm. Higher values of #, give lower ones of L. 
_ Such numerical values raise the question whether the absence of molecular 
transfer processes and the continuity of the medium too, were to be accepted. 
Anyhow in every technical problem the length L must be compared with the 
length of the body producing the shock. If, as it generally will occur, one founds 
the former much lower than the latter, all the body behaves as wetted by a gas 
already in chemical equilibrium, viz. already cooled by complete dissociation. 
Thus the present simplified analysis, which overrates L, will be useful for 
a first estimate of the phenomenon. 


Numerical Examples 


We consider two flows of pure nitrogen and oxygen, having the same ini- 
tial conditions 
T= 300-1, 7, 10-*2tm,, MoS 15. 


For both cases the system (21) gives 


Uy _ 1 a 3 Peo 300 aS Ge™ 37-5 = == (OO 
bebe Qo : Po : Ty 


Hence equations (23) and Table 2 give 


Ty Py 

6 rt 
No 0-099 0-495 x 10-19 
Oy 0-190 | 0-924 « 10-20 


Inserting these values into equations (27) and (28), with the aid, for a first 
estimate, of Figure 1, we get: 


T, 

| o | oO 
Np 0:20 0-047 
O, 0:52 0:053 


ZAMP IXb/26 
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Then the system (22) gives: 


et Gas Pa fa. 
Uy 1 Py ties 
Pt fk Or ed SE te eee 
N, 0:570 1-75 1 6:8 
O, 0-425 2:35 1 sb y/ 


In both cases the speed decays into the relaxation zone. Behind the shock 
the pressure has the constant value of 3 x 10-* atm. In the relaxation zone the 
temperature decays from 11,250° K to 5,340° K for N, and from 11,250° K to 
3,140° K for Ox. 

The ratio between the entropy increases in the relaxation zone and through 
the shock is 


Soir ve Tae In (€3/€3) 
Siem 20 In (€;/€9) 
viz. 0:22 for N, and 0-72 for O,. 
Finally equation (40) and Table 2 give: 


Ex L 

i 
N, | 657x107 | 1-61x10-%cm 
O, 1:23x107 | 3-91x10-%cm 


Such lengths correspond to nearly 5 (for N,-molecule) and 17 (for O,-molecule) 
mean free paths, calculated in the o,-state. 


Concluding Remarks 


The main results of the present simplified analysis are the following: 

The discontinuous transition through the shock is only controlled by the 
upstream Mach number M), while the continuous relaxation behind the shock 
is only controlled by the heating-effect T,/@ and the compression-effect p,/7; 


nearly only the compression-effect determines the space-constant of relax- 
ation, or rather, its asymptotic value. 
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Zusammenfassung 


Die Arbeit behandelt das Problem der Dissoziation eines reinen diatomischen 
Gases durch einen starken geraden Verdichtungsstoss. Mit Hilfe einiger verein- 
fachender Annahmen und eines theoretischen Ausdruckes fiir die Dissoziations- 
geschwindigkeit wird eine analytische Darstellung der Resultate erzielt. Der 
Einfluss der Erhitzung und der Kompression durch den Stoss wird eingehend 
diskutiert. 
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The Development of a Laminar Wing Type Turbine Bucket 
By Hans Krart, Schenectady, N. Y., USA?) 


Progress in the aerodynamic design of turbine elements is slow. A number 
of factors contribute to this situation. 

The principal working elements of the turbines are stationary and rotating 
cascades. Cascade theory is a very special branch of aerodynamic theory. It 
is not very attractive since in most cases it leads to transformations which are 
not easily handled and which almost always lead to difficult and long drawn- 
out computation. The turbine generally calls for strong deflections of the fluid 
stream. This deflection eliminates the use of easy simplification by resort to 
the concept of small perturbations. To make matters worse, high deflection 
means that in most cases the effect of variable density must be considered. The 
theory of the compressible cascade still is to be developed. 

Hence the efforts for a proper development of the aerodynamics of the 
turbine demand a very large effort which usually only the builder of large 
turbines is able to support. 

On the other hand, the stakes in the large turbine are high. Even small 
improvements in aerodynamic performance will yield handsome returns to the 
turbine user. Thus much work can and is being done for this aerodynamic 
improvement. However, changes in large and very large units must be made 
with caution. In no case can a chance be taken which might lower performance. 
Thus any expected aerodynamic gain must be checked and double checked by 
experiment before it is introduced into general design. 

These factors which contribute to the slow pace of aerodynamic design are 
often not entirely understood by the non-turbine man. The following descrip- 
tion of an aerodynamic improvement may illustrate the situation. 

The profiles forming the rotating cascade of an impulse turbine are still 
called buckets proclaiming their ancient ancestry from the water wheel. Thus 
while the aerodynamicists talk of blades, profiles and vanes, the turbine man 
may be allowed to talk of his ‘buckets’. 

The bucket in the impulse turbine has hardly, if at all, been changed since 
CHARLES CuRTIS invented the impulse turbine around 1900. Its contour is 
based on a one-dimensional impulse concept. Since the pressure does not 
change while the fluid medium moves through the bucket passage, the velocity 


1) General Electric Company, Large Steam Turbine-Generator Department. 
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remains constant. For this reason the profile is formed to provide a passage 
of constant cross section. The conventional method for the design of turbine 
stages is based on the velocity diagram representing one-dimensional flow. 
This type of calculation arrives at a tangential force from impulse con- 
‘siderations. It is only when the actual pressure distribution over the bucket 
is considered that a two-dimensional theory becomes necessary. Very simple 
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CONVENTIONAL "LAMINAR" TYPE 
Figure 1 
Schematic pressure characteristics for impulse buckets. 


considerations of this nature make it clear that there must necessarily be a 
difference in pressure between suction and pressure flank of the bucket. A 
constant cross section of the flow passage must be expected to provide a 
constant pressure along a mean streamline while a pressure drop followed by 
a pressure rise must be expected on the suction flank and the opposite be- 
havior on the pressure flank. The situation is shown schematically on Figure 1. 
It should be noted that, for simplicity sake, the stagnation points at entrance 
and exit are not considered in the figure. The picture thus more nearly gives 
the conditions on a bucket with cusp at entrance and exit. A consideration of 
this picture suggests that a difficult situation exists as the flow must overcome 
a fairly steep pressure rise as it moves from the center of the suction flank 
towards the exit. Indeed, careful measurements of the flow vector issuing from 
a running turbine stage have indicated that, at least near the root, the vector 
direction indicates at least temporary separation from the suction surface. 
Such separation will, of course, diminish the minimum pressure reached and 
thus lower the tangential force. 

This consideration suggested quite readily a means to eliminate such se- 
paration. If the passage can be so designed that the pressure on the suction 
flank remains constant, then a separation can hardly be expected. The bound- 
ary layers along the flanks, especially that along the pressure side, will then 
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automatically assure a slight pressure drop. Thus, in parallel with the thinking 
about the laminar airplane wing, it must be expected that a separation along : 
the suction flank cannot take place until, near the trailing edge, the fluid will 
attempt to approach something like a stagnation point. Indeed it may even 
be expected that the boundary layer on the suction flank will remain laminar 
to a large degree. The convex curvature of the wall is sharp and the boundary 
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Figure 2 
Simple two-dimensional turn (incompressible) computed by means of two singular hodographs. 


layer is quite thin. Both factors help retard transition. The design of such a 
bucket would immediately help in another direction. It would make it pos- 
sible to space the buckets further apart, thus decreasing the friction area, 
making the bucket carry more load, hence requiring fewer buckets. 

The problem called for an aerodynamic design of such a cascade for given 
entrance and leaving vectors retaining constant pressure on the suction flank. 

The original design was made shortly after the laminar wing had proved 
itself. At that time a good calculating method for this type of cascade was not 
available. Some work was, however, under way and some partial solutions were 
available. 

The flow relative to the turbine bucket is below Mach number 0-5. Thus 
the computation can be made for the incompressible medium. It had been re- 
alized that the use of the hodograph plane presents a good opportunity to 
prescribe velocity along a contour, especially a constant velocity. Such a 
procedure is not, in fact, much different from the well-known ‘free streamline’ 
technique. Figure 2 shows an exceedingly simple representation of a flow 
turning through a prescribed angle with one streamline remaining at constant 
velocity. The hodograph of such a flow is merely a flow from source to sink in 
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the rectangular logarithmic hodograph coordinates ‘InW’ (log of the velo- 
city) and the angle 6. The singularities, source and sink, are located on the 
ordinate prescribed by the velocity which is desired as the constant velocity 
and they are spaced apart in the 6-direction by the distance (0, — 0 2) Tepresent- 
ing the desired stream deflection. Thus the equation of this pattern is given by 
_the simple equation 
a See a eee 
f= P +12 Gye ee pe 4 
with the denotation 
z=InW +724; 
W = absolute value of velocity = Vu? + v2: 
6 = negative stream angle; 


A,, A, = angle of approach and departure. 
In the case in question 


Ay, = 0-489 = 28°; A, = 0-419 = 24°. 


As is seen, this is a bucket with a very small degree of reaction. The choice 
was made as a concession to tradition which prescribed a small narrowing of 
the channel from entrance to exit. Since the hodograph transformation is a 
transformation resulting in the conjugate velocity u— iv, 6 is to be taken as 
the negative of the actual stream angle. To be commensurate with 6 the value 
of W appears as a ratio to a desired velocity at a given place, preferably at 
upstream or downstream infinity. The streamlines are the familiar harmonic 
circles adequately spaced. 
_ This flow pattern translated into the physical (x, y)-plane gives the actual 
streamlines. The usual formulas 


0 sind 4 
wa [208 dg, y= f 508 
are employed. 


Figure 3 shows an extension of the method towards the design of an actual 
bucket. Here eight source and eight vortex singularities (7 Inz) were used to 
generate the profile which, however, has cusps at entrance and exit. 

Actually, as the art of this calculation had not yet progressed to furnish 
finite entrance and exit edges, a pattern as shown in Figure 2 was used for the 
design. Within the pattern a desired width (axial dimension) and conforming 
to that, a tangential spacing (pitch) was delineated. The flow pattern then was 
gradually changed by flux plotting technique until realizable entrance and 
exit edges were obtained. These edges had to, of course, fit themselves into 
the overlaying rule that the velocity along the convex flank was maintained 
as constant as possible. It appeared that this procedure was quite difficult and 
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time-consuming. Large changes in the velocity gradient would appear for 
relatively minor changes in contour. The prescriptions for cascade flux plotting 
given in WEINIG’s book [2]*) were quite helpful. The final bucket shape, thus 
obtained, is shown in Figure 4 together with the equivalent cascade of con- 
ventional design. The pitch (spacing) of the new bucket is larger than that of 
the conventional. 


3s 
zB 41-5 
Be es =-5°8256 
2, es Y=-6-610 
2  % Y=-13964 
<p, S25 


Figure 3 
Bucket cascade computed by means of sixteen singular hodographs. 60° — 60° bucket turn. 


In the meantime this ‘hodograph synthesis’ as it is called has been devel- 
oped to a standard calculation, using the IBM-704. A description of it will 
appear within twelve months. 

As was to be expected, the resulting flow channel is wider in the center than 
at either entrance or exit. Entrance and exit edge were only slightly rounded. 

In the turbine the bucket must be adapted to the radial pressure rise which 
results from the strong tangential component. 

The flow ahead of the bucket tends to approach a free vortex, the more so the 
more one succeeds to approach truly potential flow conditions. Thus buckets, 
except those in stages of small radial height, are adapted to a radial angle 
variation (free vortex design). Since this leads to an increase of reaction from 


2) Numbers in brackets refer to References, page 421. 
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root to tip there was immediately also designed a modification of this bucket 
with a rather blunt entrance nose. It was obtained by further modifying the 
flux plot of the bucket to a blunt entrance. This also was a tedious procedure. 
It seemed to show that the flow pattern into such a bucket is not too closely 
determined. This might mean that the viscous forces in the stagnation bound- 
ary layer probably decide the actual location of the forward stagnation point. 


Fa N 
7 CONVENTIONAL ~ 
/ BUCKET PROFILE N 


Figure 4 
Comparison of computed laminar type profiles with conventional shape. 


For this reason the design of this blunt nosed section was perhaps not car- 
ried through as meticulously as that of the ‘sharp’ nosed section. 

It is of some interest to mention here that the calculation of a high curva- 
ture cascade will always run into the requirement for rather unusual accuracy. 
Whether one uses conformal transformation, distributed singularities or flux 
plotting, this situation always appears. Whoever actually has computed cas- 
cades is familiar with this situation. 

The bucket profiles thus obtained were first subjected to rigorous cascade 
testing. 

The first set of experiments was made on cascade models of two and one 
half times normal turbine size. Three profiles were made and tested by full 
three-dimensional impact traverse. Figure 5 illustrates such a setup. The flow 
approaches the model at the desired angle. The model itself consisted of a 
number of profiles which was large enough to assure that those in its center 
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which were traversed were not affected by end effects. Since there is a large 
disparity in length of approach wall from one end of the model to the other, 
openings were provided to bleed off the end wall boundary layers of the ap- 
proach section. Still the model would have to receive a rather thick approach 
boundary layer at the sidewalls of the passage (representing the radial end 
walls). To eliminate this condition controllable slots were provided at the sides 
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Figure 6 
Comparison of efficiency characteristics of conventional, laminar and blunt-nosed laminar bucket. 


of the model and a carefully calculated amount of flow removed. A large 
number of static pressure openings were provided to check on the pressure 
distribution and to assure that the traversed openings were free from tangen- 
tial variation. Three models were tested, one with the conventional profile and 
two with the new profiles. The efficiency results are shown on Figure 6. Effi- 
ciency is given by 
Mi oW3dA 
1 W?foW aA 
where 


W is the velocity computed from impact tube measurement AP; 
W,,, the theoretical velocity calculated from pressure ratio; 

o the variable density computed from > AP; 

A the cross sectional area of passage at exit; 

AP the total pressure measured at inlet minus total pressure at exit. 


It is assumed that the impact tube is insensitive to angle over a large 
enough range and that the static pressure variation at the exit is of the same 
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order of magnitude for the three models. This simplification will, if any error 
due to it should be significant, work to the disadvantage of the new designs 
which have the wider spacing. The method of traversing is essentially the same 
as described in [1]. The location of the pressure measurements can be seen on 
Figure 5. Figures 6 and 7 give a comparison of the efficiencies thus measured 
at three different entrance angles. Both figures show that the efficiency of the 
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Figure 7 
Efficiency variation of three buckets with entrance angle. 


two new designs is a good deal better. than that of the conventional. At opti- 
mum approach angle the loss of the new design is somewhat more than half 
that of the old section. This is a remarkable gain. In a turbine the relative 
velocity to the bucket is about one half of that of the nozzle. In consequence, 
talking roughly, bucket energy is about one fourth of the nozzle energy, which 
for true impulse is the energy of the stage. Thus the gain of roughly 4% must be 
divided by four when measured against the turbine energy. Still the order of 
magnitude of the expected gain is between %4 and 1%. This is, in turbine 
language, a remarkable gain. At about 450 ft/s there is a local minimum for 
all profiles. This is attributed to a Reynolds number effect. Very probably 
there is a transition on the concave wall since close investigation of the bound- 
ary layer on the convex wall fails to find transition to any noticeable amount. 
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The highest efficiency is recorded for the blunt nosed profile at 34° entrance 
angle. At this angle there is already some reaction and hence the efficiency 
gain here cannot be entirely attributed to the profile shape. An interesting 
comparison is given by Figure 8. It shows the static pressure along the convex 
wall as a function of the distance along the wall. The curve for the laminar 
profile appears very much as calculated. The pressure is gently dropping only 
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Figure 8 
Pressure along suction flank of conventional and laminar profile (dashed line: Momentum thickness 
Reynolds number for laminar profile). 


to rise near the very end of the profile as some approximation to a stagnation 
point is attempted. Experiments have proved that the wakes behind such 
trailing edges are vortex streets. Hence the pressure in the vicinity of the edge 
is not steady-state and varies between full separation and a complicated 
potential configuration. There is a sudden change in characteristics around 
2:6’ from the nose. This seems to indicate some kind of burble on the concave 
side. Indeed the velocity at which these pressures were measured is slightly 
above that where the Reynolds number disturbance is located. The charac- 
teristic of the conventional profile is not so easily understood. While after 
stagnation the pressure attempts to drop to the negative values which potential 
theory would describe this is prevented by a pressure rise, due to some separa- 
tion which apparently later is suppressed by the passage through the exit throat 
after which there is again a pressure rise towards exit pressure. It must be born 
in mind that in this comparison the laminar bucket is loaded very much more 
severely than the conventional. In the light of this the difference in efficiency 
is well born out by the pressure characteristic. The figure also shows a curve 
giving the boundary layer Reynolds number arrived at from a boundary layer 
calculation. POHLHAUSEN’s theory was used. Expected transition is very close 
to the trailing edge (97%). An equivalent computation for the conventional 
profile indicated transition at about 85% of the surface. 
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These findings seemed important enough to carry through a full scale pro- 


gram: 
A more elaborate cascade investigation was made on a model of actual 
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dimensions. 
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Figure 9 
Test setup for second, refined cascade test. 


A wheel was built with these buckets and tested on a single stage air turbine 
which is carefully instrumented. 

Finally three regular stages were built and tested on a special three-stage 
experimental steam turbine. 

None of these tests showed anything which differed materially from the 
first findings. This is not the place to go into them in detail. For completeness 
sake they are discussed here shortly: 
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Cascade Tests 


The test setup for this experiment is shown in Figure 9. It provides splitter 
plates as end walls for the bucket passages, thus assuring a boundary layer 
_ flow only from the passage entrance. It was already mentioned that this model 
was built in the size of the bucket as it would be first used in the turbine, i.e., 
1/2°5 the size of the first model. The results are shown in Figures 10 and 11. 
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Figure 10 
Comparison of efficiency characteristics of two cascade tests (blunt-nosed laminar type). 


They show some little variation from the original test. It is, however, small as 
far as efficiency level is concerned. The experiments were made at the same 
pressure ratios as used with the large model. Thus the Reynolds number of the 
flow is 40% of that of the earlier test. The lower values at the lower end of the 
small model can be explained in this manner. Otherwise there are some differ- 
ences in the characteristics which can be explained by the thinner end wall 
boundary layer and there are some differences which are not as yet fully ex- 
plained. Since efficiency still showed essentially the former level, the step to 
the more elaborate running test in a turbine was justified. 


Aw Turbine 


This air turbine consists of one full nozzle cascade and one wheel. It is 
essentially a low Reynolds and low Mach number device. It is used primarily 
for detailed studies of the behavior of the single stage and it is very convenient 
when used for trying out new ideas. The results of the tests are shown in 
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Figures 11 and 12. On account of the low Reynolds number prevailing in this 


turbine, the level of efficiency is not high. What is of importance is the com- 
parative performance of the stages. Figure 12 gives such a comparison at a 
ratio: bucket exit area to nozzle exit area equal to 1-8. This is impulse con- 
dition. A so-called speed curve (efficiency versus velocity ratio) is shown at a 
radial leakage clearance of 0:02” and also the efficiency variation as this 
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Figure 11 
Comparison of efficiency characteristics of two cascade tests (straight laminar type). 


clearance is varied. The laminar type bucket is consistently superior by a 
comfortable 14°4 which is the amount which had to be expected in view of 
what has been said before about the relative energy in the impulse stage. 
Figure 13 gives the same comparison at an area ratio of 1-4, which is a partial 
reaction stage. Here the superiority of the laminar design is greater since the 
bucket carries more of the stage energy. In this test the blunted laminar bucket 
also was entered. It is remarkably better than the impulse type laminar bucket 
which at this reaction is at some disadvantage. As expected, this stage is much 
more sensitive to clearance variation. In view of these favorable answers the 


final, rather expensive, test on an actual three-stage steam turbine was decided 
upon. 


Steam Turbine 


This turbine is also a developmental installation. Its design represents con- 
ditions prevailing in the early intermediate stages of a turbine where radial 
pressure and angle variation have begun to be important. Hence the profiles 
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have radial angle variation to fit these conditions. A picture of the turbine with 
a conventional blading is shown on Figures 14 and 15. The laminar blading 
is adapted to the same turbine geometry and flow conditions. The results of 
the experiments are shown-on Figure 15. They give the laminar bucket design 
a superiority of better than 1% in performance. It should be born in mind 
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that the difference around w/v, = 0-5 is primarily important. The much larger 
differences at higher velocity ratios are less significant. As explained before, 
this difference, while appearing small to the layman, represents important prog- 
ress for turbine design. The laminar type of bucket is now performing in a 
large number of turbines and is a regular item in turbine design. 
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Figure 14 
Stream path diagram for three-stage steam turbine test (case of a conventional bucket). 


It was the objective of this presentation to take the reader through the 
steps which are necessary to pass a scientific idea through the various steps of 
‘applicable’ physics to—in the end—actually ‘applied’ physics. 
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Figure 15 


Cross section of experimental steam turbine. 
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Figure 16 
Efficiency comparison resulting from steam turbine test. 
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Zusammenfassung 


In Analogie zum Gedankengang, der zur Einfiihrung des Laminarfliigels 
fiihrte, wurde eine Leitschaufel fiir eine Gleichdruckturbine konstruiert. Die 
-Methode fiir die Originalkonstruktion beruhte auf einer Kombination von Sin- 
-gularitaten in der Hodographenebene und einem Netzverfahren in:der (%, y)- 
Ebene. Die Schaufel wurde im Gitterversuch, in einer einstufigen Luftturbine und 
-schliesslich in einer dreistufigen Dampfturbine genau gepriift. Sie ergab einen 
Gewinn am Wirkungsgrad zwischen einem halben und einem Prozent. Sie 
wurde daraufhin im Turbinenbau eingefiihrt. Ein voéllig automatisches Hodo- 
graphenverfahren zur Berechnung dieser Schaufeln ist in stetigem Gebrauch. Es 
wird bald veréffentlicht werden. 
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Some Problems in Design and Operation of 
Blowdown Wind Tunnels 


By Jurtus Lukasiewicz, Ottawa, Canada’) 


1. Introduction 


In his 1935 Volta Congress paper [1]?) Professor ACKERET gave a comprehen- 
sive review of various types of high speed wind tunnel designs and described in 
some detail the continuous, closed circuit type driven by a multi-stage axial 
compressor, which he first introduced in Ziirich. The Ackeret type installation 
has since seen phenomenal development, culminating in transonic and super- 
sonic facilities having 16 ft square test sections, using over 200,000 h. p. in 
drive power and providing the ultimate in model size and test flexibility [2]. 
It is interesting to note that some design refinements recently used in large, 
continuous high speed tunnels, were incorporated by ACKERET in the first 
design. For example, a diffuser-injector test-section bypass was provided in the 
Zurich tunnel for operation in the upper Mach-number range. 

. More recently, the evolution of high-speed-wind-tunnel design has been 
towards relatively large, intermittent installations of blow-down type, which 
appear to combine economy with high performance and, using modern instru- 
mentation methods, are capable of attaining high outputs of test data [3, 4]. 
However, their design has advantages as well as difficulties, some of which 
were envisaged by ACKERET in 1935, when he wrote [1]: ‘From the point 
of view of economy, direct operation with high pressure air would be more advan- 
tageous, but 1t has the drawback, however, that the pressure and temperature change 
during the test. A pressure regulator would remove the first difficulty, but the 
temperature would still fall since any throttling process would have no effect on it.’ 

Solutions of these and other problems, which arise from the mode of 
operation and the wide Mach-number range of blowdown wind tunnels, are 
the subject of this paper. Some experimental results obtained with a 5 in. 
square blowdown tunnel built as a model of a projected 5 ft square facility are 
reported. 


2. Model Tunnel 


The NAE 5 in. x5 in, wind-tunnel installation is shown in Figure 1. During 
a tunnel run air, stored at 20 ata in a cylindrical vessel, expands and discharges 


1) Natignal Aeronautical Establishment. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 436. 
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through the pressure control valve into the settling chamber and then through 
_ contraction and a supersonic and/or a transonic section into the diffuser and 
atmosphere. The perforated transonic section (not shown in Figure 1) can be 
_ either interchanged with the supersonic section or can be put in series with it. 


Expansion Contraction 

section Settling 

Automatic pressure chamber 
control valve 


Supersonic Variable Transition Exhaust to 
hozzle ‘Diffuser duct atmosphere 


‘ Floor level 


High pressure 
reservoir 


Z, Basement 
Air supply level 
from compressor 
300 psig 


Figure 1 
NAE 5 in. X 5 in. model blowdown wind tunnel installation. 


Of the tunnel proper, all components are of standard design with the exception 

of settling chamber and diffuser, which have to meet special requirements 
discussed below. The tunnel is capable of operation at Mach numbers from 0-2 
to 4; the actual upper limit is set by air condensation. 


3. Stagnation Temperature Control 


In order to prevent, in the course of a tunnel run at a constant stagnation 
pressure, Reynolds number variation and undesirable effects on instrumenta- 
tion, it is necessary to maintain stagnation temperature at a substantially 
constant value. Furthermore, if heat is added upstream of the pressure control 
valve, the running time may be appreciably lengthened. 

In the model tunnel installation temperature control is achieved by filling 
the air storage vessel with tin cans. The method, originally proposed and 
tested by the North American Aviation [5], is effective in appreciably limiting 
the temperature drop but, with a cylindrical tank configuration, results in 


relatively large pressure losses. 
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Table 1 
Characteristics of Model Aiv Storage — Tin Can-Temperature- Stabilization System 


i i i i . lume 173 ft? 
A ervoir. . .. . . . | length 60 ft, inner diameter 1:92 ft, vo 1 i 
ifn inside surface area 365-3 ft?, wall thickness 0-5 in. 


fi Shoko holes uma chad mone -G height 2-6 in., diameter 3 in., one end open 
Can surface area loading . | 25-6 ft?/ft? 

Can weight loading. . . . | 6-74 lb/ft? 

Roading ratio fee 9 rele S-OmeaitD 


The characteristics of the model tunnel temperature stabilization system 
are given in Table 1 and its performance in Figure 2. The NAE tests covered 


——= 


‘WAE tin cans, P.~ 20ata 


a 


as 
Tubular matrix, h~20ata 


Figure 2 
Temperature drop AT with tin can and tubular heat storage matrices. P,; = initial pressure. 


a wide range of Reynolds number, from 2,000 to 25,000 (based on the ratio of 
reservoir volume to total surface area of cans and on mass flow per unit 
reservoir cross-sectional area), but showed no consistent variation. Depending 
on mass flow, the temperature drop amounted to from 12 to 19°C for a five-fold 
drop in pressure at the reservoir exit. The corresponding isentropic temperature 
drop would equal about 110°C. 

From comparison with results of tests carried out initially with a one quarter 
volume reservoir similarly filled with tin cans it was ascertained that tempera- 
ture drop could be accurately correlated, at the same mass flow, in terms of 
pressure ratio P,/P or running time per unit volume, thus allowing to estimate 
the full scale performance. 

In Figure 2 are included results of NAA tests [5] at two mass flows, made 
with a 26 ft diameter sphere filled with tin cans to a loading of about 17 lb/ft? 8). 


3) A loading of about 7 Ib/ft® is used in the full scale NAA installation [5]. 
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Comparison with the NAE data (6-74 lb/ft? loading) would indicate a somewhat 
poorer temperature stabilization performance, likely compensated by a much 
_ smaller pressure loss. 
The pressure losses in the NAE cylindrical reservoir were measured over a 
‘Tange of mass flows and were found to be between 33 q, and 27 qg per foot of 
the reservoir length, where gz is the dynamic pressure at the reservoir exit. 
While the above described system provided satisfactory temperature control 
for the model tunnel, it would have been uneconomical for use with the full 
_ scale facility, on account of large pressure losses and overall cost. Instead, the 
performance obtainable with a heat storage matrix of similar average weight 
and surface loadings, but consisting of thin-wall metal tubes, partly filling the 
last of three cylindrical air vessels connected in series, was estimated and found 
favourable. 


Table 2 
Characteristics of Aiy Storage-Tubulay Matrix Temperature Stabilization System 


Air reservoir. . . . 3 in series, each 140 ft long, 11-5 ft diameter, total volume 
44000 ft? 

outside diameter 0-75 in., wall thickness 0-015 in., length 
90 ft each 

Tubular matrix . . | length 90 ft, located in downstream end of last tank, weight 
332,000 lb, volume occupied 9350 ft®, surface area (inside of 
tubes only) 514,000 ft?, weight loading 35-5 lb/ft, surface 
area loading 55 ft?/ft® 


Average (based on 
44,000 ft8) loading . | surface area 11-7 ft?/ft?, weight 7-54 lb/ft, loading ratio 
1-55 £t?/Ib 


The characteristics of this type of heat storage matrix are given in Table 2 
and the calculated temperature drop is shown in Figure 2. The matrix itself 
is much denser than the one consisting of tin cans, so that, with an average 
weight loading of 7-54 lb/ft? it occupies only 21% of the storage volume. 
Assuming that only the inner tube surfaces are effective in heat transfer, the 
average surface loading of the tubular matrix is only 42% of that obtainable 
with tin cans. In spite of this a much smaller temperature drop, of about one 
half of the smallest measured with tin cans, was calculated, with matrix pres- 
sure losses amounting to only 0-32 gg per foot of matrix length or 0-1 g- per 
foot of reservoir length. The matrix Reynolds number, based on the tube dia- 
meter, was about 110,000 for the case considered. 

The above examples indicate that: . 

(i) a high degree of temperature stabilization can be attained provided the 
heat storage matrix has a large average surface area/weight ratio and 
(ii) tangential (to the air flow) orientation of the matrix surfaces if preferable 


to a random one. 


es 
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4. Stagnation Pressure Control 
4.1 Model Valve 


The primary purpose of the pressure control valve is to maintain tunnel 
stagnation pressure at a constant, preselected value while the tunnel is running 
at a constant Mach number and the air expands in the storage reservoirs. The 
only available control variable is the valve flow area and therefore a design 


ae lines 


to jack ers 4 
10 port. | ! is = 
total vese 51-44 in? — aia later! 22S 
= ie eile 
aaa 0 
Selsyn motor | yy = 
Be ae? KR MEE 
(ee SSSA 
) 
x 
\ SS See = 
\ (f 
) . 
eee a 
Guide rod oa hem 
re / Movable sleeve sa { 
Determination of Valve stroke —4 
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Figure 3 
Pressure control valve. 


which provides wide range of flow areas and a suitable, from the control point 
of view, relationship between the actuator motion and valve opening, is 
required. 

The pressure control valve developed for the model tunnel is shown in 
section in Figure 3. The cylindrical valve port area is adjusted by means of an 
internal sleeve actuated by a hydraulic jack. The air issues from the valve 


through an annular opening around the sleeve and jack housing into the settling 
chamber. 


4.2 Valve Flow Characteristics 


The critical design conditions in operation of a pressure control valve are 
reached at the end of a tunnel run, when the valve has fully opened. At this 
instant the minimum storage pressure at which the tunnel will continue to run 


at the specified mass flow is determined by the valve size and its flow charac- 
teristics. 
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The minimum choking pressure ratio and the coefficient of discharge (or 
_Yatio of effective to geometrical flow area) were experimentally determined 
for the model valve shown in Figure 3. The procedure adopted was to run the 
_ tunnel at stagnation pressure and Mach number selected so as to cause the 

valve to remain fully open over an appreciable portion of the tunnel run. The 
wind tunnel nozzle served as a flow meter and continuous measurements of 
pressures upstream and downstream of the valve, the tunnel stagnation pressure 
and nozzle throat pressure were taken. 

Conditions in which the valve, fully opened, is only just choked, were deter- 
mined from plots of valve pressure loss coefficient AP,/P, and mass flow 
against upstream valve pressure P,. The minimum pressure loss for choked 
valve flow was found to be 0-17 P, (46% of the sonic dynamic head) and the 
discharge coefficient to equal 0-7. The geometrical flow area of 26 in? on which 
the discharge coefficient was based was obtained by drawing a circle with 
its centre on the upstream face of the ports and tangent to the nose of the 
movable sleeve, as indicated in Figure 3. 


4.3 Valve Size 


Assuming for the moment the flow through the valve-wind tunnel nozzle 
system to be free of losses when the valve is fully open, the Mach number in 
the valve would merely depend on the ratio of valve flow area to the tunnel 
nozzle throat area. For example, for a valve having the fully open area equal 
to the tunnel working section area, the Mach number at the valve would be equal 
to less than 0-06 for a Mach number 4 nozzle and, in the actual case, because of 
the low velocity in the valve, the losses would be small. The highest Mach 
number would be reached at the valve (Mach number of one for this particular 
valve size) with the tunnel nozzle set for Mach number one operation and the 
losses would then reach the maximum. It is therefore apparent that, from the 
point of view of selection of the valve size, tunnel operation at sonic speed is 
significant. Since losses increase with the valve Mach number, the first question 
that arises is, would it be worthwhile to ensure subsonic valve flow at all tunnel 
Mach numbers? 

In order to gain some quantitative indication, consider two valves: one, 
which is just choked at the end of the tunnel run and another, which has 
double the effective flow area of the first valve, and hence a maximum Mach 
number of about 0-3. Let the required pressure ratios across the two valves be 
1.2 and 1-03, corresponding to about 50% loss of dynamic head in each case, 
i. e., to the experimentally determined values. Also, let the maximum storage 
pressure be 20 ata and the tunnel stagnation pressure — 2 ata. Under these 
conditions, the increase in the running time (for a given storage volume) or the 
decrease in the storage volume (for a given running time) due to the use of the 
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larger valve would amount to about 2%. This small gain would most likely be — 
offset by increase in the cost of the valve and its controls, both items being 
expensive in relation to the storage vessels. 

Let us consider then a third valve, only half the size of the first one. At the 
critical design point this valve would operate at double the pressure of the 
first one, i. e., at 4-8 ata, and would be overchoked. This would result in a 
decrease of running time of 14% or would require, for the same running time, 
an increase in the storage volume or pressure of 16%. It would thus appear that 
the use of overchoked rather than subsonic valves might be advantageous. 
Under such conditions, the valve pressure losses are insignificant. Moreover, 
the reduction of the storage pressure range over which the installation operates 
is desirable from the point of view of valve controls and temperature stabiliza- 
tion; the former are also favourably influenced by the reduction of the valve 
size. 


4.4 Valve Controls 


A fully automatic, electro-hydraulic valve control system has been developed 
for the model tunnel by Dr. J. A. TANNER of the NAE’s Instruments and 
Control Systems Laboratory. Since the relationship between valve position and 
storage pressure required for maintaining a constant stagnation pressure is a 
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Figure 4 
Block diagram of pressure control system. 


complex one and depends on Mach number, stagnation and storage pressures, 
an open loop control system would require complicated programming. It was 
therefore decided to use feedback technique and to control the flow directly. 
The system is outlined in the block diagram of Figure 4. Settling chamber 
pressure FP) is measured by a reluctance type transducer and compared with 
a reference source representing the desired pressure. The resulting signal is 
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amplified and fed to an electro-hydraulic servo-valve which, in turn, controls 
the delivery of hydraulic fluid to the power piston operating the wind-tunnel 
valve. Thus pressure difference, or error, controls the rate of opening of the 
wind-tunnel valve, a function which provides an integration process in the 
‘control loop. While the tunnel is in operation, however, the storage pressure P; 
decreases at a rate dependent on the flow and in so doing imposes a ramp 


Start_| Figure 5 


Typical stagnation pressure record. 
Mach number 1-2, P)= 36 psia, initial storage pressure 265 psia. 


disturbance on the control system. In order to reduce the resulting dynamic 
pressure error to zero, it is necessary to incorporate two stages of integration 
in the loop. The second stage of integration in the NAE system is introduced 
in the form of a proportional-integral network. 

At high Mach numbers, in order to obtain longer tunnel runs, the starting 
sequence for the tunnel involves closing the diffuser throat and lowering the 
pressure from starting to running value‘). As the settling chamber pressure 
approaches the desired starting value, the error decreases to zero causing the 
error relay to release. In releasing, this relay operates the diffuser throat and 
then a short interval later the changeover relay which switches the set pressure 
from the starting to the running value. The starting operation is completed in 2s. 

A feature of this control system is the non-linear characteristic designed into 
the proportional-integral network for the purpose of shaping the transient 
response of the system during the starting period. The effectiveness of this 
method of transient shaping may be judged from the settling chamber pressure 
record shown in Figure 5. This method of transient shaping also reduces the 
effect of variations in system parameters on transient performance. 

With regard to the performance of the overall control system, settling 
chamber pressure can be maintained constant to within + 0:5% of the desired 


running value. 


4) See Table 3. 
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5. Flow Stabilization in the Settling Chamber 
5.1 Design of Stabilizing Devices 


Another problem, particular to the blowdown wind tunnel, is the design of 
the settling chamber. Irrespective of the valve design, at small valve openings 
the air issues into the settling chamber as a supersonic jet and dissipates its 
kinetic energy in shock waves and turbulence. In order to achieve a sufficiently 
uniform velocity distribution and reduce turbulence to an acceptable level at 


valve Perforated Screens 
< housing plate ap 
\ 3 


Reeeeeeeeeteyereacssceesecce a 


Settling chamber Contraction 10:1 


Figure 6 
Settling chamber and contraction. 


the entrance to the contraction section, suitable flow stabilizing devices have to 
be installed upstream. 

The design of the model tunnel settling chamber is shown in Figure 6 and 
is similar to that developed by the NAA [5]. The valve is followed by a 21 
degrees conical diffuser attached to the cylindrical settling chamber which 
contains a perforated plate and seven wire screens. Since it was estimated that 
the flow in the diffuser would in any case separate, a fairing was not fitted to 
the valve housing but instead a cusp section was used, Figure 6, to facilitate 
mixing. 

The perforated plate had an average porosity of 36% and was designed to 
produce a pressure drop of 10 dynamic heads. The seven wire screens were 
chosen to have about 2 qg pressure drop each for maximum effectiveness [6, 7]. 
In order to keep the scale of turbulence relative to the tunnel size approximately 
the same in the full scale and model tunnels, the screen wire diameter was reduced 
by a factor of about 12 from the full scale design. Thus screens of 0-003 in. wire 
diameter with 105 wires per inch giving an estimated pressure drop of 2:16 ¢ 
were used [8]. The screen spacing was 2 in. or 657 wire diameters. 


5.2 Static Measurements 


The dynamic head distribution at the contraction entry was measured on 
two diameters (at right angles) using inclined water manometers. A maximum 
variation of a random character of + 6% in the dynamic head was recorded, 


é 
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_Tepresenting less than 0-015% of the stagnation pressure. These, and the 
dynamic measurements, were made with 1-2 test section Mach number, corre- 
sponding to a velocity of about 64 ft/s at the contraction entry. 


: 5.3 Dynamic Measurements 


| Pitot and static pressures were measured upstream of the perforated plate 
and at the contraction entry using strain-gauge, diaphragm type transducers 
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Figure 7 
Spectrum of stagnation pressure fluctuations at the contraction entry. P, & 25 psia, test section 
Mr 12. 


having a flat response up to 11 kc/s. With the transducer connected by means 
of an appreciable length of tubing, large static and Pitot pressure fluctuations, 
amounting to several percent, were registered upstream of the perforated plate. 
_ By calibration of various tubing-transducer assemblies against a standard 
microphone, the effects of tubing were found to be appreciable, particularly at 
higher frequencies. They were eliminated by taking magnetic tape records of 
Pitot pressure with the transducer located in the center of the contraction 
entry, the bare diaphragm facing directly the airstream. The frequency spec- 
trum of the oscillations, as obtained from several runs with a Briiel & Kjaer 
analyser over 1/3 octave bands is shown in Figure 7 in terms of r. m. s. per- 
centage variation of stagnation pressure. The fluctuations were negligibly small 
(<0-1%) at low frequencies and reached a maximum of 0-7% between 1 and 
5 kc/s. From oscillograph records it was ascertained that no large oscillations 
were present at still lower frequencies. The total r. m. s. fluctuations 


0" 


were measured and found to amount to about 2-25% Py. 


432 Juiius LuKasiEwicz ZAMP — 


5.4 Pressure Drop 


The pressure drop across the perforated plate-screen assembly was measured . 
over a range of mass flows and found to equal about 27 velocity heads at the 
contraction entry, i. e., to be somewhat larger than the design figure. 


6. Diffuser Design 


6.1 Requirements 


In a blowdown wind tunnel of the type here considered, which operates over 
a range of speeds from low subsonic to high supersonic, the diffuser has to fulfill 
a number of distinct functions, including: 

(i) control of subsonic Mach number; 
(ii) provision of suction to 
(a) control the boundary layer on perforated transonic section walls and 
(b) generate supersonic flow; 
(iii) efficient compression at high supersonic speeds; 
(iv) compensation of Mach number variation with changes in model incidence. 

For both (i) (particularly to obtain low subsonic Mach numbers) and (iii), 
a variable throat diffuser is required. Requirement (ii) could be satisfied by 
running at a sufficiently high pressure to blow-off the boundary layer and the 
main flow to atmosphere. However, if no other alternative were provided, only 
operation at high stagnation pressures (e. g., over 3 ata at 1-4 Mach number) 
would be possible. It is therefore desirable to equip the variable diffuser with 
adjustable entry flaps which would form, together with the downstream edges 
of the transonic section walls, ejector slots. 

The flaps can also be used to generate supersonic flow [(ii) (b) above], 
obtainable otherwise by means of a supersonic nozzle if located upstream of the 
transonic section. Also, flaps can be effective in maintaining, in the transonic 
range, constant Mach number with changes in model attitude, thus fulfilling 
requirement (iv). 


6.2 Model Tunnel Diffuser 


A diffuser meeting the above requirements was constructed for the model 
tunnel and its performance investigated. The diffuser geometry, chosen to 
provide flexibility for transonic operation and good efficiency at supersonic 
speeds, is shown in terms of the working section height h in Figure 8. Ejector 
configuration can be varied over wide ranges of slot width, on two or four sides 
and, by controlling the position of flap hinges on the movable diffuser walls, 
the area around the model support strut can be adjusted as required. 
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6.3 Supersonic Performance 


The minimum Gane and stopping pressure ratios and the corresponding 
optimum contraction ratios (i. e., ratios of nozzle exit to diffuser throat area) 
were determined at Mach numbers of 2,3 and 4 and the results are given in 
Table 3. They were obtained with model support strut (Figure 8) in position 
but without sting and model. The measured performance agreed well with the 
_one estimated on the basis of [9]. 


flap hinge Throat Extreme wall positions 
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Figure 8 
Variable diffuser geometry. 


Table 3 
Diffuser Performance 


NIRGHENM CDM MONTES cl. ie Geq< coe 8 | 2 | 3 4 


Minimum starting pressure ratio. ... . 


Minimum stopping 


constant geometry . 1-42 
pressure ratio 


variable geometry . 


Optimum Staph se sate. | 


contraction ratio variable geometry . — | 1-7 2°54 


6.4 Performance of Diffuser Flaps 


The effectiveness of diffuser flaps in generating trans- and supersonic flow 
is indicated in Figure 9, in which Mach number in the perforated test section 
is plotted against total slot area (expressed as percentage of working section 
area h?). The slots were formed by deflecting the two flaps on the variable walls 
of the diffuser, the other two remaining closed. The variable diffuser walls were 
fully opened at the flap hinges and at the diffuser throat. The perforated walls 
(26% porosity, 0-026 in. hole diameter, 0-028 in. wall thickness) were 3 h long 
with porosity initially linearly increasing over a distance /, and were set either 
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parallel or each at 0-5 degree convergence to the tunnel centerline. The tests. 
were run at a stagnation pressure of 1-8 ata, with the transonic section fitted 
directly to the contraction. 

With the above configuration, the highest Mach number was obtained for 
a given flap opening, up to about 1-25 at 26% flap slot, with perforated walls 
set parallel. It was ascertained that the upper Mach number limit was due to 


Ka . 
Pus \- Walls converging 
0-5 degree each 


0 10 20 30 40 
Diffuser flap opening, percent h? 


Figure 9 
Generation of supersonic flow by means of diffuser flaps. 


flow restriction around the model support. Removal of the model support 
(5% blockage, cf. Figure 8) increased the maximum Mach number by about 
0-04 with flaps fully open (40%). 

From Figure 9 the effectiveness of flaps appears to taper off at Mach num- 
bers in excess of about 1-1, as would be expected in view of increasingly large 
mass flow required to be removed as the Mach number increases. In fact, when 
plotted on the mass flow basis, the flap characteristics are approximately 
linear. 


7. High Speed Data Handling System 


The development of high speed instrumentation has been largely responsible 
for the present popularity of large, blowdown high-speed wind tunnels. One 
type of a suitable instrumentation system, which is being developed in a 
number of laboratories, is based on the use of fast-response, self-balancing 
chart potentiometers fitted with digitizers. The basic elements of one of several 
channels of the system, described in more detail in [10], are shown in Figure 10. 

The self-balancing chart potentiometers have a full scale response time of 
0-25 and can follow D.C. inputs, obtained, for example, from model balances 


by moving the model through its incidence range in a time of the order of 
3 to 20's, 
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Analogue outputs in the form of pen traces on charts are available simul- 
taneously with the tunnel run and are most useful as direct visual checks. 
Data reduced to coefficient form may be obtained in two different ways. 


Analogue 
ourputs 


pen trace — 
on charts R le ong Analogue X-Y 
outputs compurer plotters 
Range settings 


Se/f- 


Digital 


DC. 


/BM 


/BM 


ah balancing readout ne 
ees chart storage ae) ee 
Ip potentiometers translator pune 


units 


S S 
~ D 
S| | Paramerer S18 [ Dogial 
s board S| | output Typewriter 
8 digit 1S | punched 
~ emitters = cards 
o Ss 
: s 
@® = 
s ‘Model ~ | BM 
~ incidence -< | summary 
8 drive S punch 
Stop 
Valve Card 
Tunnel! contro! translator 
start 
switch Start 
Automatic Digital 
sequence X-Y 
contro! plotter 
Tare cards 
switch 
Figure 10 


Schematic of a high speed wind tunnel data handling system. 


When use is made of re-transmitting slidewires and an analogue computer, 
plots of final coefficients are available simultaneously with tests. This method 
is particularly useful and sufficiently accurate when the calculations involved 
are relatively simple. 

With the second method, the raw data, as obtained by potentiometers, are 
digitized and recorded by an IBM summary punch simultaneously with test 
and are later processed by a digital computer to printed and/or graphical form. 


5 
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With this method simultaneous information from 10 potentiometer channels — 
(3 digits per channel) and incidence drive can be registered every 0-65 s when — 
punched in decimal form and every 0-16 s when in decimal binary code. Also, 
all constants required for data reduction are fed directly into the punched — 
cards from the parameter board, so that manual transcription is completely 
eliminated. 

As indicated in Figure 10, the data handling system is connected to the 
tunnel controls and operates automatically during a wind tunnel run. 


8. Conclusions 


We have touched upon a number of problems particular to the blowdown 
type wind tunnels and reported on solutions adopted in one particular case. 
Indications are that, with the aid of modern control and instrumentation 
techniques, these problems can be satisfactorily dealt with and advantage 
taken of benefits — envisaged more than twenty years ago — of blowdown wind 
tunnel design. 
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Résumé 


On rapporte sur la construction et la performance d’un modéle de 12,5 cm 
x 12,5 cm d’une soufflerie a rafale. En particulier, on discute les résultats expéri- 
mentaux sur le contréle de la température et pression d’arrét, la stabilisation 
_de la veine dans la chambre de tranquillisation et la performance d’un diffuseur 
réglable utilisé aux nombres de Macu élevés et pour réaliser des vitesses tran- 
soniques dans la veine d’essai a parois perforées. 
On donne une description d’un systéme rapide associé servant au dépouille- 
ment des résultats. 
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On the Boundary Layer at Perforated Walls’) 
By Pau F. MAEDER and Hans U. THoMMEN, Providence, R. I., USA?) 


1. Introduction 


In recent years perforated walls have been used extensively in transonic 
wind tunnel test sections to eliminate choking and reduce tunnel wall inter- 
ference [1]8). If these test sections are to be incorporated in the original design 
of large wind tunnel installations it becomes important that some way be found 
to predict the characteristics of the boundary layer at such a wall. The effi- 
ciency of the tunnel diffuser depends greatly on the flow conditions at its 
entrance. For instance if a solid wall were used the relative thickness of the 
boundary layer entering the diffuser would decrease with increasing Reynolds 
number, and thus wind tunnel size, causing the diffuser to be much more 
efficient in a full scale installation than in a small, scaled down, pilot tunnel. 
If, on the other hand, an open test section is employed, no appreciable Reynolds- 
number effects can be detected in the mixing layer of the free jet [2, 3, 4], and 
thus the boundary layer of the flow entering the diffuser is geometrically 
similar in pilot and full scale installations, causing a much smaller gain of effi- 
ciency with size. Thus the boundary layer at a perforated wall, which is partly 
open and partly closed, needs investigation. 

Some preliminary experimentation [3] with wall configurations as employed 
in transonic test sections indicated that the openings of the perforated wall 
greatly influence the boundary layer, introducing an instability of the free 
turbulence type. It was found that the flow near such a wall resembles more 
closely that encountered in free jets than the boundary layer flow along a 
solid wall. 

It appears that in discussing the viscous flow phenomena encountered with 
perforated walls one should distinguish clearly between three possible regimes. 

(a) If the holes of the perforated plate are very small any flow through 
them will occur in accordance with the laws of slow viscous motion. The 
inherent damping of this motion will be sufficient to prevent the free turbulence 
type of instability. Such walls are properly classified as ‘porous walls’ and 
may find application in boundary layer suction. 


1) Part of this research was sponsored by the Air Research and Development Command under 
Contract AF 18(600)—1330 and part by the ARO, Inc., under Subcontract T-306. 

2) Brown University. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 452. 
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(b) If the hole diameter is still small compared to the thickness of the wall 
boundary layer but large enough so that the cross-flow pressure loss due to 
viscous action is insignificant, an instability causing a free turbulence mixing 
layer may develop. At some distance from the wall, still inside the boundary 
layer, the disturbance from the individual holes will, however, be averaged and 
can be treated mathematically as some mean flow caused by an imaginary 
mean boundary at the location of the actual wall. 
(c) If the hole diameter is large compared to the boundary layer thickness 
at the wall, each hole has to be treated individually, considering the past 
history of the boundary layer flow. 
This paper is concerned with the second regime described above, which 
adequately applies to the greatest portion of currently used or proposed 
transonic test section walls. First a simple theory, based on PRANDTL’s mixing 
length hypothesis, is developed. The results of this theory are then compared 
with low speed experiments performed on various partly open walls. 
A related problem has been treated in [6] by considering the effects of 
injection into a turbulent boundary layer on a flat plate. This latter approach, 
however, was intended only for very small injection or suction masses such as 
would be of interest in the consideration of transpiration cooling. 


2. Conical Turbulent Shear Flow 


A. General Formulae 


Consider a turbulent mixing zone as described in Figure 1 for mixing along 
a perforated wall (Figure 1a) or for a free jet (Figure 1b). If we assume that the 
turbulent mixing is caused by inherent instability of free boundary flow 
independent of Reynolds number (similarity of turbulence scale), as indeed has 
been observed in free jets, then we may write, by virtue of similarity: 


w=u(%)=u(n), v=0(Z) =). (1) 
n =, will denote the boundary between the mixing zone and the main stream 


Us, =Nw the perforated wall and 7 = 7, the free boundary of the open jet. 
The fluid must satisfy the equation of motion for turbulent mean flow 


Ou Ou * 1 OT (2) 


and the continuity equation 


———e 
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Figure 1 
a Mixing along perforated wall; 6 mixing in open jet. 


Equation (3) allows the introduction of a stream function p such that 


Considering equation (1) we may write 


yp = U,, x F(n). (5) 
From which follows 


tee Fe) as Mean ad) Soa aC) E (6) 


The turbulent shear stress shall be given by PRANDTL’s hypothesis 


r= 27 (54) ; (7) 


If the mixing length A is chosen proportional to the width x 7, of the flow 
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affected by mixing, i. e., 
. ° Asuna, (8) 


then the constant of proportionality x has been found to vary only slightly 
for a great variety of problems (for free jet mixing x = 0-288, while for the 
wake behind a body x = 0-293). Hence a value of x = 0-290 shall be used in 
the following. Upon introduction of equations (6) to (8) into the equation of 
motion, equation (2), the differential equation 


E"(n) (F(n) + (em)? F"(y)] = 0 (9) 
follows. Since F'"(y) = 0 is a trivial solution, equation (9) simplifies to 
F(y) + (% m)? F"(n) = 0. (9a) 
Introducing the new variable & = /(x ,)*/* the constant coefficient in equation 
(9a) becomes unity, i. e., 
Cir ys) =O: (9b) 


The general solution of equation (9b) is 


FG) = Ce + 20% [Cy cos YE & + Cysin a] (10) 


The coefficients C,, C, and C, are determined by the boundary conditions at 
the mixing boundary 7 = 7,. They are 


11: Eé=f,= i 


a8? 


w=U,,, F(&) = &, 


(11) 
v=0; P(E) = 2? 63, 
t=0, Fé) =0. 
Evaluating the constants with the aid of equations (11) gives finally 
aa F(é) = (&,—1) ef 4 eg G-$)2 
‘ (10a) 


x |(1 + 2 &,) cos iss (€, — &) V3 sin et (—, —&)]. 


B. Turbulent Mixing Along a Perforated Wall 


In the case of a perforated wall, the penetration 7, of the turbulent layer 
into the main stream is determined as a function of the constant mean shear 
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stress 7, along the (imaginary) wall 7 =, by the boundary conditions 


= Nw: 3 == ease 
A an FE) , (12) 
Tint oe ey EP F'(é,,) 
Or 
aa 2S x“ se Pte a), 


where 9,. = 0 U3/2. 

In the following only walls parallel to the main stream will be considered 
(N» =» = 0) although convergent and divergent walls can be treated in a 
similar way without difficulty [5]. 

A perusal of the equation shows that it is of advantage to develop F"(€,,= 0) 
into a Taylor series about € = &, 


F"(,=0) =F") —& FG) + Fr GEM) — + 


Using the relation F + (€) = —F)(£) which follows directly from the differ- 
ential equation this simplifies to 


y = &8 o y &, & , 
FO) =D) gia |P'G) + aeteg FQ) — acer Fe}. 


Hence, 


1 eae Uhl cad 3n + il Ny n 
% |/ Ioo “oe a (3 2)! (23) : (13) 
If only the first two terms are retained this simplifies to 


T, 


= se Pe 
ee [1 : mee (13a) 


The quantity Q leaving the test section is obtained from the stream function 


Q=y =U, * FE, =0). 


4 
>. 
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Developing F(0) also a Taylor series about & = &,, the same procedure gives 


0 O02 O04 O06 008 O10 % 


Figure 2 
Mixing along partly open wall. 


or, retaining only the first three terms, 


2 

os a [} ach (14) 
Finally, the velocity , along the imaginary boundary is found in a similar 
way with 


(3n+1) (3n+ 2) —& 
)=x poe Cree ae 


Again retaining only the first three terms 


Up __ Les 2g 1 (4) 
leds aime Sc el 9) 


In Figure 2 Ty/¢oo0, Q/Uso x and u,/U,, are plotted as function of 7). 
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C. The Open Jet Mixing 
At the open jet boundary 7 = 7, the boundary conditions are 


"= Na: é=4= 75 
u=-0, F'(é) =0, (16) 


TO, BFE) 0 


0 0-1 0-2 0:3 0-4 0:5 1% 


Figure 3 
Mixing in open jet. 


The problem has been solved by TOLLMIEN [7] and again in a simplified manner 
in [5]. The result is summarized in Figure 3, which gives the relation between 
the quantity Q that passes through a line 7 = 7 and the shear stress t along 


this line. The figure has been labeled with the notation that will be used in the 
next section. 
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3. The Mean Shear Stress at the Perforated Wall 


The mean shear stress t,, at the perforated wall will now be calculated from 
the wall details (Figure 4). At the open portions of the wall we will expect open 
jet mixing with the corresponding shear stress t, as calculated in section 2 C. 


Uco 


UE 


Figure 4 
Wall details. 


This shear stress will be a function of the quantity Q, leaving through the open- 
ing, where 


= 0 
== 
and o = ratio of open to total boundary. 
Hence, 
Uy % 207 One Wioot Uy 
Now 


AES reer se Ce 


is given in Figure 2 and both Q/U,,x and u,/U,. are functions of 7, given by 
equations (14) and (15), and Figure 2 so that if 4, is known, all quantities are 


determined. 
At the solid portions of the wall the shear stress t,,, will depend on the 
Reynolds number Re,, referred to the mean length of the wetted area 


Bee les oh, (18) 


where J is the distance between the centers of two successive overlapping holes. 
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Using the drag coefficient of the flat plate 
Cy = 0:074 Re, (turbulent), 


(19) 
Cy = 1-328 Re,” ~— (laminar) . 
and 
Tw, == S ug Cp = Twp» (20) 
the mean shear stress at the wall is then obtained as 
Ty = OT + (1 —G) To, 
and ; 
Og LON ead DRGs Pe 21 
qo eee) iar 0) (G2) “Ds (uy 
where 
Gy — Gr Teg), 
or, if we introduce the Reynolds number 
es bd Ge 
Bader = | ea a pee (22) 


referred to the free stream velocity U,, and the wall details, 
Cp = Cp (Re,,, m)- 


In Figure 5 the penetration 7, is plotted as a function of Re,, for several opening 
ratios o for both laminar and turbulent boundary layers at the solid portions 
of the perforated wall. The critical Re, has been assumed to be Re,,,,,,= 3 x 105. 
Thus, for a given Re,,, 7, can be determined from Figure 5 and Q/U,, x from 
Figure 2. The quantity Q/U. x is equivalent to the ratio of the mass passing 
through a perforated wall area which equals the tunnel cross-sectional area to 
the mass entering the tunnel 

Am Q Si 

Piao. Seemed Ue 


where m is the massflow through tunnel; Am the massflow through perforated 
walls; S the area of perforated wall surface; A the tunnel cross-sectional area. 


4. Experimental Investigation 
A. Description of Equipment 


The experiments were performed in the Brown University subsonic wind 
tunnel. The tunnel is of the open circuit type with a 55-9 x 81-3 cm test 
section at atmospheric pressure. In the test section a side wall opening of 
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50-8 cm by 55-9 cm accommodated the two different wall configurations which 
- were tested. 


A slotted wall with eight transverse slots of 2-54 cm width at intervals of 
6:35 cm (¢ = 0-4) was made of 0-95 cm thick aluminium sheets with rectan- 


gular edges. The upstream edge of the first slot was 49-5 cm from the beginning 
of the test section. 


it nl ot 
; NG. Bul i i Hl 
PNM : 
oN HE HE 
Ht oS 
a 


| 
! SSH ee 
Cost EH + 


SY 
coi 


Mi ces ew 
AA 
oe Ss 
eps 
Hike (Seq 
a 


ee} 

Sarees 

Wy Mh 
vamanaial 


ares 

iSeere zn 
are 

[CTH 


Lens 
yoy 


10° 0° at 
Figure 5 
ay enetration 7, of mixing zone. ———— Laminar boundary layer; -—~—~— turbulent boundary layer; 


— -— transition, laminar-turbulent. 


A perforated wall was made of a 0-127 cm thick brass sheet with 0-794 cm 
diameter holes arranged in a staggered hexagonal pattern with o = 0:50. 

Both walls had a total length of L = 47-0 cm. The test walls were open to 
atmospheric pressure and the opposite wall was inclined in such a way, that 
the pressure along the test section axis was constant. 

The pressure measurements were made with a Betz-type water manometer 
with direct readings accurate to 0-1 mm of water. The boundary layer profiles 
were obtained with a single total pressure probe flattened to read a minimum 
of 0-38 mm from the wall. Distances from the wall were measured with a micro- 
meter head. 

Boundary layer profiles were measured at intervals of 2:54 cm, beginning 
at the leading edge of the partly open wall and continuing over the solid portion 
downstream of this wall. 


t 
} 
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The tunnel was run at a constant air speed of 35-35 m/s, which corresponds - 


to a Reynolds number of 
Re, = 24,300 per cm. 


B. Test Results 


The test results are presented in Figures 6 to 8 and the theoretical values 
are summarized in the table. 


Slotted wall Perforated wall 
oO 0-40 0-50 
UL 0-1351 0-0193 
ees 9-26 x 104 1-103 x 104 
Ny 0-0566 0-0790 
Uy|U eo 0-772 0-680 
Oa Ona 0-480 x 107-2 0-933 10-2 
Tove, 0-520" 10-* 1050 10" 
y,/0* 11-80 8-47 


A derivation similar to that given in Section 2B gives for the velocity 
profile in the mixing zone 


1 2 
rear ie cpl 
(reat 4 1 m1 
Un 


As will be shown later, the displacement thickness 6*(x) of the mixing zone 
and the quantity leaving the test section are related as follows: 


o* = u Q 
0 
where / is the tunnel height. 

In Figure 6 the velocity profiles measured at 3 stations € = x/L (L = length 
of the partly open wall section) are plotted versus y/6* and compared with the 
theory. The near coincidence of the measured points in Figure 6 indicates the 
similarity of the experimental profiles, but these profiles disagree considerably 
with the theoretical prediction. This can partly be attributed to the fact that 
at the beginning of the partly open wall section there already exists a (turbu- 
lent) boundary layer, while the theory assumes uniform flow in this region. 
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ae 6 
Velocity profiles. 7 € = 0:324; O = 0-649; A= 0-973; O = coinciding points V and O. 


If m(x) is the mass leaving the test-section per unit length at station x and 


m(*) 


m' (x) = tie 


then the continuity equation yields the mass leaving the test section between 
= =( and é’=é as 


fries ae 1 [ER — 2)]= + wre oro, 


0 


while the theoretical value is given by 


In Figure 7 the measured displacement thickness 0*(é)/L is plotted versus 
£—x/L, and is compared to the theoretical value (d*/x) € increased by the 
measured value 6*(0)/L. The figure shows that the agreement is very good. 


ZAMP IXb/29 
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0 0-2 0-4 0-6 0:8 1:0 1 E 
Figure 7 


Mixing zone displacement thickness. 


The shear stress t,, along the wall can be calculated from the momentum 
equation. Let M(x) be the momentum flux in x-direction at station x 


h 


M(x) = 0 U3, f(T) ay 
0 


and AM(x) the momentum flux due to the mass leaving the test section 


Then the momentum equation gives 


— | ty(x") dx’ = M(0) — M(x) — AM(a). 
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Figure 8 
Mixing zone momentum thickness. 


Since the velocity wu, at the imaginary homogeneous perforated wall cannot be 
measured, it will be replaced by the constant theoretical value. It is then 
found that 


where ? is the momentum thickness 


of atje 
0 
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In Figure 8 the measured function 


7 {9@ + (1- gz) o*(@)| 


is plotted versus € and compared with the theoretical curve 


£ 
Ty) rath =_ Tw { t 
ae ds aU, Gree 
0 


where the constant has approximately the measured value of 


om (14 — te) g* 0) 
T 190) + (1 a o*(0)}. 
The figure indicates that the slope of the measured curves, i. e., —T,/0 UZ, 
agrees well with the theory. 


C. Conclusions 


In the derivation the constant of proportionality x for the mixing length A 
has been chosen initially and has not been used as a parameter to adjust 
theory to experiment, as is often done in similar problems. 

The experimental evidence indicates that the turbulent mixing theory 
gives a good estimate of the characteristics of the flow along a perforated wall. 
Near the end of the perforated wall, however, the measurements deviate from 
the theory (Figures 7 and 8). In this region, the pressure does not remain 
constant (see, e. g., [4]) and the theory no longer applies. 
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Zusammenfassung 


Fiir Windkanalversuche im Geschwindigkeitsgebiet der schallnahen Stré- 
mungen werden seit einigen Jahren perforierte oder geschlitzte Kanalwande 
verwendet. Friithere experimentelle Untersuchungen [3] haben angedeutet, dass 
die Grenzschicht entlang solchen Wanden der turbulenten Mischzone in einer 
freien Strahlgrenze gleicht. Diese Beobachtung legt die Annahme affiner Ge- 
schwindigkeitsprofile und linear anwachsender Mischzonenbreite nahe (Figur 1). 
-Wird die Prandtlsche Mischlange fiir die turbulente Schubspannung der Misch- 
zonenbreite proportional gesetzt, dann resultiert eine konstante Schubspannung 
entlang der perforierten Wand. Diese kann abgeschatzt werden, wenn man die 
perforierte Wand als eine Folge von soliden Wandstiicken und freien Strahl- 
grenzen betrachtet (Figur 4) und damit eine mittlere Wandschubspannung 
berechnet. Mit dieser ist dann auch die aus dem Kanal entweichende Luftmenge 
bestimmt. Versuche mit einer perforierten und einer quergeschlitzten Wand besta- 
tigen die theoretischen Voraussagen. 
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On the Structure of Supersonic Flow’) 
By Ricuarp E. Meyer, Providence, R. I., USA?) 


If viscosity and heat conduction be neglected, the supersonic motion of a 
perfect gas is a radiation process, that is, the equations representing the 
mechanism of motion are of the hyperbolic type. A feature of such equations 
is that proper boundary or initial conditions prescribed on surfaces of finite 
extent determine the solution only in a finite portion of space, beyond which 
it can be continued in an arbitrary manner. This seems to suggest that the 
study of the structure of supersonic flow is limited to the consideration of such 
restricted portions of space, much in contrast to the study of the structure of © 
incompressible flow, for example. The limitation is not entirely necessary, | 
however. It is the purpose of this note to unify some of the known facts regard- 
ing the structure in the large of steady, two-dimensional, shockfree supersonic 
flow and to present new results and points of view. 

Closely analogous results hold for the one-dimensional, unsteady motion 
of a perfect, inviscid gas, and the considerations outlined in the following may 
also be extended to steady, axially symmetrical, supersonic flow and other 
hyperbolic problems in two independent variables. 


Uniqueness 


The differential equations governing the steady, two-dimensional, irrota- 
tional, homentropic, supersonic flow of a perfect gas possess two families of 
characteristics with the respective slopes [1]?) 


d 

< = tan(@— jy), (‘plus’ Mach lines) , (1) 
dy : 

oe = tan(#+ mu), (‘minus’ Mach lines) (2) 


in the flow plane, where x, y denote cartesian coordinates, @ the local stream 
direction and 1 the local Mach angle. It will be assumed in the following that 
pressure and velocity are continuous functions of x, y. The facts concerning 
uniqueness for Cauchy and characteristic boundary conditions are then as 


1) This work was sponsored by the Office of Scientific Research of the Air Research and 
Development Command of the United States Air Force under Contract AF 49(638) 232. 

2) Brown University. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 461. 
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follows [2]. Proper boundary values on a non-characteristic line segment of 
finite length determine a unique solution in the characteristic quadrangle of 
which the line segment is a ‘diagonal’. Proper boundary values on a plus Mach 
line segment of finite length and a minus Mach line segment of finite length, 
‘such that the segments have an end point in common, determine a unique 
solution in the Mach quadrangle of which the segments form two sides. 
These two types of boundary conditions are by no means the only ones 
arising physical problems. But in any case, if a solution is determined in a 


7 pat 
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ye 
>» 
yaad 8 
xe ; 
SS = 
\ \B = cs 
\ as 
3 ~ 
7 
hus 
ey x 
Flow Plane. 


region R of the flow plane (see the figure), then it is determined throughout the 
smallest Mach quadrangle enclosing R, for the boundary of FR consists of 
Cauchy and Mach line segments on which proper boundary values are deter- 
mined. 

Beyond this Mach quadrangle, however, the solution is not determined by 
the given solution in R, and may indeed be continued in an arbitrary manner. 
None the less, the continuation of the solution has certain properties which are 
invariant in the sense that they are independent of the manner of continuation. 
An obvious example are the characteristics themselves, for the continuation of 
the solution must contain lines which are the geometric continuation of the 
Mach lines in R, and which retain the characteristic property of those Mach 
lines wherever the continued solution represents supersonic flow. 


Focusing Equations 


If p, 0, g and w denote respectively the pressure, density, velocity magnitude 
and Prandtl angle (defined by 


da = —( @ tan) dp (3) 
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and w—=0 when f takes its sonic value), then the differential equations 
governing the flow are equivalent [1] to (1), (2) together with 


a = 0 + wm = const on plus Mach lines , (4) 
f = 9 — aw = const on minus Mach lines . (5) 


For a study of the structure of the solutions it is best to choose the charac- 
teristic variables «, 6 as independent variables, so that (1), (2) become 


C) r) : 

of —— he cos (0 —_— Ls) 45 Ae => he sin (0 <s Ls) ’ (6) : 
Ox Oy . 

Me =h, cos (0 + pu), Je = 72 in (0+ pb) : (7) 


Here hg is the ratio of the length of a plus Mach line element in the flow plane 
to df, and similarly for h,. In fact, (6), (7) present the flow problem in the form 
of a Riemannian geometry with unknown metric tensor, to be determined from 
the equations of motion and boundary conditions. It is not helpful, however, 
to employ the tensor notation (g,, = /2, etc.); a basic feature of the physical 
problem is that a direction, namely the stream direction, is distinguished at 
every point, so that 6 and (6 + z) are distinguished and (6), (7) define not only 
the magnitudes but also the signs of h, and hg. 

Cross-differentiation of (6), (7) yields differential equations for h,, hg as 
functions of «, B, which are called focusing equations since the variation of 


h,, and hg describes the convergence and divergence of neighbouring Mach lines. 
With 
1 du 


Seal Tee ad ee 
mw) = 3 (1 7s) cosec 2 uu 


8 sin uw cos? u ’ (8) 


fo) = exp(2 [ m cos2 deo| = [{(y — cos2 py)” (sin w)~? “VP secujv2 (9) 


and 


h h 
U eke sp ee 
f ’ if , (10) 
the focusing equations may be written [3] 
oU ; 
fo” V, (11) 
OV 


By (10), (11) may also be written in the form 


OU m 
heen ye? (13) 


Be a Ge 
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and it can be shown [4] that this equation is indeed valid provided only that 
U exists, even if U-! and V or V-1 do not; 0/h, OB represents, by (6), differenti- 
ation with respect to length, in the flow plane, in the plus Mach direction 
taken in the sense making an acute angle with the local stream direction. An 
analogous equation is valid for V. 


Wave Fronts 


The assumed continuity of pressure and velocity as functions of x, y implies 
that of the Mach angle yw and, by (8), (9), of m and f, as long as the flow is 
supersonic (0 < ~<2/2). It follows from (13) that U is a continuously differ- 
entiable function of length along plus Mach lines*). Discontinuities of U may, 
however, occur across the plus Mach lines, and if a square bracket denotes the 
jump of the quantity inside, 


[U] = const along plus Mach lines (14) 


by (13). Thus [U] is a quantitative invariant property of plus characteristics. 
The steepening or decay of the jumps of pressure gradient and streamline 
curvature, for instance, follow from (3) to (5), (7), (9) and (10), and this illus- 
trates the physical significance of the ‘propagation function’ f. 

As shown in Appendix 1, the uniqueness theorem implies the following 
Lemma. If the solution at any point (x, y) is supersonic and determined uniquely 
by data prescribed on a boundary line lying entirely in the supersonic part 
of the flow, then both Mach lines through (x, y) must meet this boundary line 
where data are prescribed. It follows that any jump of U must be introduced 
either directly by the boundary conditions, or by the process that a jump 
of V so introduced is reflected from a boundary line segment on which, not 
U itself, but only a relation between U and V is prescribed®). In any case, 
[U] as a function of « can be read directly off the boundary conditions. 

The jump concept can be extended and given more physical meaning. If 
the solution is known in some finite region R, it may be continued analytically 
(i.e., so that the pressure and velocity components have continuous partial 
derivatives of all orders with respect to x, y) into any adjacent region S (see 
figure). The solution so defined in S may be regarded as representing a natural 
continuation of the pressure wave, or interaction of pressure waves, in R. If 
boundary conditions are prescribed so as to determine the solution in S unique- 
ly, and if the analytically continued solution does not satisfy these bound- 
ary conditions, then the proper solution in S may be regarded as representing 


4) To any statement concerning U there corresponds a dual statement concerning V, with 
the roles of the characteristics families interchanged, and vice versa. For brevity, the dual statements 


will be omitted. seme k 7) ot 
5) E. g., a streamline the shape of, but not the pressure distribution on, which is prescribed. 
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the interaction of the original pressure wave with a new wave introduced by 
the new analytic element in the boundary conditions for the region S. The 
difference between the proper solution and the analytically continued solution 
at any point in S may be distinguished by a square bracket and regarded as 
the contribution of the new wave to the solution in S. By the uniqueness 
theorem, the border B between R and S (see figure) must, of course, be a 
Mach line; assume it to be a plus Mach line, « = % . Then from (12) and (11), 


for ja — a|<1, . f 
(V]}=0 (fio ia) 


and to a first approximation, [U] is a function of « only. Thus (14) gives the 
contribution of the new wave at least in a strip of Mach lines near the wave 
front B. This strip need not be narrow in the flow plane — in fact, this ‘wave 
front approximation’ provides a method of obtaining uniform first-order 
theories of gas dynamical problems for which a complete solution is difficult 
to obtain [5, 6]. 


Branch Lines 


A line in the flow plane at which the mapping of this plane into the charac- 
teristic (a, 6)-plane has a fold is called a branch line. As shown in Appendix 2, 
it must be a plus (or minus) Mach line which is either a wave front across 
which U (or V) changes sign, or a line along which U-+=0 (or V-+=0)§). 

The branch property is therefore an invariant property of characteristics. 
It follows that this property can be ‘removed’ by a transformation to a dif- 
ferent characteristic variable «’(«) [or 6’(6)]. This implies, in turn, that the 
singular part, U*, of U(«, 8) must be a function of « only4), and by the Lemma 
of the preceding section, U*(«) must therefore be identical with the singular 
part of the boundary conditions! (Or at least, if the singularity of U is intro- 
duced by the boundary conditions only indirectly, by reflexion of a singularity 
of V from a boundary on which only a relation between U and V is prescribed, 
U*(x) is deducible directly from the singular part V*(8) of the explicit bound- 
ary data.) 

A region in the flow-plane in which « = const is called a plus simple wave, 
and it is covered by branch lines U-1 = 0, by (7). A region in which both « and 
B are constant is a region of uniform flow, by (3) to (5). Except in such regions, 


« and y are continuous functions of « and by (7), any singularity of U must be 
integrable, as a function of «. 


SAY line 1/U = 0 is called branch line also when U does not change sign across it, since a local 
degeneration, even if no fold, of the mapping occurs and the line possesses all the other properties of 


branch lines. This restricted branch property may be the property of only one side of a Mach line 
if U is discontinuous?). 
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The local properties of the mapping near a branch line have been discussed 
by several authors [7, 8, 4, 9]. 


Limit Lines 


A line in the characteristic plane at which the mapping of that plane into 
the flow plane has a fold is called singular line, since the solution predicts two 
different velocities at the same point (x,y). The image of a singular line in the 


_ flow plane is called limit line, since it represents a bound for the extent of the 
_ region in which the solution can correspond to physical reality. By (6), (7) and 
_ (9), (10), U or V must change sign across a singular line, and since a singular 


line U = 0 or V = 0 is not, in general, a characteristic line, by (11) and (12), 
the singularity of the mapping is an essential one which cannot be removed by 


- transformation to other characteristic variables. 


Moreover, if a supersonic solution be extended far enough in the flow plane, 


_ then any Mach line that is not a branch line must meet a limit line (unless 


vacuum is approached on the Mach line)’). The situation envisaged in the 
theorem is that any solution, originally defined in a finite region R (see figure), 


- is extended in an arbitrary manner, but so as to remain supersonic. It will be 


noted that the theorem, but for the proviso regarding approach to vacuum, 


would be the analogue of LIOUVILLE’s theorem that the constant is the only 


analytic function regular throughout the whole plane. In this sense, therefore, 


the limit type singularities of supersonic flow are an analogue of the more 
- familiar singularities that define the structure of incompressible potential flow. 


Singular lines may be lines on which U = 0%), or lines across which U 
changes sign discontinuously’), and any one singular line may be composed of 


segments of either type of line. Moreover a segment of singular line U = 0 may 


coincide with a segment of a coordinate line 6 = const in the characteristic 
plane so that, by (7), the corresponding segment of limit line in the flow plane 
degenerates to a point, the ‘centre’ of a wave. If a limit line starts or ends in 
a supersonic region, it must do so at a highly singular point of the mapping, 
no example of which seems to have been found to date. 

The local properties of the Mach line pattern near limit lines have been 
studied by several authors [10, 8, 4, 9]. The most significant one is perhaps 
that the pressure gradient is infinite where U = 0 or V = 0, by (3) to (7) and 
(9), (10), so that the neglect of viscosity and heat conduction in the equations 
of motion cannot be strictly justified. The connection between limit lines and 
shocks was first conjectured by RIEMANN [11]. More recently, Manony [12] 
has shown that, if a shock be represented as a line of discontinuity of pressure 


7) This is the theorem actually proved in [4]. Whether the proviso regarding approach to 


vacuum is indeed necessary, is not yet known. 
8) Such wave fronts may be distinguished from the branch type wave fronts by the help of the 


boundary conditions. 
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etc. in an inviscid flow, then a shock starting or ending inside a region of 

otherwise homentropic, supersonic flow must do so at a limit point at which — 
the pressure rises in the local stream direction. And conversely, if a limit line 

with rise of pressure in the stream direction occurs in a continuous, supersonic 

solution of the equations of homentropic flow, then a shock discontinuity can 

be fitted into that solution in just one way so as to obtain an approximation 

to a physically realizable flow; experiment [13] indicates, moreover, that this 
represents indeed an approximation to the observed flow. 

The best-known example of a limit point associated with fall of pressure in 
the stream direction is the centre of a Prandtl-Meyer expansion. More gener- 
ally, the occurrence of a limit line with pressure falling in the stream direction, 
indicates that the streamline through a limit point separates the part of the 
solution that can correspond to physical reality from the part containing the 
limit line. 


Appendix 


1. Assume that a solution is determined uniquely in a region of the flow 
plane by boundary values prescribed on some line L; as shown in the first 
section, it must then be determined in a Mach quadrangle. Suppose that the 
plus Mach line through a point P in this quadrangle does not meet L. There 
must then be a point Q on the minus Mach line through P such that the plus’ 
Mach line through Q meets L, but no plus Mach line passing between Q and P 
does. The occurrence of an arbitrary jump [U] on any Mach line passing be- 
tween Q and P is then compatible with the differential equations and boundary 
conditions, whence the solution cannot be determined at P. An analogous 
argument holds with the roles of the Mach line families interchanged, and the 
lemma follows. 

2. Assume first that the mapping of the characteristic plane into the flow 
plane is regular at the branch line. Then by (1), (2), (4) and (5), 


Ou 


A = sin (6 — bM) -5 a — cos (0 — nu) aa, 


or 


B= sin (6 + IM) 5 ah — cos (0 + yu) sf 


must change sign and remain bounded. By (6), (7), (9) and (10), 
AU = —(fsin2 n)-?<0 


and bounded, for 0< fu<2/2, soif A changes sign, it must do so at a wavefront 
across which U is discontinuous or at a line on which U-1 = 0. Now, if U is 
bounded at any point, then it remains so on the plus Mach line through that 
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: ini, by (13), (8) and (9), for O0< w<a/2, so a line U-1 = 0 is either a plus 
_ Mach line or lies in a simple wave region where U-1 = 0. 
__ It remains to consider the case where singularities of branch and limit type 
coincide. This may occur on a wave front [9] across which U is discontinuous 
} _ but non-zero and bounded, and such a front is a plus Mach line. If both U and 
_V are continuous, only limit type singularities of the mapping can occur. 
- Finally, if U-1 and V are continuous, a simultaneous singularity of both map- 
_ pings can occur only where U-! = V = 0, that is, either at a plus Mach line 
_U+=0 or ina simple wave U-1=0. 
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! Zusammenfassung 

: 

4 Die im Grossen invarianten Eigenschaften von Wellenfronten, Zweig- und 
Grenzlinien in der ebenen, stetigen, wirbelfreien und isentropischen Strémung 


idealer Gase werden diskutiert. 


- (Received: Dezember 16, 1957.) 
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Die Pulsationen von Stossdiffusoren 


Von Kraus OswatitscuH und INGOLF TEIPEL, Aachen, Deutschland?) 


1. Einleitung 


Schon bei den ersten Versuchen mit Stossdiffusoren traten Pulsationen auf, 
sobald die Durchflussmenge so stark gedrosselt wurde, dass die Luft nicht mehr 
mit Uberschallgeschwindigkeit in das Diffusorinnere einstrémen konnte [1]?). 
Der Vorgang sei an Figur 1 erlautert, wobei mit der Beschreibung des statio- 


innerer Diffusor Kammer vee 
auBerer Diffusor Lippe Austrittsduse 
ee ae 


Figur 1 
Stossdiffusor im Normalbetriebszustand. 


naren Vorgangs begonnen werden soll. Die mit einer Uberschall-Mach-Zahl M,, 
anstrémende Luft wird zunachst im «dusseren Diffusor» in einem oder in 
mehreren schiefen Stdssen und allenfalls auch zum Teil stetig isentrop ver- 
dichtet. Dabei sei angenommen, dass kein Stoss unterhalb der Diffusorlippe 
eindringt, so dass die Luft im wesentlichen mit einer tiber den E/intritts- 
(Lippen-)Querschnitt konstanten Uberschall-Mach-Zahl eintritt. Damit ist die 
Durchflussmenge fiir den «inneren Diffusor» gegeben. Sie ist aber auch gegeben 
durch die Austritts-Laval-Diise. Durch diese tritt eine dem Ruhedruck in der 
Kammer proportionale Menge aus. Ist die Austrittsdiise hinreichend geéffnet, 
so muss sich vor ihr ein Ruhedruck einstellen, welcher Austritts- und Eintritts- 
durchsatz gleichmacht. Das geschieht in der Weise, dass sich im Unterschall- 
diffusor ein senkrechter Stoss vom geforderten Ruhedruckverhiltnis einstellt. 

Vor diesem «AbschluBstoss» wirkt der innere Diffusor auf die Uberschall- 
strémung beschleunigend. Wird die Austrittséffnung gedrosselt, so muss der 


1) Institut fiir Theoretische Gasdynamik der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt e. Ve 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 477. 
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Ruhedruck steigen, weil die Durchflussmenge im stationaren Fall festliegt. Der 
AbschluBstoss riickt also in Richtung kleinerer Verluste, das heisst strom- 
_aufwarts. Das ist so lange méglich, bis der «AbschluBstoss» im theoretischen 
_ Optimalpunkt der Drosselung — im Lippenquerschnitt — steht. Den Strémungs- 
-zastand mit Uberschallgeschwindigkeit im Eintrittsquerschnitt und Abschluss- 
stoss im Inneren bezeichnet man als Normalbetriebszustand. 


Mf Met Z a 


Normalbetriebszustand Starke Drosselung 


Figur 2 
Pitot-Diffusor. 


Wird die optimale Drosselung iiberschritten, so wird der AbschluBstoss aus 
dem Diffusorinneren verdrangt, die Luft tritt mit Unterschallgeschwindigkeit 
durch den Lippenquerschnitt ein, und der Durchsatz sinkt ab. Es ist zweck- 
_m§assig, den optimalen Betriebszustand als «kritisch» zu bezeichnen. Bei starke- 
rer Drosselung spricht man nach R. HERMANN [3] von cunterkritischer», im 
~Normalbetriebszustand von «iiberkritischer» Strémung. Im c«unterkritischen » 
Zustand treten bei Stossdiffusoren der Bauart von Figur 1 die anfangs er- 
wahnten, in der anglo-amerikanischen Literatur als «buzz» bezeichneten Pulsa- 
tionen auf. Sie fiihren zu einem starken Leistungsabfall des Diffusors. Ihre 
'Vermeidung ist deshalb von hohem praktischem Interesse. 

Der Vorgang wurde bereits weitgehend experimentell untersucht. Nach 
ROSEN [2], der den Vorgang filmte, sind hochfrequente und niederfrequente 
Schwingungen zu unterscheiden. Die Rechnungen unserer Arbeit beziehen sich 
jedoch auf die wichtigeren niederfrequenten Pulsationen von einigen hundert 

Hertz und auf Versuche, welche R. HERMANN [3] in seinem Buch wiedergibt. 

Von den theoretischen Untersuchungen sind als erfolgreichste jene von 
STERBENTZ-EVVARD [4] und STERBENTZ-Davips [5] zu nennen, welche die 
Diffusorkammer als Helmholtzschen Resonator auffassen. Das dort ermittelte 
Kriterium fiir die Pulsationen ist mit unserem nahe verwandt, doch beziehen 
sich unsere Annahmen nur auf die Vorgange im Eintrittsquerschnitt, wahrend 
die Stromung im Inneren ohne eine andere Voraussetzung als jene der Rei- 
bungslosigkeit berechnet wird. Die Vermeidung weiterer vereinfachender An- 
nahmen ist natiirlich mit einem Verzicht auf analytische Behandlung ver- 
bunden. Sie gewdhrt jedoch eine gute Anschaulichkeit der Beispiele. 

Die Schwingungsvorgange im Stossdiffusor sind nahe verwandt mit dem 
bereits im Jahre 1929 beschriebenen Hartmannschen Oszillator [6], dessen 
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theoretische Behandlung jedoch noch aussteht. Es handelt sich dabei um eine 
Pitot-Rohr-artige Offnung, auf welche ein Uberschallstrahl vom Durchmesser 
der Rohréffnung aufprallt. 

Wichtig ist fiir das folgende, dass ein Pitot-Diffusor (Figur 2) in einer hin- 
reichend ausgedehnten Uberschallparallelstrémung keine Pulsationen zeigt, sel 
es, dass der AbschluBstoss sich im Inneren befinde (Normalbetriebszustand) 
oder dass er wie beim Pitot-Rohr vor die Eintrittséffnung gedriickt ist (starke 
Drosselung). Nach diesem kurzen historischen Uberblick sei zu einer theoreti- 
schen Erklarung des Vorganges tibergegangen. 


2. Modellvereinfachungen 


Fiir eine physikalische Erklarung des Pulsationsvorganges und eine daran 
anschliessende Berechnung ist die Feststellung wichtig, dass sich der insta- 
tiondare Vorgang im inneren Diffusor auf einer bedeutend grésseren Wegstrecke 
abspielt als im dusseren Diffusor. Ganz abgesehen davon, dass letzterer nur 
einen kleinen Teil der Gesamtlinge des Apparates ausmacht, wird in vielen 
Fallen nur ein Teil des dusseren Diffusors von den Schwingungsvorgangen er- 
fasst, wie die Versuche zeigen. Auch beim Pitot-Diffusor, wo ja ein ausserer 
Diffusor fehlt, ist im Extremfalle der Abstand der « Kopfwelle» von der Lippe 
nur klein im Verhaltnis zur Gesamtlange. 

Die fiir einen stationaren Zustand erforderliche Einstellzeit ist ein bestimm- 
tes Vielfaches jener Zeit, welche eine Schallwelle braucht, um das vom insta- 
tiondren Vorgang erfasste Gebiet zu durchlaufen und dadurch die instationaren 
Zustandsunterschiede auszugleichen. Das bedeutet fiir die Diffusorpulsationen, 
dass die Schwingungen des ganzen Systems im wesentlichen durch die insta- 
tiondren Vorgange im Inneren des Antriebes bedingt sind. Damit stimmt die 
Annahme von STERBENTZ und Evvarp [4] durchaus iiberein, die Kammer als 
Oszillator aufzufassen. Die Vorginge am dusseren Diffusor sind dagegen im 
wesentlichen «quasistatisch», weil ihnen — bedingt durch die Lange und damit 
durch die Schwingungszeit des inneren Systems — Zeit fiir einen weitgehenden 
quasistatischen Ausgleich zur Verfiigung steht. 

Die Beispielrechnungen beziehen sich im folgenden nur auf die Strémungs- 
vorgange im Inneren. Der dussere Diffusor geht bei diesen Rechnungen nur 
durch die Koppelung von Strémungsgeschwindigkeit und thermischen Zu- 
stand ein, welche er dem Eintrittsquerschnitt aufpragt. Diese Koppelung sei 
als «Eintrittskennlinie» bezeichnet (Figuren 6 und 8). Sie ist fiir die Art des 
ausseren Diffusors typisch. Wiirde die Eintrittskennlinie dem Versuch ent- 
nommen werden, so bestiinden die einzigen Naherungen in der Annahme einer 
instationaren, reibungsfreien Fadenstrémung. Man kénnte also die Vorgange 
mit betrachtlicher Genauigkeit berechnen. Die Vereinfachungen beziehen sich 
also im grossen und ganzen nur darauf, dass bei der Festlegung der Eintritts- 
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_kennlinie von quasistatischen Vorstellungen ausgegangen wird. Dabei ist es 
_durchaus méglich, dass es immer einen entsprechenden Diffusor gibt, dessen 
Form im allgemeinen aber nicht oder nur naherungsweise angegeben werden 
_ kann. Eine quasistatische Kennlinie stellt zwar eine gewisse Vergréberung dar, 
‘welche aber bei geniigend grossen Kammern sicher nur geringfiigig ist. Da- 
‘durch erkauft man sich gleichzeitig einen besseren Einblick in die Vorgange. 
Die einfachsten Verhaltnisse weist der Pitot-Diffusor auf. Wegen der An- 
-hahme quasistatischer Strémung muss fiir ein ideales Gas konstanter spezifi- 
scher Warme die Ruhetemperatur 7) konstant sein, solange das Gas in den 
-inneren Diffusor einstrémt. Sie ist durch den Energiesatz gegeben: 


2 
Onley Te (1) 


_(c, spezifische Warme bei konstantem Druck, x Verhaltnis der spezifischen 
_Warme, T absolute Temperatur, # Druck, @ Dichte, s Entropie der Massen- 
-einheit, W Geschwindigkeit, 0 Index fiir den Ruhezustand). 

Im Normalbetriebszustand (Figuren 1 und 2) sind die Zustainde im Ein- 
_trittsquerschnitt immer bekannt. Bei starker Drosselung bleibt beim Pitot- 
'Diffusor die Entropie bei abnehmender Stromdichte im Eintrittsquerschnitt 
_konstant, oder sie nimmt wegen der Wélbung der Kopfwelle vielleicht gering- 
fiigig ab. Damit ist die Kennlinie fiir das Einstrémen (konstante Ruhetempera- 
‘tur und Entropie) gewonnen. 

Fiir ein Ausstrémen aus dem Eintrittsquerschnitt entgegen der Anstrém- 
richtung ist eine gesonderte Uberlegung erforderlich. Wenn ein solches Aus- 
strémen beim Pitot-Diffusor auch keine Bedeutung haben mag, so spielt es 

doch beim Stossdiffusor eine Rolle und kann gleich fiir den letzteren Fall mit- 
‘behandelt werden. Wegen der Annahme quasistatischer Strémung gilt wieder 
fiir jeden Stromfaden vor dem Eintrittsquerschnitt Gleichung (1), nur kann der 
Ruhezustand des aus dem Inneren kommenden Gases (mit zwei Strichen ge- 
-kennzeichnet) ein anderer sein als der Ruhezustand des ankommenden Gases 
(T,' + Ty). Dasselbe gilt fiir die Entropie. An der Stelle, wo die ankommende 
und die riickstrémende Luft aufeinanderprallen, muss gleicher Ruhedruck 
herrschen (Figur 3). Bezeichnet man den Ruhezustand der anstrémenden Luft 
hinter dem Stoss mit einem Strich (6), Ty = J), so), so gilt pj = 65 Aus dem 
bekannten Zusammenhang zwischen Entropie, Temperatur und Druck folgt 


dann: Tr , 
_ elSo—So)/ep | (2) 
Ty 


Dabeiist die Entropie sj gleich jenerim Austritts”, die Entropie $i hingegen wegen 
des Stosses ungleich jener im Anstrémgebiet. Beim Pitot-Diffusor ist die Entro- 
pie sj, hinter dem Stoss, im wesentlichen unabhangig von der nun negativen 
Stromdichte im Eintrittsquerschnitt, durch den senkrechten Stoss gegeben. 
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Die Ermittlung der Eintrittskennlinie eines Stossdiffusors ist schwieriger 
und quantitativ ohne Versuche kaum méglich. Durch das Stromaufwarts- 
driicken des Abschlu8stosses auf den dusseren Diffusor treten dort Grenz- 
schichtablésungen ein, und die Stosskonfiguration des dusseren Diffusors wird 
gedindert. Beides wirkt im allgemeinen im Sinne eines Entropieanstieges bei 


By inj 
Trennungsiinie Po a ah nie 
StoBtront 
as th 
i DILL 
a ~\ : - ee Po ibhe 
Py Po Bi? in 
Figurs Figur 4 
Riickstr6mung aus dem Eintritt. Stossdiffusor mit starker Riickstr6mung. 


abnehmender Stromdichte im Eintritt. Wahlt man als Abszisse eine der Strom- 
dichte und als Ordinate eine dem Druckriickgewinn verwandte Grdésse, so ent- 
spricht dies einer positiven Kennlinienneigung (Figur 6). Fiir die Strémungs- 
vorgange im inneren Diffusor kommt es aber nur auf die Kennlinie an und 
nicht darauf, ob die Entropievermehrung durch Ablésung oder durch Er- 
héhung der Stossverluste bedingt ist. Freilich kann bei Ablésung ein sehr un- 
homogenes Material von Totwasser am Zentralkérper und gesunder Str6mung 
an der Lippe in das Innere eindringen. Dieses diirfte sich jedoch im Unterschall- 
diffusor bald durchmischen, so dass ein Rechnen mit Mittelwerten tiber dem 
Querschnitt auch bei Ablésung ein brauchbares Bild liefert. 

Figur 9-04 im Buche von HERMANN [3] gibt ein deutliches Bild eines Ruhe- 
druckabfalles im ausseren Diffusor durch Grenzschichtablésung. Es ist von 
uns in Figur 5 wiedergegeben. Im Langsschnitt des achsensymmetrischen 
Diffusors zeigt sich ein keilf6rmiges «totes» Gebiet, welches durch eine nahezu 
gerade Linie von der gesunden Strémung abgetrennt ist. Diese Linie erstreckt 
sich von einem Punkt der Kegeloberflache zur Diffusorlippe und erzeugt auf 
diese Weise eine Str6mung an einem geknickten Kegel mit einer Stosskonfigu- 
ration, deren theoretisch ermittelte Form sich ausgezeichnet mit jener der 
Schlierenaufnahme deckt. Dies zeigt, dass die Annahme quasistatischer Stré- 
mung hier erfillt ist. Wahrscheinlich handelt es sich um eine Extremlage der 
Pulsation. Damit ist der Punkt verschwindender Stromdichte der Eintritts- 
kennlinie fiir diesen Diffusor gegeben. Hierbei herrscht eine dem toten Gebiet 
entsprechend hohe Entropie. 

Bei den Rechnungen wird als Variable nicht die Stromdichte, sondern die 
Funktion W p"* gewahlt. Diese Grosse tritt namlich in den Vertraglichkeits- 
bedingungen der von uns gewahlten Charakteristikenmethode auf und unter- 


Z 
; 


= Vol. IXb, 1958 Die Pulsationen von Stossdiffusoren 467 


neat 


_ scheidet sich im iibrigen von der Stromdichte nur um einen Entropiefaktor. 
- Mit dem Optimalpunkt und dem Punkt von Figur 5 besitzt man also die Entro- 
_ pie fiir zwei bestimmte Stromdichten. Die Kennlinie fiir die Zwischenzustande 
_ wurde einfach als linear angenommen (Figur 6). Zusammen mit der Ruhe- 
5 temperatur nach Gleichung (1) hat man zwei Bindungen fiir 3 Variablen und 


Figur 5 


= Abl6sungsgebiet vor dem Diffusoreintritt. 


kann mit der Charakteristikenbedingung, welche die Rechnung im inneren 
- Diffusor liefert, den jeweiligen Eintrittszustand ausrechnen. 
Typische Beispiele fiir Ausstrémzustande haben sich schon bei den aller- 
ersten Versuchen gezeigt. Bei hoheren Mach-Zahlen mit starken Aufladungen 
des Diffusorinneren kann die Kopfwelle bis an die Kegelspitze des ausseren 
Diffusors weggeblasen werden. Es ergibt sich dann etwa das Bild von Figur 4. 
_ Man erkennt, dass der Ruhedruck an der Trennungslinie weit unter jenem des 
-Normalbetriebszustandes liegen kann. Doch kommt es dabei ganz wesentlich 
_auf die Anstrém-Mach-Zahl und die Form des dusseren Diffusors an. 
Das Verhaltnis der Ruhetemperaturen von Anstr6mung und Riickstré- 
mung 7; = J, und 7,’ folgt aus Gleichung (2) mit denselben Uberlegungen wie 
beim Pitot-Diffusor. Nur ist die Entropie hinter dem Stoss nicht bekannt, 
weil dieser nicht notwendig wie beim Pitot-Rohr ein im wesentlichen senk- 
rechter Stoss sein muss. Es ist vielmehr erforderlich, abhangig von der Anstrém- 
-menge oder abhangig von W#', eine bestimmte Stosskonfiguration und da- 
mit eine bestimmte Entropie sj vor der Trennungslinie anzunehmen oder aus 
dem Experiment zu ermitteln. Damit kann aber sj aus Gleichung (2) eliminiert 
werden, und man erhalt 7;,’/7, als Funktion von Wp"* und sj, wobei die 
Entropie der Luft beim Ausstrémen stets gegeben ist. Die Kennlinien lasst 
man bei Wp'* = 0 stetig ineinander iibergehen. Es ist durchaus denkbar, 
dass Kennlinien bei Wp"*% =.0 ein Minimum des Ruhedruckes aufweisen, 
weil im Ablésungsgebiet ein wesentlich kleinerer Ruhedruck herrschen kann 
als hinter einem senkrechten Stoss in der Anstromung. 
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3. Erklarung der Pulsation, Stabilitatskriterium 


Ganz ihnlich wie ein beidseitig oder einseitig offenes Rohr ist auch ein 
durchstrémtes Rohr veranderlichen Querschnittes zu Luftschwingungen fahig. 
Sehen wir einmal von der Kopfwelle beim Pitot-Diffusor (Figur 2) mit starker 
Drosselung ab und betrachten wir nur den inneren Diffusor. Angenommen, es 
sei gerade gedrosselt worden, so dass die einstr6mende Menge nicht mehr voll 
durch die Laval-Diise abzustro6men vermag, so wird der Druck in der Diffusor- 
kammer durch die sich ansammelnde Luft ansteigen, eine Druckwelle wird mit 
Schallgeschwindigkeit stromaufwarts wandern und im Eintritt einen Uber- 
druck erzeugen. Dieser liegt wie der Druck im Inneren tiber dem Wert statio- 
naren Durchflusses der neuen Drosselstellung. Die Eintrittsmenge wird deshalb 
zu einem Betrag herabgemindert, welcher unter dem stationaren Wert liegt. 
Sobald sich diese Zuflussminderung in der Diffusorkammer bemerkbar macht, 
was wieder mit Schallgeschwindigkeit stromabwarts signalisiert wird, fangt 
der Kammerdruck an zu sinken. Er sinkt jedoch unter den stationdren Wert, 
weil das Erreichen des stationaren Wertes im Eintritt wieder erst verspatet 
bekannt wird. Dann erhoéht sich der Zufluss, steigt mit der Zeit aber iiber den 
stationaren Wert, weil sich inzwischen die Unterdrucke in der Kammer ge- 
meldet haben. Dies fithrt schliesslich wieder zu Uberdrucken in der Kammer. 
Das Spiel wiederholt sich periodisch, weil die Meldungen des Kammerzustandes 
dauernd zu spat:am Eintrittsquerschnitt eintreffen. 

Im Normalbetriebszustand ist etwas Ahnliches nicht méglich, weil die 
Menge festliegt und eine Meldung zum Eintrittsquerschnitt nur dann geschieht, 
wenn die Stérung so kraftig ist, dass der AbschluBstoss stromaufwarts heraus- 
gejagt wird. 

Die Kopfwelle andert beim Pitot-Diffusor an dem Pulsationsbild nichts 
Wesentliches, nur senkt sie das allgemeine Druckniveau. Die Schwingung 
stirbt jedoch genau so wie die Schwingung einer Pfeife ab, wenn sie nicht 
immer wieder angeregt wird, weil die Energie durch Reibung und durch aku- 
stische Abstrahlung aufgezehrt wird. Bei gleichbleibendem Druckriickgewinn 
im dusseren Diffusor, also beispielsweise beim Pitot-Diffusor starker Drosse- 
lung, bleiben die Pulsationen daher aus. 

Ganz anders liegen die Verhaltnisse, wenn die Verluste durch Ablésungs- 
erscheinungen oder durch die Anderung der Stosskonfiguration im dusseren 
Diffusor mit abnehmender Eintrittsmenge ansteigen und mit zunehmender 
Eintrittsmenge abfallen. Bei einer solchen Eintrittskennlinie (Figur 6) befindet 
sich der innere Diffusor bei herabgesetzter Eintrittsmenge auf iiberhéhtem 
Druckniveau. Die Eintrittsmenge wird dadurch starker gedrosselt als bei 
gleichbleibenden dusseren Verlusten. Umgekehrt wird die Eintrittsmenge aber 
auch starker erhdht als bei einem Pitot-Diffusor, weil sich das Innere in diesem 
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Stadium auf einem gegentiber dem dusseren Diffusor gesenkten Druckniveau 
befindet. Eine Eintrittskennlinie nach Figur 6 regt die Pulsationen also an. 
: Die Strémungsverhaltnisse werden allerdings noch dadurch etwas kompli- 
_ ziert, dass der innere Diffusor mit Luft unterschiedlicher Entropie versorgt 
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Eintrittskennlinien (periodischer Fall). 


_ wird. Doch ist aus diesem Umstand keine dampfende Wirkung zu erwarten, 
- weil gerade zur Zeit iiberhéhter Zufuhr auch die Luftentrepie erniedrigt wird, 
_ was im stationaren Sinn einem erhohten Ruhedruck entspricht. Bei erniedrig- 
_ ter Zufuhr ist es wieder gerade umgekehrt. 
Nach diesen Uberlegungen ist also bei leicht abfallender Eintrittskennlinie 
(Figur 8) keine Pulsation zu erwarten. Bei ansteigender Eintrittskennlinie 
(Figur 6) miissen hingegen Pulsationen auftreten. Fiir beide Falle wurde ein 
- Beispiel durchgerechnet. 


‘0 a) 02 03 wy" 
Co \Po 
Figur 8 


Figur 7 
Eintrittskennlinien (periodischer Fall), Ausstromen. 


Eintrittskennlinie (aperiodischer Fall). 


Das hier formulierte Stabilitatskriterium ist wohl jenem von STERBENTZ 
und Evvarp [4] verwandt, doch nicht mit ihm identisch. Unser Kriterium und 
unsere Vereinfachungen beziehen sich namlich nur auf die Verhdltnisse 1m 
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Eintrittsquerschnitt, wahrend sich das Kriterium in [4] auf den Gesamtdruck- 
riickgewinn bezieht. Dagegen umfasst unser Kriterium bei ausseren Diffusoren 
ohne Reibungsverluste jenes von FERRI und Nucci [7]. Das Eindringen eines 
Geschwindigkeitssprunges durch den Eintrittsquerschnitt ist namlich mit er- 
hdhten Verlusten dort verbunden. 

Bei Strémungen mit Verbrennung liegen die Verhaltnisse nicht viel anders, 
wenn man von den méglichen Verbrennungspulsationen absieht. Bei Unter- 
schallstrémung im Eintrittsquerschnitt und positiver Neigung der Eintritts- 
kennlinie ist wieder mit Pulsationen zu rechnen. Die Form der Pulsation kann 
allerdings wesentlich dadurch geandert werden, dass der Verbrennungsvor- 
gang unter dem Einfluss der Pulsationen in der Kammer steht. 


4. Charakteristikenverfahren 


Die Berechnung der Str6mungsvorgange wurde mit einem Charakteristiken- 
verfahren fiir eindimensionale, instationare Stromung vorgenommen. Da die 
Strémung im allgemeinen nicht isentrop verlief, mussten die Vertraglichkeits- 
bedingungen von [7] auf Anisentropie erweitert werden. Sie lauten damit: 
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€ = const und 7 = const sind die beiden Mach-Linien. Die Zustandsgréssen 
sind durch die entsprechenden Ruhegréssen im Anstrémgebiet dimensionslos 
gemacht. Mit /,. ist der Eintrittsquerschnitt gekennzeichnet, wenn kein Kegel 
vorhanden ware. Das Verifizieren dieser Gleichungen und eine eingehende Dar- 
stellung der Methode wird demnichst in einer gesonderten Arbeit wiederge- 
geben. Die erste der unter dem Differentialzeichen stehenden Variablen ist ein 
mit einem Entropiefaktor multiplizierte Durchflussmenge, die zweite die sta- 
tiondre Energiekonstante und die dritte die Entropie. Fiir die schrittweise Be- 
rechnung ist es zweckmassig, das Entropieglied mit der Energiegrésse zusam- 
menzuziehen. Die Differenzengleichungen lassen sich dann so schreiben: 
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_ In einer Zustandsebene sei als Abszisse Wp" und W2-+ 2 c?/(% —1) als 
_ Ordinate gewahlt. Die Entropie kann man sehr gut vorausschatzen, wenn man 
_ die Teilchenbahnen mit einzeichnet. So ergibt sich gegentiber dem isentropen 
é Fall eine Verschiebung der Ausgangspunkte nur in der Ordinatenrichtung 
_ (Figur 9). 


a 


Wx Vx, 
Wp" Wp't 
Figur 9 Figur 10 
Zustandsebene. Stosspolare. 


Die einzelnen Stosszustainde werden mit den Stosspolaren berechnet. Sie 

~ haben in den Zustandsdiagrammen besonderes Aussehen (Figur 10). Vor dem 

Stoss soll eine bestimmte positive Strémungsgeschwindigkeit bestehen. Der 

_ rechtslaufige Stoss liegt dann auf dem eindeutigen Ast AB. Ein linkslaufiger 

_ Stoss kann entweder mit der Strémung fortgetragen werden — dafiir gilt der 

Kurventeil AC — oder er schwimmt gegen die Strémung, dann muss der Zu- 

_ stand auf CD gesucht werden. Im Punkte C ist der Stoss stationaér geworden. 

. Fiir die Stossverzweigung wurde auf ein Druck-Geschwindigkeits-Dia- 
gramm zuriickgegangen. 


5. Beschreibung des Drosselvorganges 


In den Beispielen soll ein Stossdiffusor mit der Mach-Zahl M,, = 3,0 ange- 
stromt werden. Zuerst hatte sich ein stationarer Zustand eingestellt. Im Diffu- 
sorinneren stand ein starker AbschluBstoss. Plétzlich wird die Austritts-Laval- 
Diise gedrosselt. Es entsteht dadurch eine Stérung, die sich stromaufwarts 
fortpflanzt. Der neue Querschnittsverlauf ist in Figur 12 stark ausgezogen, 
wahrend die gestrichelte Kurve fiir den Normalbetriebszustand gilt. Die Rech- 
nung beginnt in einem Zeitpunkt, in dem die Stérung, die sich zu einem Stoss 
aufsteilte, in der Diffusorkammer angekommen ist (Figuren 11 und 12). In 
dem Charakteristikenbild ist bei dem ZeitmaBstab das gleiche Langenmass wie 
bei der Abszisse zu wahlen. Die Einheit ist jedoch kleiner. In der Laval-Diise 
hat sich wieder ein stationarer Zustand eingespielt, so dass man nun drei im 
wesentlichen stationare Gebiete unterscheiden kann: Das erste Gebiet, eine 
Uberschallstrémung (sie reicht von der Lippe des Diffusors bis zu dem Ab- 
schluBstoss), das zweite, eine Unterschallstrémung (sie schliesst sich daran an 
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a) Zustandsverlauf in b) Charakteristikenbild: c) Druck- und Geschwindigkeits - 
der Kammer: — Stossfront; —— Mach-Linie; verteilungen bei cy t = const: 
—— Druck; ——— feilchenbahn. — Druck; 
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Figur 11 


Der periodische Fall, 
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a) Zustandsverlauf in b) Charakteristikenbild: c) Druck- und Geschwindigkeits- 
der Kammer: — Stossfront; —— Mach-Linie; verteilungen bei cy ¢# = const: 
-—— Druck; —~-— Teilchenbahn. Druck: 

——— Durchflussmenge. —-—+— Geschwindigkeit. 

Figur 12 


Der aperiodische Fall. 


bis zur instationaren Stérung), und das dritte eine quasistationdre Strémung 
bis zur Laval-Diise. Da die instationare Welle schwach bleibt — ihr grésstes 
Druckverhaltnis betragt 1,34 — kann man zu Beginn isentrop rechnen. In 
diesem Anfangsstadium besteht der instationare Vorgang lediglich in einer 
stromaufwarts laufenden Stosswelle, die zwei praktisch stationare Strémungen 
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aneinanderkoppelt. Die Richtigkeit dieser Annahme fiir die Anfangsbedingun- 
gen bestatigt sich durch die anschliessenden Rechenschritte. Bemerkenswert — 
ist, dass der Druckriickgewinn iiber jenem vor der Drosselung der Laval-Diise 
hegt. 

Trifft die instationare Stérung auf den AbschluBstoss, so vereinigen sie sich 
zu einem einzigen Stoss, der nach links aus dem inneren Diffusor herauslauft. 
Von dem Tripelpunkt- des Zusammenstosses geht ein Expansionsfacher von 
geringem Ausmass und eine Unstetigkeitslinie aus. An dieser Unstetigkeits- 
linie, die eine Teilchenbahn darstellt, haben Druck und Geschwindigkeit die 
gleichen Werte, hingegen springt die Entropie. Die Konstruktion in der Zu- 
standsebene vereinfacht sich dadurch, dass die Abszisse W p'*f iiber die 
Trennungslinie hinweg erhalten bleibt. Daher kann man genau so rechnen wie 
bei stetigen Entropiednderungen; es tritt eine Verschiebung in der Ordinaten- 
richtung auf. 

Mit wachsender Zeit wird der resultierende Stoss etwas schwacher. Die 
dadurch entstehenden Entropieunterschiede sind gering. Man hat es auch hier 
mit quasistationéren Vorgangen zu tun. Hinter der Unstetigkeitslinie ist eben- 
falls ein quasistationares Gebiet und noch dazu Isentropie vorhanden. Wenn 
der Stoss hinausgewandert ist, muss fiir das Charakteristikenproblem eine 
Randbedingung eingefiihrt werden, die durch die Kennlinie gegeben ist. 


6. Der periodische Fall 


Zunachst soll der periodische Fall beschrieben werden, bei dem es zum 
«Brummen» kommt (Figur 11). Nachdem sich der Stoss draussen befindet 
(Cot = 2,0), strémt noch kurze Zeit Luft ein. Der Druckberg in der Kammer, 
der sich durch die Stésse ausgebildet hat, hat sich verstarkt und bewirkt eine 
starke Riickstroémung (vgl. Teilchenbahnen). Fiir diesen Fall wird der Ast der 
Eintrittskennlinien bei negativen Geschwindigkeiten gebraucht (Figur 6). Dazu 
wird Gleichung (2) umgeschrieben, indem man das Entropieglied aufteilt. 


n 1 \ (4 —1)/x r } 
n(n 
Ty und die e-Potenz sind bekannt. In der Kennlinie wird das Ruhedruckver- 
haltnis ~5/p) in Abhangigkeit von W p'* dargestellt. Fiir die Rechnung kann 
man alles in ein Diagramm einzeichnen, da mit dem Ruhedruck eine Beziehung 
zwischen den ersten zwei Variablen in der Vertraglichkeitsbedingung gegeben 
ist. Als Parameter erscheint eine Entropiegrésse (Figur 7). Da der engste 
Querschnitt nicht der Lippenquerschnitt in dem gerechneten Beispiel und 
damit die optimale Drosselstellung nicht der kritische Zustand war, musste der 
Eintrittszustand als Ausgangspunkt in den Kennlinien gewahlt werden. 


RSP RY 


ELAS 


_ Vol. IXb, 1958 Die Pulsationen von Stossdiffusoren 475 


Nachdem die Luft aus der Diffusorkammer ausgestrémt ist, hat sich dort ein 
~- Unterdruck gegentiber der Anstrémung ausgebildet. Es stromt Masse ein, die auf 
_ den ersten Teilchenbahnen hohe Entropie besitzt. Auf einem sehr schmalen 


_ Streifen schwimmt das Totwassermaterial durch den gesamten Diffusor. 


Tritt die Unstetigkeitslinie in Gebiete, in denen der Querschnitt rasch ab- 
nimmt, kann eine quasistationdare Strémung nicht mehr aufrechterhalten blei- 


_ ben. Die senkrechte Mach-Linie, bei der die Strémungsgeschwindigkeit gleich 
_ der Schallgeschwindigkeit ist, wird aus der Laval-Diise herausgeschwemmt. 
_ Nachdem sich die grossen Entropieunterschiede ausgeglichen haben, stellt sich 
im engsten Querschnitt wieder Schallgeschwindigkeit ein. Fiir die Berechnung 
_ ausserhalb des Gehaduses wurde der Querschnitt in einem kurzen Bereich kon- 
_ stant gelassen. 


Wie aus den Teilchenbahnen zwischen der ersten Unstetigkeitslinie und der 


_ Teilchenbahn mit schlechtem Ruhedruckriickgewinn hervorgeht, kehrt sich die 
_ Strémung im Diffusorinnern eine gewisse Zeit um. Es ist eine Teilchenbahn ein- 
_ gezeichnet, bei der dies fiir eine langere Zeit der Fall ist, die aber schliesslich 
_ durch die Laval-Diise lauft. Durch den rechtslaufigen Stoss wird der innere 
- Mechanismus nicht geadndert. Er hebt das Druckniveau an, das durch die 
_ Riickstr6mung sehr niedrig geworden war. 


Bei der Einstrémung wird die Eintrittskennlinie in Figur 6b verwendet. Die 


_ Geschwindigkeit steigt sehr schnell an. In der Nahe des theoretischen Opti- 
_malpunktes fiir die Drosselung (etwa cy t = 5,0) muss der Stoss wieder herein- 
- wandern. Damit tritt die stationare Uberschallstromung im Einlauf ein. Gleich- 
_ zeitig staut sich am Ende der Kammer vor der Laval-Diise die durchstrémende 


Menge, so dass ebenfalls dort ein Stoss entsteht. Dieser Stoss erweist sich als 


_ grosser als der zur Zeit cyt = 0 auftretende. An der Stelle, wo die beiden links- 


laufigen Stésse aufeinandertreffen (auch der neue Abschlufstoss ist links- 
laufig!), ist derselbe Druck wie in der ersten Periode erreicht. Der resultierende 
Stoss hat also dieselbe Starke wie nach der ersten Stossinterferenz. Dadurch 
sind im Gebiet zwischen Stoss und Unstetigkeitslinie fast die gleichen Zu- 
stande wiederhergestellt. Die Ortskoordinaten sind etwas geadndert gegeniiber 
den friiheren Werten. Hinter der Unstetigkeitslinie haben sich dagegen ver- 
schiedene Zustande eingestellt, die durch die neue Stosskonfiguration bedingt 
sind. Aus diesem Grunde ist der Entropiesprung jetzt etwas grosser. 

Oberhalb des neuen und des alten Tripelpunktes ist das Charakteristiken- 
bild sehr ahnlich. Bei Vergleichen muss man beriicksichtigen, dass nicht sich 
véllig entsprechende Mach-Linien und Teilchenbahnen eingetragen sind. Trotz- 
dem kommt die gleichartige Tendenz sehr gut zum Ausdruck. Der Strémungs- 
mechanismus fiihrt neuerdings zu einer Ausstrémung, die sich nach etwa 
gleicher Zeit wieder umkehrt. 

Um den periodischen Vorgang deutlich erkennen zu lassen, sind rechts neben 
dem Charakteristikenbild Druck- und Geschwindigkeitsverteilungen zu ver- 
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schiedenen Zeitpunkten aufgetragen. Der Abstand vom zweiten Diagramm ab 
betriagt eine Viertelperiode. Wenn man das dritte und siebte Bild betrachtet, 
so erkennt man eine gute Ubereinstimmung zwischen den Zustandsgréssen. Die 
Entropie ist wegen des gleichstarken Stosses identisch. Die Bedingungen von 
cyt = 4,0 sind bei cy¢= 10,0 wiederhergestellt. Die Abweichungen sind so 
geringfiigig gegentiber den maximal auftretenden Werten, dass an einem perio- 
dischen Ablauf bei weiterer Rechnung nicht gezweifelt werden kann. Es ist be- 
merkenswert, dass der Vorgang nach rund 3/2 Schwingungen bereits perio- 
disch geworden ist. Aus diesen Ergebnissen errechnet sich bei einer Lange des 
Diffusors von 27,15 cm eine Frequenz von ungefahr 200 Hz. Fiir einen ahn- 
lichen Fall hat HERMANN etwa 165 Hz gemessen. 

Von Bedeutung ist ebenfalls der Druck und die Durchflussmenge in der 
Diffusorkammer. Beide Werte wurden fiir « = 0,735 berechnet und iiber der 
Zeit aufgetragen (Figur 11a). Wie aus den Kurven ersichtlich ist, macht sich 
die Riickstr6mung bis in die Kammer bemerkbar. Die Spriinge riihren teils von 
Stéssen, teils von Unstetigkeitslinien her. Als mittleren statischen Druck er- 
halt man #/p) = 0,350, und fiir den Mittelwert des Durchsatzes, der auf die 
Anstrémmenge bezogen ist, ergibt sich 
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7. Der aperiodische Fall 


Unter aperiodischem Fall soll das gedimpfte Einpendeln in einen neuen 
stationaren Zustand verstanden werden. Erst durch die Verschiedenheit der 
Eintrittskennlinien andert sich der Mechanismus. Fiir die Einstrémung soll 
die Eintrittskennlinie mit zunehmender Masse auch zunehmende Entropie 
ergeben (Figur 8). Ausgangspunkt fiir die Kennlinie ist wieder der Zustand 
hinter dem im Lippenquerschnitt befindlichen Stoss. 

Hierbei kommt es tiberhaupt nicht mehr zu einer Riickstr6mung. Durch 
die gesundere, einstr6mende Menge wird der Ruhedruck am Einlauf grésser 
als in der Diffusorkammer. Nach und nach stellt sich eine Druckverteilung ein, 
die einer stationaren gleicht. Dieser Zustand wird erst dann erreicht, wenn die 
Masse mit der hohen Entropie, die durch die Stdésse hervorgerufen wird, durch 
die Laval-Diise hindurchgestrémt ist. In diesem Beispiel miisste man am 
besten noch einige Zeit weiterrechnen, bis sich die Pendelungen ausgeglichen 
haben. In einer Zustandsebene kann man sehr gut schon den stationaren Punkt 
erkennen. 

| Zur rechten Seite des Charakteristikenbildes sind Druck- und Geschwindig- 
keitsverteilungen zu den gleichen Zeiten wie beim periodischen Fall einge- 
zeichnet. Schon bei cy t = 2,5 — das erste Diagramm ist wegen der Anfangsbe- 
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_ dingungen identisch — sieht man einen wesentlichen Unterschied, besonders in 
dem Verlauf der Geschwindigkeit. Bei cy¢= 4,0 treten die Abweichungen 
_ deutlicher auf. 

; Anhand der Zustandsverlaufe in der Diffusorkammer erkennt man die 


J Pendelungen. Die stationaren Werte sind am Ende der Kurven angedeutet. 


-- 


8. Zusammenfassung 


Die Ergebnisse zeigen sehr anschaulich die Bestatigung des aufgestellten 

- Pulsationskriteriums. Danach kommt es zu einem periodischen Vorgang, wenn 

die Verluste am dusseren Diffusor mit zunehmendem Durchsatz durch den 

_ Lippenquerschnitt abnehmen. Hingegen stellt sich ein neuer stationdrer Zu- 

- stand ein, wenn die Verluste am dusseren Diffusor mit abnehmendem Durchsatz 

_ zunehmen. Der Charakter der verwendeten Eintrittskennlinien ist wohl richtig, 

wenn auch ihr quantitativer Verlauf besser aus Versuchen entnommen wird. 
Im Fall des Brummens wiirde man nach einer weiteren Periode im Rahmen der 
Rechengenauigkeit keine Unterschiede mehr erkennen kénnen. Obwohl der 

: erste Tripelpunkt der Stdsse durch die Anfangsverteilung vdllig beeinflusst ist, 

_ ist der stromaufwartswandernde AbschluBstoss nach dem zweiten Tripelpunkt 
nahezu mit jenem nach dem ersten identisch. 

Bei dem aperiodischen Fall ist der stationaére Zustand bei cg ¢ = 5,0 schon 
weitgehend erreicht, obgleich die von cy ¢ = 2,0 ausgehende letzte Teilchenbahn 
mit der hohen Entropie noch nicht in der Diise angelangt und damit noch nicht 
einmal vollig isentrope Strémung erreicht ist. 
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Summary 


The pulsations inside heavily throttled shock diffusers are calculated assuming 
certain relationships between the entry mass flow and the pressure recovery in 
the entry cross-section. It is then be shown that pulsations can only arise if the 
losses due to the external compression increase with decreasing entry mass flow. 
In the inverse case, with heavy throttling a new stationary flow condition sets 
in with reduced throughput. 


(Eingegangen: 9. Oktober 1957.) 
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Couche limite tridimensionnelle’) 


Lame hélicoidale en viration uniforme, dans un fluide au repos 
Fluide en viration uniforme sut pale hélicoidale fixe 


Par ADALBERT OUuDART, Paris, France?) 


1. Introduction 
1.1 Origine et nature du travail exposé 


1.11 Le sujet de cette communication a fait l’objet d’une collaboration 


_ extérieure de I’O.N.E.R.A. et fait suite A une note de M. Maurice Roy parue 


en 1949 aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences [1]°). 
Je veux remercier ici M. MauRIcE Roy, directeur général de 1’O.N.E.R.A., 


_ tout particuliérement pour l’autorisation qu’il m’a donnée de présenter cette 
~ communication. 


1.12 I] s’agit ici de couche limite tridimensionnelle, en particulier de la 


_ couche limite développée sur une lame hélicoidale par viration uniforme dans 
un fluide, et aussi de la couche limite d’un fluide en viration uniforme sur une 


plaque hélicoidale. 
Dans les deux cas, le mouvement du «fluide parfait» n’est pas changé, mais 
la viscosité provoque des couches limites. 


1.2 Principes de la méthode (figure 7) 


Les principes de la méthode ont été donnés dans ma note des «Comptes 
rendus» du 5 octobre 1953 [2]. Ils consistent dans: 

1.21 La prévalence de l’écoulement primaire de couche limite sur I’écoule- 
ment secondaire: l’écoulement primaire est I’écoulement le long des lignes de 
courant relatif du fluide parfait; l’écoulement secondaire est l’écoulement per- 
pendiculaire a ces lignes de courant. 

1.22 L’introduction de polynémes d’approximation (posés a priori du 4° et 
du 3¢ degré respectivement). 

1.23 L’introduction d’une généralisation du critére de décollement, que 
SEARS avait donné seulement pour le cylindre dérapé. 

On considérera seulement des couches limites laminaires. 


1) Communication au Congrés de la GAMM a Hambourg (23-27 avril 1957). 


2) Centre d’études supérieures de mécanique. 
3) Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie, page 489. 
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1.3 Analyse, critique et confrontations expérimentales 


La méthode et les principes ont fait l’objet d’une analyse et d’une critique 
de E. A. EICHELBRENNER. M. EICHELBRENNER a joué un rdle fondamental | 
dans la mise au point et dans la mise en ceuvre, dans l’application aux ellip- 
soides et aussi dans les confrontations expérimentales. 


. 


Figure 1 
Lignes de courant, équipotentielles et ligne de décollement sur un ellipsoide incliné ([3] figure 1). 


Les recherches de M. WERLE dans le tunnel hydraulique de |’O.N.E.R.A. 
ont montré (A la mesure de la validité du principe de prévalence et de la 
méthode de KARMAN-POHLHAUSEN) l’intérét de la méthode et son succés. 

Un film trés intéressant a été exécuté: ce film a été montré a Stuttgart et a 
Karlsruhe; des photographies ont également été envoyées dans diverses uni- 
versités. 

1.4 Vue d’ensemble sommaire 


L’intérét des résultats obtenus pour l’ellipsoide de révolution incliné de 10° 
sur le vent, m’a conduit a utiliser cette méthode de prévalence aux deux pro- 
blémes de couche-limite posés. 

Le but du travail était d’examiner si le fait tridimensionnel peut provoquer 
le décollement dans ces deux cas fondamentaux. 

De plus, a la demande de MM. Maurice Roy et ROBERT LEGENDRE, j’ai 
développé un examen «a postériori» des conditions de validité de la méthode. 


1.5 Le probleme de U.T. Bidewadt 


Le choix de profils de vitesse P, et P, «a priori» peut donner des résultats 
assez peu satisfaisants pour les profils de vitesse eux-mémes, par exemple dans 
le cas du mouvement giratoire d’ensemble d’un fluide au-dessus d’un plan 
immobile. 

Une phrase de SCHLICHTING [4] sur la résolution du probléme par BOpE- 
WADT «d'une maniére vraiment pénible» m’a conduit a appliquer ici cette 
méthode de résolution simplifiée mais grossiére. 

Avec les profils P; et P, on ne retrouve pas naturellement les oscillations 
obtenues par BOpEwanpt [5]. Cependant, les ordres de grandeurs des princi- 
paux résultats sont respectés; par exemple: 


fs 
5 
4 
= 
“a 
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Angle de la direction limite pariétale du courant avec la vitesse circonféren- 
_tielle: 60,9° au lieu de 50,6°. 
Coefficient du débit axial: 1,19 au lieu de 1,349. 


2. Fluide en viration uniforme sur pale hélicoidale fixe 
2.1 Définition du probléme (figure 2) 


On considére un fluide animé de la vitesse 7% paralléle 4 Ox et de la rotation 
_d’ensemble w autour de cet axe. 


Figure 2 
Fluide en viration sur un hélicoide fixe. 


Les filets fluides sont des hélices dont le pas / est constant le long du rayon. 
On matérialise une surface de courant a partir d’un rayon OM,: on obtient 
la pale hélicoidale fixe. 


2.2 Ecoulement externe 


La pente de V’hélice sur l’axe est 
7 Dt Se 


tgB = a (1) 
et l’on a 
Ue = mae (2) 


(u, vitesse hors de la couche limite). 


2.3 Ecoulement de couche limite 


2.31 La vitesse w paralléle 4 Ps croit de O a la paroi jusqu’a u, pour n = O. 
La vitesse w paralléle 4 Pz (direction radiale) part de O 4 la paroi et revient 
a O pour 1 = 0. 


ZAMP IXb/31 
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Nous introduirons donc le «principe de prévalence». 
2.32 Equations de base. Les équations de base sont 


Ou Ou Ou 0°2u 
a te (# Os Saar Sa ro eee 6) 
Op Ow Ow Owy  O*w a Op 2 
ete og eh et Brae) oP ae Sa 
Ou ov Ow 
be apes 6) 


Ces équations justifiées par M. E. A. EICHELBRENNER pour le cas de 
Ll écoulement irrotationnel externe restent a justifier pour un écoulement rotationnel 
externe; mais il n’y a pas la de danger redoutable. 
Le principe de prévalence conduit 4 supprimer les termes soulignés. 
2.33 Ecoulement primaire de couche limite [équations (3) et (5)]. C’est 
l’écoulement de Biastus; d’ot, par la méthode de KARMAN-POHLHAUSEN 
U 


nH 
Frage elif Oa 1 avec = ae (6) 


vs v@ 
6 = 5,83 // ye = 5.83 > (7) 


6 ne dépend pas du rayon et il en est de méme du profil u/w,. 
2.34 Ecoulement secondaire [équation (4)]. On obtient 


et 


wr 6? 
w= — On (q— 1). (8) 
Il y a afflux vers l’axe 
df (5,83)3 pll2 [5/2 
oa ize 6? * cos B up!? ? (9) 
soit 
> 2 or 2 
INS) ees eee 3 —1/2 as or 
Qx —F oho Ro Jas (2zy, (10) 
avec 
l 
aye 
R= a, (11) 


2.4 Recherche de la ligne de décollement 


2.41 On applique le critére de Srars tel que je l’ai généralisé: «La ligne de 
décollement est l’enveloppe*) des lignes de courant limites pariétales.» 


4 ; . : ee 
. ) M. E. A. EICHELBRENNER a montré qu'il s’agit en général d’une ligne de courant pariétale 
singuliére bornant le domaine. 


os cA) & 
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2.42 On obtient ainsi l’équation différentielle de la ligne de décollement 


ds es? Uz + w2 v2 


dy w2s aves A= (5,83) ' (12) 
_En posant 
: o jor 2 -, POs \2 
i= (F*) et | (13) 
' et avec 
t=t pour 7=0 - (14) 
on obtient la famille de translation 
z=Int+?#— (Ini,+%). (15) 


2.43 Les lignes de courant linutes pariétales n’ont donc pas d’enveloppe: On 
ne trouve pas de ligne de décollement. 
2.5 Remarque 


Pour s=+7 = c et @ ¢ =u, on obtient 


(+) = 126 = 63s 
U, max 2 


Les conditions d’application du principe de prévalence ne sont pas remplies: 
Ja question de validité de la méthode se pose donc. 


3. Lame hélicoidale en viration uniforme dans un fluide 
3.1 Définition du probléme (figure 3) 


On considére maintenant une plaque hélicoidale dont la composante de 


vitesse paralléle a O est —V et dont la vitesse de rotation est ©. 
La trajectoire de chaque point de la plaque est une hélice pour laquelle on a 


2nY7 Or 
tgp = -5 (1) 


et la plaque elle-méme est formée avec des hélices qui s’appuyent sur un rayon 


MZ. 


3.2 Ecoulement relatif hors de la couche limite 
La vitesse relative du fluide par rapport a la plaque est 


V, —or. 
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3.3 Ecoulement de couche limite. Axes locaux (figure 4) 
3.31 M. Maurice Roy a choisi les axes locaux suivants: 
M, helice; 
M,, normale a M,,; 
M, direction radiale centrifuge; 
v, varie deO a jv? + w?72= V,; 


v, part de O pour revenir a O. 


Figure 3 Figure 4 
Hélicoide en viration. Ecoulement de couche limite. Axes locaux. 


Comme M. Maurice Roy l’a montré, v, peut cependant atteindre des va- 
leurs importantes (de l’ordre de V comme v, au moins) lorsqu’on s’éloigne de 
l’axe. 

3.32 Equations de la couche limite. M. Maurice Roy a établi les équations 
de la couche limite; ce sont 


Ov, Ov, Ov, ty 
eae se Fos bia a (2) 
v, sin B . 02u 
Us 22 ain bes Sie Sf a i (v, sinB — 2 7) wane (3) 
ae dv, Ou, (v, sin B — w 7)? 0?u 
dp a Uy Ps = U, or es V. ae age . (4) 


“one 
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Par application du principe de prévalence, ces équations deviennent 
dU, , OU_ 
/ 
du, Ov, 0?u 
ecgert Onan ae ©) 


avec l’équation (4) pour l’écoulement secondaire. 


3.33 Ecoulement primaire de couche limite. C’est encore l’écoulement de 
-Brastus et l’on a 
U 


FH 2n- 2+ yt avec n= = (7) 
et 
VS. 
6 =5,83 ee e (8) 
3.34 Ecoulement secondaire de couche limite. On obtient 
i w? 62 
Pe op — 4 Dl meet ke (9) 
ll y a reflux venant de l’axe 
5 OLY w 7r\2 
Q=ZwehRw<* 14+ (7) (10) 
avec 
Ree ds (11) 


v 


3.4 Recherche de la ligne de décollement 
On retrouve le résultat suivant: Les lignes de courant limites pariétales 
mn ont pas d’enveloppe: On ne trouve pas de ligne de décollement. 
3.5 Remarques 


On retrouve les mémes conclusions avec inversion du flux axial. 
La concordance des valeurs provient seulement des approximations de cal- 
cul; elle est seulement approchée et nullement réciproque. 


4. Validité des résultats 


4,1 Objet de cette section 


Comme il a été dit au paragraphe 2.5, il y a une question de validité des 
résultats: c’est l’objet de cette section. 


486 ADALBERT OUDART ZAMP 


4.2 Méthode utilisée 


4.21 On fait une confrontation globale par une méthode intégrale, des 
termes des équations aux dérivées partielles. 

4.22 Principe. On considére les 3 cas suivants: 
1° L’écoulement le long d’une plaque plane infiniment mince; 
2° la plaque hélicoidale en viration dans un fluide au repos; 
3° le fluide en viration sur une plaque hélicoidale fixe. 

Les raisonnements qui conduisent a la relation globale de KARMAN donnent, 
avec A plus grand que 6 


A A 
dv2 Ov; 0?v 

i e dn+ (Ys%)4 + T= —» (558), +f Fst dn (1) 

0 0 

avec 


1° pour la plaque plane 


2° pour la plaque hélicoidale avec un fluide immobile 


n= f tne (v,sinB — 27) in/out <2 dn; 


3° pour le fluide sur plaque hélicoidale fixe’) 


De méme, on a 
Ov, 
/ TOR: dn + () 5 sig oF = 0 (2) 
0 
avec 


1° pour la plaque plane 
T, = 0; 


, 


2° pour la plaque hélicoidale avec un fluide immobile 


T, =/(& ) dn; 


5) v, et vs sont remplacés par w et u. 


PATA 


Ae 


ie. 
ve 
é 
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3° pour le fluide sur plaque hélicoidale fixe®) 
“ 0 
A i => oe dn ° 


On a ensuite 


0?v, 
552 (3) 


A F A av? A 

V v2 dn — [ t dn-+V Th T=»(52) — y 
dn }o 
i) 0 

On confrontera pour l’approximation prandtlienne le dernier terme du 
second membre avec le premier, et de méme V TJ; — TJ; a l’ensemble des deux 
autres termes du premier membre pour l’approximation résultant du principe 
de prévalence. 

Ainsi, c’est une méthode intégrale. 


4.3 Résultats pour V approximation prandtlienne 


La méthode intégrale donne pour la plaque plane le rapport 


14 Uw % 
Tee cae ayec K,.= at (4) 


R est l’«erreur intégrale» relative dans la méthode de Kart POHLHAUSEN 
quand on néglige le terme 0?u/0x? vis-a-vis du terme 02u/dy?. 
Pour R, = 1400, l’erreur est inférieure a ¢ = 1/100. 


4.4 Résultats pour les deux mouvements de viration 


On suppose que la plaque hélicoidale a une profondeur constante; cette 


profondeur C est mesurée le long des hélices. 
La figure 5, ot « est une limite supérieure de l’erreur relative intégrale, 
donne les résultats de cette confrontation pour diverses valeurs de e. 


5. Conclusions finales 
5.1 Expressions générales 


a) Dans1’écoulement d’un fluide en viration sur un hélicoide considéré comme 
fixe, il existe un courant radial centripéte. 
b) Dans le mouvement de viration d’une plaque hélicoidale, il existe un courant 


radial centrifuge. 
c) Ces deux courants ont, pour le méme hélicoide et les mémes vitesses, la 


méme grandeur dans les approximations faites. En fait, une méthode plus 
fine apporterait une certaine différence. 
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d) Les lignes de courant limites pariétales ont la méme inclinaison mais de — 


signe contraire. 
En fait, une méthode plus fine apporterait aussi une certaine différence. 


ple 


50 


4/100 Alvéole fixe. 
c= 
40 


30 


20 


0 oi st [Ig él Alvéole mobile. 
Figure 5 
Confrontation des termes par une méthode Figure 6 
intégrale. Alvéoles fixes et en rotation. 


e) La méthode ne fournit pas de décollement; c’est ici une présomption d’au- 
tant plus forte que l’allongement de la plaque pour une pente marginale 
donnée de celle-ci est plus grande. 

f) Dés lors, la méthode nous conduit 4 penser que le décollement laminaire 
pour un profil donné représente une condition ferme pour le décollement 
tridimensionnel d’une plaque hélicoidale de méme profil. 


5.2 Supputation (figure 6) 


x 


Quand on pense a une alvéole limitée par 2 cylindres et 2 plaques héli- 
coidales, on peut alors supputer l’existence de 2 tourbillonnements secondaires. 
La figure 6 en donne le schéma dans les deux cas. 


i ee 
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a 


a | bik) 


Naturellement, les deux tourbillonnements sont entrainés par la vitesse 
_ générale, et l’inversion du passage d’une roue fixe a une roue mobile doit dimi- 
nuer leur importance. 

Naturellement, le schéma laminaire est loin de se réaliser. 
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Zusammenfassung 


= Es handelt sich um die Grenzschicht an einer schraubenférmigen Platte bei 
_ gleichférmigem Eindringen in eine Fliissigkeit, sowie um die Grenzschicht in 
einer Fliissigkeit bei Umstr6mung einer schraubenformigen Platte. 

In beiden Fallen wiirde die Bewegung einer reibungslosen Fliissigkeit durch 
die Platte nicht gedndert werden; durch die Reibung entstehen aber Grenz- 
_ schichten. 
| Das Verfahren gibt keine laminare Ablésung; doch handelt es sich dabei nur 
um eine Vermutung, die aber um so wahrscheinlicher ist, je grosser bei gegebener 
Randneigung das Seitenverhaltnis der Platte ist. 


- (Regu: le 25 juin 1957.) 
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Zur Thermodynamik dissoziierter Gleichgewichtsgemische 


in dusseren Kraftfeldern 


Von WoLFGANG PAULI, Ziirich, Schweiz’) 


1. In der Herleitung der Formeln fiir das chemische Gleichgewicht in der 
phianomenologischen (nicht-statistischen) Thermodynamik nach der Methode 
von VAN’T Horr tritt dadurch eine Schwierigkeit auf, dass im allgemeinen die 
getrennten Phasen instabil sind. Um die Ideen zu fixieren, soll im folgenden die 
Dissoziation des molekularen Joddampfes in den einatomigen Zustand durch 
die Reaktion 


Je 2J (1) 


im Gleichgewicht betrachtet werden. Da reversible Prozesse zu ihrer Realisie- 
rung im Prinzip unendlich lange Zeit brauchen, ist die Trennung des Gemisches 
in Teilgase durch semipermeable Wande im Sinne der klassischen Thermo- 
dynamik nur verwertbar, wenn zugleich die Reaktion durch « Dekatalysatoren» 
unterbunden wird. Andernfalls wird auf beiden Seiten der Wand die Reaktion 
(1) wieder einsetzen und zur Wiederherstellung des Gleichgewichtes fiihren, ehe 
eine reversible Trennung vollzogen ist. 

In der statistischen Thermodynamik ist die Situation insofern geandert, 
als diese die thermodynamischen Funktionen mit Hilfe der Zeitgesamtheit 
auch fiir Zustande mit endlicher Lebensdauer definiert. Die kanonische Ge- 
samtheit garantiert die Unabhangigkeit des thermischen Gleichgewichtes von 
den Geschwindigkeiten der Reaktionen, die bei seiner Einstellung eine Rolle 
spielen. 

Es schien mir jedoch von Interesse, ob man mit geeigneten Annahmen tiber 
stabile Gleichgewichtszustainde allein auskommen kann, um die bekannten 
Formeln fiir das Gleichgewicht, zum Beispiel im Falle der Dissoziation eines 
zweiatomigen Molekiils in Atome, wie in (1) herzuleiten. Es ergab sich, dass das 
in der Tat der Fall ist, wenn man die Anderung der Reaktionswairme in einem 
auf Molekiile und Atome verschieden wirkenden Kraftfeld geeignet beniitzt. 

Im Falle des Joddampfes ist hierfiir ein Magnetfeld geeignet, da die Jod- 
molekiile diamagnetisch, die Jodatome aber paramagnetisch sind. Vernach- 
lassigt man den Diamagnetismus der Jodmolekiile, so ist die Anderung der 
freien Energie F im ausseren Magnetfeld fiir N, freie Grammatome gegeben 


1) Physikalisches Institut der ETH. 
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durch A 
F(Z) = F(0) — = Ny x(T) H?, ‘, kes 


wobei der Atommagnetismus y im allgemeinen temperaturabhangig ist. Dies 
bedingt eine Herabsetzung der Dissoziationswarme und damit eine Verschie- 
bung des Gleichgewichtes zugunsten der Atome im ausseren Magnetfeld. 

Im folgenden Abschnitt 2 werden die reversiblen Kreisprozesse bei konstan- 
ter Temperatur und konstantem Druck untersucht, die bei Kommunikation 
eines Gefasses im Magnetfeld mit einem Gefiass ohne. Magnetfeld entstehen. 


_ Es ist dabei nur notig, anzunehmen, dass die allgemeinen hydrostatischen Gleich- 


gewtchtsbedingungen im dusseren Feld, welche bei konstanter Temperatur die 
Gibbsschen chemischen Potentiale enthalten, durch die Existenz der chemischen 
Reaktion nicht veraindert werden. Semipermeable Wande werden dabei nicht 
verwendet. 

Der Abschnitt 3 behandelt den Sonderfall idealer Gase, in welchem der 
Zusammenhang der Temperaturabhangigkeit der Gleichgewichtskonstante der 
Partialdrucke mit der Reaktionswarme besonders tibersichtlich wird. 

Die Behandlung allgemeinerer Reaktionen mit analogen Methoden, die nur 
Gleichgewichtszustaénde verwendet, ist ebenfalls méglich, doch wird sie weniger 
elegant und durchsichtig als in dem hier behandelten Fall einer einfachen 
Dissoziation. 


2. Wir verwenden im folgenden dasjenige Gibbssche Potential ® fiir das 
Gleichgewichtsgemisch, dessen Differential bei fester Substanzmenge gegeben 


ist durch qP=—MdH—SaT+Va. (3) 


(Werden die Arbeitsleistungen an den Quellen des Magnetfeldes mitberiick- 
sichtigt, so ist bekanntlich die Arbeit + H dM und nicht — M dH. Fiir die im 
folgenden betrachteten Kreisprozesse heben sich diese Arbeitsbetrage jedoch 
fort.) 

Die freie Energie F ist gegeben durch 


F=6-pV=0-0(5°) 


‘Op 
Die Gibbsschen chemischen Potentiale j, fiir ein Gemisch werden gewohnlich 
hg (d®) p Te (aF )y, fo: daa Dm [x AN; (4) 
R 


definiert, worin N, die Molzahlen (bzw. Grammatomzahlen) sind. 
Aus Homogenititsgriinden gilt ferner fiir dN;, = N;, aA, d® = @ dj, so dass 


auch D= Sy Ny- (5) 
k 
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Die Gleichsetzung des Differentials von (5) mit der Summe aus (3) und (4) 
ergibt die von Grsss angegebene Formel?) 


B= SN, dy: (6) 
k 


Fiir reversible Zustandsanderungen bei festem H und T und fester Substanz- 


menge gilt daher rep a Wadi : (6a) 
B 


In einem Ausseren Kraftfeld mit der freien potentiellen Energie E,%,(x) 
pro Mol (bzw. Grammatom) der k-ten Komponente, gilt 


fy = fx (0) + Epo), (7) 


wenn 1,(0) das chemische Potential bei Abwesenheit des ausseren Feldes 
bedeutet. Zum Beispiel entspricht die Annahme (2) im Falle der Jodatome 


(Index 1) 1 
fy = fy (0) — 2 VAS Ie 2 Sar (7a) 


wahrend die Vernachlissigung des Diamagnetismus der Jodmolekiile (Index 2) 
der Beziehung 
[2 = [a(0) (7b) 
entspricht. 
Die Giltigkeit der von G1BBs*) im Falle eines ortsabhangigen Kraftfeldes 
bei ortsunabhangiger Temperatur fiir beliebige Gemische angegebene Gleich- 
gewichtsbedingung 


He = py(0) + Ehy(x) = const (8) 


bildet die Grundlage der folgenden Uberlegung *). 


2) J. W. Gisss, Collected Papers, Bd. 1, Nr. 3: On the Equilibrium of Heterogenous Substances 
(Longmans, Green & Co., New York, London und Toronto 1928), S. 88, Gl. (97). 

3) J. W. Gress, Collected Papers, Bd. 1, Nr. 3: On the Equilibrium of Heterogenous Substances 
(Longmans, Green & Co., New York, London und Toronto 1928), S. 144 f, Siehe speziell Gleichung 
(234), S. 146, die Becmennge on fly + gh = const, ..., + gh = const im Schwerefeld, worin 
h = Hohe ind die (4, pro Masteneinhelt definiert sind. 


4) Die Gibbssche Gleichung (6a) garantiert dafiir, dass als Folge von (8) die Gesamtkraft pro 
Volumeneinheit gleich 


N- 

4 he 

gradp = 3 * grad up (0) 
ren 

wird, wie es sein muss. 


Fir ideale Gase (siehe Abschnitt 3) wird 
Ny 
> grad uu;,(0) = gradp,, 


wenn p,, der Partialdruck der Komponente k bedeutet, so dass die Gleichgewichtsbedingung (8) in 
diesem Fall der Unabhingigkeit der Teilgase entspricht. 


ee eee ey 
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Y 


yr 


Im Falle des Vorhandenseins der Reaktion (1) werden wir nimlich die Gleichung 
_ (4) und (6) nur fiir solche Variationen dN, und du, als giiltig voraussetzen, fir 
_ welche auch der variirte Zustand ein Gleichgewichtszustand ist, so dass dN, und aN,, 
_ ebenso du, und du, in (4) und (6), dann nicht mehr als unabhangig vorausgesetzt 
werden diirfen. 

Es wird jedoch geniigen, vorauszusetzen, dass in Gefiassen mit ortsabhin- 
 giger Feldstarke die allgemeinen hydrostatischen Gleichgewichtsbedingungen (8) 
_ mit der Exnstellung eines chemischen Gleichgewichtes an jedem Ort vertriglich sein 

miissen. An jedem Ort wird sich als Funktion von Druck und Temperatur als 
_ Folge der Reaktion selbst eine bestimmte Gleichgewichtskonzentration von 
_ freien Atomen zu Molekiilen einstellen, und diese wird zugleich die hydrosta- 
_ tische Gleichgewichtsbedingung (8) mit (7a), (7b) befriedigen. Durch (5) und 
(8) sind dann auch in diesem Fall ,, “, einzeln bis auf eine additive Tempe- 
_raturfunktion [siehe unter (17)] definiert. 
Wir denken uns nun ein Gefass, in welchem die Feldstarke H herrscht mit 
_ Gesamtdruck # und Temperatur 7, mit einem anderen Gefass, in welchem die 
_ Feldstarke 0 und der Druck # mit gleicher Temperatur T herrscht, durch eine 
-kommunizierende Roéhre verbunden. In dieser mége die Feldstarke stetig zu 
Null absinken. In beiden Gefassen seien Stempel, welche das Volumen der 
_ Gefasse zu verandern gestatten. Durch Verschiebung der Stempel ist es méglich, 
auf reversible Weise bei konstantem Druck und konstanter Temperatur das 
ganze Gas aus dem einen Gefiss in das andere zu bringen. Dabei ist der Prozess 
—unendlich langsam zu fiihren, so dass in jedem Moment das chemische Gleich- 

gewicht sich einstellt, welches dafiir sorgt, dass in beiden Gefassen die relative 

Konzentration von J, und von J konstant bleibt. (Von einer Unterbindung der 
- Reaktion ist also keine Rede.) Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung 


[44(H) = p,(0) wai’ y(T) P= Mr» fe = Me (9) 


sorgt dann von selbst dafiir, dass die Konstanz des Druckes im einen Gefass 
auch die Konstanz des Druckes im andern Gefass zur Folge hat. 

Schliesslich ist auf reversiblem Wege das ganze Gas aus dem Gefass mit der 
Feldstarke H (Druck #, Volumen V) in das andere Gefass mit Feldstarke 0 
(Druck f, Volumen V) iibergefiihrt. Die geleistete Arbeit ist 


Dave SV: (10) 
Es ist f erner - 
D =, (11) 


da p, p und T konstant bleiben und dies bekanntlich gerade ausdriickt, dass 
die Entropiednderung der Systeme durch die der Warmereservoire gerade 
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kompensiert wird. (Es gilt auch 


Ga Bot SAV Oe Bee LS ee 
wenn E, E die zugehérigen Energien sind, daher 
A® = AE—~ TAS + pAV, A®=AE—TAS+PAV, 
so dass A® = A@® gleichbedeutend ist mit 
T(AS — AS) = AE + pAV — (AE + PAV) = (60 — 69).) 


Man kann diesen reversiblen Prozess auch zu einem reversiblen isothermen 
Kreisprozess erganzen. Man gehe im Gefass der Feldstarke 0 nach Entkopplung 
mit dem anderen Gefiss isotherm zu benachbarten Werten f+ dp, V + dV 
wiber. Arbeitsleistung 

OA =p) aV. (10a) 


Dann fiihre man das Gas wieder reversibel in das andere Gefadss mit Feldstarke 
H zuriick. Arbeitsleistung 


A'=A+d(pV) —d(pV) =A+pdV + Vdp —BaV —Vadp. (10b) 


Schliesslich entkopple man wieder die Gefasse und gehe im Gefass mit der 
Feldstarke H von den Werten # + dp, V + dV der Variablen isotherm zu den 


Werten #, V, zuriick. Arbeitsleistung 
A= — pa. (10c) 


Die Summe der Arbeitsbetrage (10), (10a), (10b), (10c) muss nach dem zweiten 
Hauptsatz verschwinden, was die Bedingung 


V dp =V dp (12) 

liefert, die bei festem T und H auch aus (11) gemass (3) folgt. 

Nach (6a) kann man das auch schreiben 
N, dy + Ny dig = N, djt, + Ny diay. (13) 
Aus (9) folgt nun 

duty = dity, duly = Afty; (14) 

ferner ist, wenn Z die Gesamtzahl der Jodatome bedeutet, 
Ne=Z =e) NaZe, M=Z= 20.0 are (15) 


da die Anderung der Teilchenzahlen und der Konzentration c der Molekiile 
durch die Reaktion J, = 2 J entstanden ist. 


i Wey 


Vol. IXb, 1958 Zur Thermodynamik dissoziierter Gleichgewichtsgemische 495 
Einsetzen von (14) und (15) in (13) gibt 
(— 2 du + due) (c —c) = 0. (16) 


Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (9) sorgt dafiir, dass c +680 
dass folgt 
e dla = 2 dpy 
_ oder 
Me= 24+ f(T), (17) 


worin /(7) eine reine Temperaturfunktion (unabhangig vom Druck) ist. Dies - 
ist die Bedingung der Vertraglichkeit der hydrostatischen Gleichgewichtsbe- 
dingung (9) mit der thermodynamischen Bedingung (12) des chemischen 
- Gleichgewichtes bei fester Temperatur. 
Hinsichtlich des Auftretens der additiven Temperaturfunktion in (17) ist zu 
_beachten, dass die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (8) oder (9) mu, 
und yw, nur bis auf zunachst willkiirliche additive Temperaturfunktionen defi- 
niert. Einsetzen von du, = 2 du, in (6) gibt fir dT = 0 


dD = Z dp, => Z dpty. 


Wir definieren die in py — 2 uw, verbleibende additive Temperaturfunktion 


durch die Festsetzung 
fa — 2 =H(T) = 0, (17a) 


i 
D=Lyy= 5 Z be, (18) 


die mit Gleichung (5) im Einklang ist. 
Fiir das Gefass im Magnetfeld folgt aus (9) und (11) 


OTB, H) = 52 joalT, P) = 2 ia T, B, H) = Z [inl B, 0) — 5 x HY), 


wobei die Gleichgewichtskonzentration der Molekiile als Funktion von T und 
p ausgedriickt gedacht ist. 


3. Die bisherigen Betrachtungen zeigen die Anwendbarkeit der hier ange- 
wandten Methode fiir beliebige Substanzen. Andererseits ist es auch instruktiv, 
wie die hierbei noch nicht spezialisierte Abhangigkeit der chemischen Potentiale 
von anderen Variablen sich in Beispielen konkret gestaltet. Hierzu eignet sich 
der Fall, dass fiir das betrachtete Gas, sowohl im einatomigen wie im zwei- 
atomigen Zustand die idealen Gasgesetze als giiltig vorausgesetzt werden. 

In diesem Fall bietet sich bekanntlich der Begriff Partialdruck als natur- 
gemiss dar. Dieser ist fiir Atom- bzw. Molekiilgas gegeben durch die Zustands- 
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gleichung RT RT ; 
b= NM =-7-Z (1-29), (19) 

IRI chee 


Der Gesamtdruck ist 


Also 


pe Oa ee eu 


Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (8) wird fiir ortsunabhangiges T’ 
einfach der Barometerformel entsprechend 


RT logp, — = 4 H*?= const, 2,=const, (22) 
pie ee: (22a) 


die chemischen Potentiale werden 


My(0) = RT logp,+ f(T), pe= RT logp, + f,(T); (23) 
und das Resultat (17a), (18) wu. = 2 wy lasst sich schreiben 


or = K(T), (24) 
RT log kK =—},(T)+ 27,(7). (25) 


In dem Gefass mit der magnetischen Feldstarke H wird 
+= K(T), (24a) 


R T logK(T) = R T log K(T) — 2 x He. (26) 
Das Resultat (18) lasst sich mit der Nebenbedingung (24), (25) auch schreiben 
@=Zc[R T log p, + f,(T)] + Z (1 — 2) [R T log p, + AA(T)], 


worin fiir p, und #, (21) einzusetzen ist. Vermége der Nebenbedingung gilt 
dann formal do 


mr lee = 0. (27) 


Die thermodynamische Relation 


Es oh ——(),(2) as 


a 


= 
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_ergibt sodann 


B-EpV Qe fal) d T 
: aa es a oe 7 Z(1—2c) Panes 
_ Der Vergleich der Falle c = 0 und c = 1/2 ergibt fiir Z = 2 die Interpretierbar- 
keit von 
d — 27,(T ae 
Oerie ar ( fi eee ') (29) 


als Dissoziationswarme pro Mol bei konstantem Druck. Der Vergleich mit (25) 
zeigt, dass 


ad Q 
-Entsprechend gilt im zweiten Gefass 
yi a a 
Fs a ak i208) 


Aus dem Vergleich mit (26) ergibt sich 


a — 


i = 1 ad x(T) 

Qo Voit Baa Hl” TS a Soe (31) 
-woraus die Herabsetzung der Dissoziationswirme im Magnetfeld hervorgeht. 
-Fiir das Curiesche Gesetz ¥(T) = C/T folgt aus (31) 


Cc 
Qn = Op — 2 H?. 


| Damit sind die bekannten thermodynamischen Eigenschaften des Gleich- 
-gewichtsgemisches vollstandig abgeleitet. 

Zum Schluss méchte ich meinem langjahrigen Freund und kritischen Be- 
rater in thermodynamischen Fragen, Herrn O. STERN, meinen herzlichen Dank 
aussprechen fiir aufklarende und ermutigende Diskussionen tiber das Thema 


dieser Arbeit. 


Summary 


For the example of the dissociation of iodine molecules into atoms, a method 
is given for the treatment of the thermochemical equilibrium, which differs from 
van’t Horr’s classic method by using only stable equilibrium states without any 
devices for changing the velocity of the reaction. Instead, the postulate is applied 
that the general hydrostatic condition of the equilibrium in external magnetic 
fields for constant temperature (GiBBs) must be compatible with the thermo- 
dynamic condition for the chemical equilibrium. The known properties of the 
mixture in equilibrium have been derived and the specialization for the validity 


of the laws of ideal gases is also given. 


(Eingegangen: 19. Juli 1957.) 


ZAMP IXb/32 


498 ZAMP 


Einige Messresultate von konisch zugespitzten Zylindern 
in Uberschallstr6mung 


Von ZBIGNIEW PLAsKowskKI, Ziirich, Schweiz?) 


Das Verhalten von Rotationskérpern in der Uberschallstrémung bildete 
das Thema einer theoretischen und experimentellen Untersuchung, die einer 
Gruppe von Diplomanden am Institut fiir Aerodynamik der ETH zur Autgabe 
gestellt wurde. Die Verbindung der beiden Aspekte — Theorie und Experiment — 
bei den Aufgabenstellungen fiir Studierende ist ein Beispiel fiir die padagogi- 
sche Tatigkeit des Jubilars. Sein besonderes Anliegen ist seit ehedem die Aus- 
bildung von Ingenieuren, die, theoretisch vorbereitet, das Experimentelle 
kennenlernen und es verstehen. Dafiir schulden die Schiiler und Mitarbeiter 
ihrem Lehrer ganz besonderen Dank, der mit diesem Aufsatz zum Ausdruck 
kommen mége. 

Fiir die vorliegenden Betrachtungen hat der Verfasser Messungen, die an 
konisch zugespitzten Kreiszylindern in der Uberschallstrémung durchgefihrt 
wurden”), ausgewertet und die Resultate emem Vergleich mit theoretischen 
Ansatzen unterzogen. 


1. Bezeichnungen 


a) Geometrie der Modelle 


D maximaler Modelldurchmesser = 2 R; 
F = ~ D® Modellhauptspant, hier gleich Heckflache; 


y= r(x)  Ortlicher Modellradius; 


au Modellabszisse, von der Kegelspitze aus gerechnet; 
Dx halber Offnungswinkel der Konen; 

ie Lange des Konus; 

ip Lange des zylindrischen Teils; 

L=L,+ L, totale Modellange; 

Hn ce Formparameter, hier 1 — wie : 


1) Institut fiir Aerodynamik an der ETH. 


) Die Messungen wurden wahrend der Diplomarbeiten im Wintersemester 1957/58 durch die 
Herren cand. Ing. P. Birrrker, E. Grar, P. Haas und M. Korprn ausgeftihrt. 
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d Durchmesser des Modellhalters an der Durchgangsstelle durch die 
é Heckflache. 
4 b) Ungestérte Anstrimung in der MeBstrecke 
EP oo statischer Druck; 
Po Ruhedruck; 
Eco Luftdichte; 
% absoluter Wassergehalt der Luft (g Wasser/kg Luft); 
Ba... Schallgeschwindigkeit; 
Y Anstrémgeschwindigkeit; 
q= pe V2? nomineller Staudruck; 
| M = ud Mach-Zahl; 
| Aco 
Re= ae2 Reynolds-Zahl, auf die Modellange bezogen. 
z c) Atmosphire 
Pp atmospharischer Luftdruck. 
d) Modell-Anstellung 
: a geometrischer Anstellwinkel gegeniiber der Anstrémrichtung. 
e) Aerodynamische Beiwerte (dimensionslos) 
; Ce = oF Normalkraft-Beiwert, senkrecht zur Modellachse, nach 


n) 


C, = 


Get ACy 


(c r 
. 8 : 
Crn= | Ky Sine 


ANo 
Ge. 


th 
gi 


Messung; 


Normalkraft-Beiwert, rechnerisch nach Ansatzen; 


potential-theoretischer Normalkraft-Beiwert fiir einen an- 
gestellten Konus; 

tabellarisierte Werte nach Kopat [1]3); 

Beiwert des Normalkraftanteils AN, infolge der zahen 
Queranstr6mung; 

Widerstandsbeiwert eines senkrecht angestromten » 
Zylinders; 

Tangentialkraft-Beiwert, parallel zur Modellachse, nach 


Messung; 


3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 508. 
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Gop =e ep potential-theoretischer Widerstandsbeiwert eines axial-— 
symmetrisch angestromten Konus; 

UG tabellarisierte Werte nach Kopat [2]; 

Cy, = Po Pe Druckkoeffizient (i = 1, 2, 3 und 4: DruckmeBstellen auf 


der Heckflache) ; 


4 
» C,, Beiwert der Heckkraft Ty, parallel zur Modellachse, 
ae nach Messung; 


AGE = Cn Ge Beiwert der Tangentialkraft abziiglich der Heckkraft, 
nach Messung. 


KS 
al 
ale 


Derivative 
, dCy ; gees 
i i 
Index 4 Werte fiir die Nullanstellung (bei Beiwerten und Deriva- 
tiven). 


2. Messungen 


Es wurden drei Rotationskérper untersucht, deren Spitzen aus je einem 
Konus und die Fortsetzungen aus einem Zylinder bestehen. Alle drei Kérper 
besitzen den gleichen Aussendurchmesser D = 25 mm, die gleiche Gesamtlainge 
L = 250 mm und somit den gleichen Schlankheitsgrad D/L = 0,10. Sie unter- 
scheiden sich voneinander durch den (halben) Offnungswinkel der Konen 6x 
und durch die Lange L; des zylindrischen Teils: 


K6érper Halber Offnungswinkel 6x 


Tha 
iets 
30° 


Die Messungen umfassten Dreikomponentenwagungen mit Hilfe der Deh- 
nungsmeBstreifen sowie Heckdruckmessungen. Die Modelle wurden an Haltern 
aufmontiert, deren Durchmesser d im Falle der Kraftmessungen 7,5 mm 
(d/D = 0,30) und bei den Heckdruckmessungen 5,5 mm (d/D = 0,22) betrugen 
(Figur 1). Die Durchfithrungséffnungen in den Heckflachen ergaben einen 
kleinen Ringspalt um die Halter herum. Dadurch wurde eine ungestorte 
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_ Wagung der Krafte gesichert und eine eventuelle Beeinflussung der Grenz- 
_schicht am Modell durch die Grenzschicht am Halter verhindert. 

__ Fiir die Heckdruckmessungen wurde ein separater Heckteil mit vier Druck- 
anschliissen von je 1 mm Bohrung verwendet. Die Druckanschliisse wurden in 


eee) Bias wh eo tir els 


Figur 1 


Aufbau der Modelle. Von oben nach unten: 

-Modellhalter mit Waageneinrichtung fiir die DehnungsmeBstreifen (gebaut von der Firma Contraves 
AG, Ziirich); Vorderteil des Kérpers I mit dem halben Offnungswinkel 9x = 7,5°; Kérper II mit 

0x = 15° in seinen Bestandteilen; Vorderteil des Kérpers III mit 0% = 30° (links) und Heck fiir 

Druckmessungen (rechts); 10-cm-Mafstab. 


einer Entfernung 2 R/3 von der Modellachse angebracht. Durch diese Anord- 
nung versuchte man, dem mittleren Heckdruck méglichst nahe zu kommen. 
Wie leicht zu zeigen ist, wiirde bei einer linearen Druckverteilung iiber den 
Radius die Druckanzeige in 2 R/3 den aquivalenten Mitteldruck der Kreisflache 
ergeben. Diese Regel gilt fiir einen nach aussen linear zu- wie abnehmenden 
Druck. 

Die Messungen wurden durchgefiihrt im Uberschallkanal des Institutes [3] 


bei folgenden mittleren Betriebsdaten: 


1 1 
Nirs £67, Re ~0,63-10°, bo = Pa» Pog ae PB 


.% 1g Wasser/kg Luft. 


z 


. 
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Einen messtechnischen Extremfall stellte die Kraftmessung am Ko6rper III 
dar. Bei diesem stumpfen Kérper (0, = 30°) lagen die Tangentialbelastungen 
an der Zuldssigkeitsgrenze der verwendeten Waage (vgl. die Streuungen der 
Messpunkte fiir den Kérper III in den Kurvenblattern), so dass man gendtigt 
war, den Kanal stark zu evakuieren. Deshalb erfolgte diese Messung bei 
etwas anderen Betriebsdaten: 


1 al 
M 1,674, Rewx0,55-108, bo ® | bs und ho © 35 Pa - 


Der Betriebszustand im Kanal war nach jeweiliger Einstellung sehr stabil, 
so dass man angenehmerweise mit zeitlich konstanten Kanalwerten fir alle 
Messpunkte innerhalb einer Messung rechnen konnte. Diese Eigenschaft des 
Institutskanals diirfte im wesentlichen auf seinen giinstigen Querschnittsver- 
lauf und auf die grossen rotierenden Massen des Axialkompressors und des 
Gleichstrommotors zuriickzufiihren sein. 


3. Messresultate 


A. Kraftmessungen 


Die ausgewerteten Resultate der Wagungen sind fiir alle drei Kérper in 
Figur 2 dargestellt. Die tiblichen dimensionslosen Beiwerte der Normalkrafte 
Cy und der Tangentialkrafte C; sind in Funktion des Modell-Anstellwinkels « 
gegentiber der Anstr6mung aufgetragen. 

Daselbst sind zum Vergleich die rechnerischen Normalkraft-Beiwerte 
(Cy), eingezeichnet, die nach folgenden Ansaitzen bestimmt wurden [Formel 
siehe unter Bezeichungen, Punkt e) |: 

a) Der potential-theoretische Anteil der Normalkraft wird vom Konus allein 
geliefert, und er ist durch einen umgerechneten Beiwert Cx y fiir die schrage 
Uberschallanstrémung der Konen nach Kopat erfasst. 

b) Die Auswirkung der Zahigkeit auf die Normalkraft wird nach bekannter 
Widerstandsbetrachtung [4] fiir die transversale Anstromungskomponente 
V sina abgeschaétzt und in Form eines Beiwertes ACy beriicksichtigt: 


Will man global einen mittleren Zylinder-Widerstandsbeiwert Cy, fiir den 
ganzen Koérper verwenden, so lasst sich ACy vereinfachen: 


3 


- 
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0 = Korper I 


a Keren 


Figur 2 
_Normalkraft-Beiwerte Cy (nach Wagung) und (Cy), (rechnerisch), sowie Tangentialkraft-Beiwerte 
Cr (nach Wagung) in Funktion des Anstellwinkels « fiir Kérper I, II und III. 
Messdaten: Korper I, M =1,667, Re = 0,634- 108; 
Kérper II], M =1,677, Re = 0,630- 108; 
K6rper III, M = 1,674, Re = 0,552- 108, 
Messkurven = ausgezogen mit den Messpunkten darauf. 


-wobei der Formfaktor m aus der Geometrie bestimmt wird: 
L 


n= ar | re) ax. 


0 
Fiir die hier betrachteten Kérperformen wird 1 besonders einfach: 
Korper I: «w= 0,8101; 


DIL 
4 tg Ox 


n=1-— K6rper II: .»'= 0,9067; 


Korper III: = 0,9567. 


In Anlehnung an VAN Dyke [4] wird zur Berechnung von “AC; w ein Wert 


Cy,, = 1,2 gewahlt. 
Einen weiteren Vergleich zwischen Messung und Theorie vermittelt Figur 3. 
Darin sind die Resultate fiir die Nullanstrémung bei verschiedenen Offnungs- 


winkeln der Konen dargestellt. 
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Figur 3 
Einfluss des halben Offnungswinkels 0% der Konen auf die aerodynamischen Kraftbeiwerte und ihre 
Winkelderivativen bei Nullanstellung x = 0. 
Tangentialkraft-Beiwerte: Cr, total, nach Wagung; Cx, fiir Konen allein, potential-theoretisch, 
umgerechnet nach Korat; Cy, aus den Heckdruck-Messungen; ACy, = Cr, _ Cy, = nach Mes- 
sungen; Normalkraft-Derivative: CN, total, nach Wagung; Ckn, fiir Konen allein, potential-theore- 


tisch, umgerechnet nach Kopat. 


Auf Grund beider Figuren lasst sich fiir die betrachteten Verhaltnisse 
(M ~ 1,67; Konen mit 0,=7,5°, 15° und 30°; Anstellwinkelbereich 
a = 0° + 10°) etwa folgendes bemerken: 

a) Vergrésserung der Offnungswinkel der Konen ruft laut Experimenten 
eine Zunahme der Krafte und der Derivaten hervor. In bezug auf die Tangen- 
tialkrafte bei der Nullanstellung stimmt dieses Verhalten mit der Theorie sehr 
schon tiberein, und die theoretischen Zahlenwerte liefern bis zu einem gewissen 
0x recht brauchbare Resultate [vgl. den Verlauf AC; = f(0x) in Figur 3, bis 
mz Ox =~ 25°}. Selbstredend miissen dabei die Oberflachenreibung und die 


Heckdriicke separat betrachtet werden. Der relative Anteil der Heckdriicke 
ist bei spitzen Konen sehr gross. 


onal 
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b) Bei den vorliegenden Kérperformen bilden die Konen nur einen Teil der 
gesamten K6rperlange. Fiir die Bestimmung der Normalkrafte geniigt daher 
_die elementare theoretische Betrachtung nach verdnderlichem Querschnitt 
(also nur Konus beitragend) nicht mehr. Die Anbringung einer mittleren Kor- 
‘rektur fiir den Normalkraftanteil der zihen Queranstr6mung am ganzen Kor- 
per lasst die rechnetischen Werte naher an die Versuchsresultate herankom- 
men, erfasst sie jedoch nicht vollkommen. Auffallend sind die Unterschiede 
_ zwischen den Normalkraft-Derivaten Cy, (gemessen) und Cn, (rechnerisch) 
bei Nullanstellung. Fiir diese liefert namlich die Widerstandsbetrachtung der 
Queranstr6mung keinen Beitrag (AC), = 0). Eine diesbeziigliche Verbesse- 
rung der Ubereinstimmung scheint die sogenannte gemischte Theorie («hybrid 
_ theory») nach VAN Dyke ([4], S. 174) zu versprechen. 
c) Ein weiterer experimenteller Hinweis auf die Griinde fiir die festgestellten 
Abweichungen konnte aus den Schlierenbildern entnommen werden. Darin 
_ beobachtete man unter anderem folgende Erscheinungen: 
am Korper II (6% = 15°): eine leichte Kriimmung der Verdiinnungswellen 
an der Ubergangsstelle Konus-Zylinder, welche mit wachsendem Anstell- 
~ winkel zunimmt; 
am Ko6rper III (0, = 30°): analog wie beim Korper II, nur noch intensiver. 
- Ausserdem bildet sich mit zunehmendem Anstellwinkel eine merkbare Kriim- 
_ mung des immer noch (da M = 1,67) anliegenden Stosskegels um die Spitze aus. 
Demgegeniiber werden theoretisch nach TAYLoR-MAccoLt konstante Str6- 
- mungszustadnde auf den erzeugenden Geraden der Kegelflachen am und hinter 
dem Stoss vorausgesetzt ({2], S. VII, und [1], S. XII). 


B. Heckdriicke 


In Figur 4 sind fiir alle drei Kérper die mittleren Heckdruck-Beiwerte Cy 
in Funktion des Anstellwinkels « dargestellt. Laut der Vorzeichendefinition 
[vgl. unter Bezeichnungen, Punkt e)] geben sie den relativen Unterdruck auf 
der Heckflache gegeniiber dem statischen Druck der ungestérten Anstroémung an. 

Man wird hierbei bemerken: 

a) Starkere Zuspitzung der Konen bewirkt: 

bei Nullanstellung: eine Verminderung des Heckwiderstandes ; 

bei grésseren Anstellwinkeln (« > 4° + 5°): eine Vergrésserung der Unter- 
driicke am Heck. 

b) In einem engen Anstellwinkel-Bereich (% ~ 4°) sind die mittleren Heck- 
driicke fiir alle drei Kérper praktisch gleich gross (Cy ~ 0,16 + 0,17). In die- 
ser Gegend weisen die Kurven fiir die spitzen Konen einen Wendepunkt auf. 

Um dieses Druckverhalten am Heck besser zu iiberblicken, sind in Figur 5 
die Unterdruck-Koeffizienten C, fiir die einzelnen MeBstellen 1 + 4 tiber dem 
Mittelwert C,, aufgetragen. Bemerkenswert daran sind folgende Tatsachen: 
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Figur 4 
Heckkraft-Beiwerte Cy in Funktion des Anstellwinkels x fiir Kérper I, II und III, nach den Druck- 
messungen an den Heckflachen. Messdaten bei den Heckdruck-Messungen: 
Korper I, M=1,684, Re = 0,649- 108; 
K6rper II], M = 1,683, Re = 0,645 - 108; 
Koérper III, M = 1,673, Re = 0,654 - 108. 


a) Die gleichnamigen Messpunkte C,(Cy)j;—const [¢ = 1+ 4] liegen prak- 
tisch auf je einer und der gleichen Kurve fiir alle drei Kérper, obwohl sie in 
Abhangigkeit von der Kérperform bei verschiedenen Anstellwinkeln auftreten. 

b) Die gréssten Unterschiede zwischen den Heckdriicken druckseitig 
(Druckanschluss Nr. 1) und denjenigen saugseitig (Druckanschluss Nr. 3) kom- 
men bei Cy ~ 0,16 vor, also beim gleichen Wert, bei dem ungefahr die Wende- 
und die Schnittpunkte der Kurven Cy(«) liegen. 

c) Die Unterschiede zwischen den Driicken (C,) an einzelnen MeBstellen 
und ihrem Mittelwert (Cy) scheinen eine gewisse Regelmassigkeit in dem hier 
erfassten Cy-Bereich zu befolgen. So diirfte fiir die in Figur 3 aus den Mess- 
punkten gemittelten Kurven anndhernd zutreffen, dass die Differenzen 
(Cy, — Cu) © 1,5 (Cs, — Cy) und die Summen { (Cp, =i Cap) rhe 2 (Cope Cy) } 
= (Cy — C,,) sind. Dabei sind theoretisch und auch praktisch C,, ~ Cy, = Cao 
gleich. ‘ 

d) Die Heckkraft-Resultierenden liegen exzentrisch und haben die Ten- 
denz, den Anstellwinkel des Kérpers zu vergréssern. Die destabilisierenden 


Momente von der Heckkraft her sind am gréssten bei dem markanten Wert 
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Figur 5 
Unterdruck- Koeffizienten C,, fiir die DruckmeBstellen i = 1 4 in Korrelation zu ihrem jeweiligen 
Mittelwert Cy bei den K6rpern I, II und III. Die eingezeichneten Kurven geben die interpolierten 
Verlaufe C,,(Cq) fir folgende Stellen auf der Heckflaiche an (von oben nach unten) ; 
Druckanschluss Nr. 3 (saugseitig) = Cog} Druckanschliisse Nr. 2 und 4 (horizontale 


Mittellinie) = Cy ; Mittelwert Cy = 45°-Gerade; Druckanschluss Nr. 1 (druckseitig) = Cp, 


2;4 
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Cy 0,16, sie nehmen gegen die Nullanstellung ab, und bei starker Anstellung ~ 
bleiben sie vom Anstellwinkel annahernd unabhangig. 

Die Modellgréssen schrankten die Zahl der anzubringenden Druckan- 
schliisse auf vier ein. Demnach sind die dargelegten Resultate eine etwas rohe 
Schatzung. Um exakte Auskiinfte zu erhalten, wiirde man gern Messungen 
von radialen Druckverteilungen am Heck in Betracht ziehen. 

Abschliessend méchte der Verfasser seinen Institutskollegen, den Herren 
DipL-Ing. H. SPRENGER und Dipl.-Ing. A. HAERTER, fiir ihren bereitwilligen, 
von gemeinsamer Absicht getragenen Beistand bei Ausarbeitung dieser Publi- 
kation herzlich danken. 
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Summary 


Some experimental results of force and base pressure measurements at 
M w 1,67 on conically pointed cylindrical bodies are presented and compared with 
the theory of supersonic flow around cones by TayLor-Macco tt, tabulated by 
Kopat, also considering the viscous drag forces due to cross flow. Base pressure 
measurements are roughly analyzed. 


(Eingegangen: 19. Dezember 1957.) 
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Magneto-Gasdynamic Channel Flow 
By Epwin L. REster jr. and W1111AM R. Sears, Ithaca, New York, USA?) 


Introduction 


In another paper [1]?) we have considered the prospects of the application 
of magneto-gasdynamic principles to aeronautics and have concluded that the 
electromagnetic body force may affect gas flows in important practical ways. 

_We emphasized that this phenomenon can be used to effect significant de- 
partures from the usual laws of gasdynamics, and mentioned in particular the 
possibility of accelerating a gas, flowing through a channel or pipe, to extreme 
speeds. In the present note we wish to present this work on channel flows in 
more detail. 

The conclusions of our previous paper were based, in the first place, on 

some estimates of the probable magnitudes of electrical conductivity in air, 
practical magnetic-field strengths, and other pertinent physical parameters. 
Some data were presented, for example, concerning the conductivities of air 

and of air ‘seeded’ with potassium at various temperatures. We also concluded, 
by an examination of the relative magnitudes of terms of the equations of 
motion, that viscous effects have the same significance in magneto-aerody- 
namics that they do in classical aerodynamics; namely, that they are generally 

negligible, at the Reynolds numbers of practical aerodynamics, except in 
boundary layers, wakes, and analogous restricted areas, and except as these 
phenomena impose gross effects (such as separation) on the flow pattern. 


Equations of Motion 


As we pointed out in [1], the familiar equations of gasdynamics are modi- 
fied, to include electromagnetic effects, only by addition of the electrical body 
force to the momentum equation and the Joule heating to the energy equation: 


22 + div (gq) =0, (1) 
0 od + gradp =j x H+ viscosity terms , (2) 


vy Dt o 


1) Graduate School of Aeronautical Engineering, Cornell University. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 518. 


ee +p es ede + viscous dissipation + other heat added. (3) 
Q 


: 
t 
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Here the symbols o, ~, q, and c, denote the density, pressure, velocity, and 
specific heat of the gas; j is the current-density vector, o the electrical conduc- : 
tivity, H the magnetic field vector, ¢ the time, and D/Dt the usual convective ! 
derivative. The simple statement of the energy equation, (3), is possible because 
we neglect the effects of temperature and field strength on electromagnetic 
parameters (dielectric constant and permeability) of the fluid; thus we neglect 
electromagnetic contributions to the internal energy of the fluid. Equation (3) 
then becomes a simple statement that the heat added to each fluid particle, 
whether released by Joule heating or dissipation or transferred from adjoining 
particles, appears in the particle in the familiar thermodynamic forms: internal 
energy or mechanical work. 

Together with these relations, one must have a relation between the electric 
current and the field vectors. In the present application this relation is OHM’s 
law, 


j=c(E+qxH] ae 


(where E denotes the electric field vector). To complete the set, one also has 
the electro-magnetic field equations, which can be written as 


4nj=curl A, (5) 
curl E = — als! ‘ (6) 


It will be noted that we assume the total current density to be given by 
equation (4). In doing so we neglect the current attributable to the transport 
of net charge density at the fluid velocity q, since this current is small compared 
to the term retained*). Similarly, we have neglected the ‘displacement cur- 
rent’ in writing equation (5). The two effects commonly described by this 
terminology are explained in [2] and elsewhere. We neglect them both be- 
cause (a) the separation of charges in the gas (polarization) involves negligible 
flux of charges, and (b) the significant time scale of magneto-aerodynamics is 
determined by L/q and the displacement current is proportional to the rate of 
change dE/dt, thus it is relatively small‘). 

Equations (1) to (6) constitute the fundamental statements of our in- 
vestigation. We can obtain the energy equation (3) in more useful form, how- 


3) The ratio of this neglected term to the term retained in equation (4) is found to be of the 
order of magnitude q/o L c®, where L is a typical length characterizing the flow pattern and ¢ the 
velocity of light. This ratio can be written as g?/c? Rm, where Ry», is the ‘magnetic Reynolds 
number’ defined in [1]. 


4) The ratio of this term to the conduction current of equation (4) is also found to be of the 
order of magnitude q/o L c?. 


4 
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ever, by combining it with equations (2) and (4); the result is 


oT 0923/2 de72 
Co DE a ot 2 at +q-Vho 


/ 


pes bet 1. 
are j E+ viscosity terms + other heat added , 


where h, denotes the stagnation enthalpy, c, T + 2/2. This equation assumes 
a particularly significant form for steady flow, where the first three left-hand 
terms are absent, for the left-hand side then becomes the convective rate of 
increase of the stagnation énthalpy. Thus j- E/o is the total rate at which 
energy is added to the flow, per unit mass, by electromagnetic effects. 


Channel Flow 


Consider now the steady flow of an electrically conducting gas through a 
pipe or channel of cross-sectional aera 4(x), and suppose that magnetic and 
electric fields are applied externally, at right angles to one another, across the 

channel. We are particularly interested in how effectively the gas flowing 
through the channel can be accelerated and decelerated by use of fields in this 
-manner. 

If the channel area changes slowly along its length, we can make the familiar 
“approximation of quasi-one-dimensional gasdynamics; i.e., we can discuss 
“mean values of fluid properties at each station x. Neglecting viscosity and heat 
transfer, the equations of motion then become 


ou 4 =const , (8) 

ouuw +7’ =o(E—-uh)e, (9) 
coul’+oe@u' =o(E—uH)E+Q, (10) 
p=KeT, (11) 


where E£ and # are the field strengths applied at the boundaries of the channel, 
Q denotes heat added (other than Joule heating) to the stream, and the primes 
denote differentiation along the channel (with respect to x). 

It is easy to calculate the acceleration u’ from these equations. We first 
eliminate the temperature T by combining the energy equation (10) with the 
gas law (11). The resulting equation then involves both #’ and 9’, which can 
be eliminated by use of equations (9) and (8), respectively. The formula ob- 
tained for the acceleration is then 


ae y—2 8 ce (e- z) e-  ) 


Here y is the ratio of specific heats and M? denotes wly RT. 
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The form assumed by this equation when magneto-aerodynamic effects are 
absent (o = 0) is familiar in gasdynamics. In particular, when no heat is added 
(Q = 0), equation (12) becomes the well-known isentropic channel formula, 
which states that subsonic flows (M < 1) are decelerated and supersonic flows 
(M > 1) accelerated in a channel of increasing area. The heat addition term 
is also familiar; it indicates that subsonic flows are accelerated and supersonic 
flows decelerated when heat is added in a constant-area channel. 

The magneto-aerodynamic term is more interesting in the present investi- 
gation. Its contribution to the acceleration wu’ can be made positive for any 
Mach number by suitable choice of the ratio E/H. This ratio is recognized as _ 
the speed at which the velocity-induced field strength « H becomes equal to 
the applied field strength E. Below this speed the body force itself is in the 
direction to accelerate the flow; above this speed, to decelerate it. Let this 
speed be denoted by the symbol w,; then the net magneto-aerodynamic 
contribution to the acceleration can be made positive at supersonic speeds only 
if the local flow speed wu lies between u, and (y — 1) us/y, which we shall call ,. 
Conversely, at subsonic speeds the acceleration is negative when w lies be- 
tween u, and ws, and is positive when w is outside this interval. 

The speed wu, is that value at which the effect of the body force is just 
compensated by the effects of electromagnetic energy addition to the flow. 

According to equation (12), the acceleration u’ becomes infinite at M =1 
unless the numerator also vanishes there. In discussing channel flows, there- 
fore, it will be necessary to be able to predict the behavior of M(x). A formula 
for M’ is easily obtained from equations (10) and (12); viz., 


‘= eel YV—1 ape Lt y-1 1+ yM? QO 
M' =a (1+ *g- Ma - 4 A Se Me 
pe o FH? 
om (1 + => M?) ap (eH te) (4 — u). 
where a denotes Vy RT and 
NAP Sieh Beals he 
“a 24 (1) Me: (14) 


The magneto-gasdynamic effect on M can now be stated qualitatively as 
follows: At supersonic speeds, M increases with x as long as u lies between uw, 
and ws, and decreases when vw lies outside this interval. At subsonic speeds the 
trends are reversed. Comparing this rule with the one stated for u’, above, we 
see that there is a range of speeds in which the speed w and Mach number M 
have opposite trends, namely the range between uw, and uy. 


AAS 
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| It is easy to verify that u,/u, is a monotonic function of M and that the 
_ behavior of u, can be summarized as follows: 


ss anaes a at Miz 0) 
Uyg<U, When M4. 
Uz=U4, when M=1, (15) 


Ue > u%, when M>1, 


Un=U, at M = oo. 


Equations (12) and (13) may be employed to discuss, at least qualitatively, 
the behavior of channel flows in general. They cannot be integrated in general, 
however, because the flow situation always depends on its past history. In 

_ this respect the problem is more like that of viscous channel flow than classical 
inviscid gasdynamics. We now consider two particular cases in detail; viz., a 
constant-density channel and a constant-area channel. 


Constant-Density-Channel 


In this example we assume that the cross-sectional area varies at exactly 
the rate that is required to keep the density constant. This case is chosen not 
-so much for its practicality as to illustrate further the significances of the speeds 
“4, and us, which appear in the results. Naturally this solution will be one of 

the infinitely many solutions for incompressible flow; however this particular 
solution has gasdynamic significance, which the others do not, because it 
‘satisfies equations (10) and (11). 

Elimination of T from equation (10) by use of the gas law (11) yields 


2 up +owu' =o (E—wH) E. (16) 


Upon substitution of p’ from equation (9), this becomes, after a little simplifi- 


cation, 
ee ee ee Dy Wet Eo OH 


Q Q Q 
This differential equation can conveniently be expressed in terms of the 
speeds u, and u, defined farther above: 


- a u2 du * 
dx = yo H? "“(u — uy) (uw — Us) * (18) 


u? uw) + 


The integral, for constant o, E, and H, if « = uy where x = 0, is 


Z—“s]i (19) 


y—1 a U— Uy 
Bo 3 | 


[Uy — My 


In 


1 = fap {ts — He) (vom) + 08 | 


ZAMP IXb/33 


514 Epwin L. Reser jr. and Witi1AM R. SEARS ZAMP 


Further examination of the situation shows that for this case the pressure 
p and temperature T always increase with x. If up > uz, then u approaches 
Ug as x goes to infinity. The velocity wu, is approached from below as x goes to 
infinity if #4, <u < ug, and for % < m, u goes to zero at a finite x which can 
be found from’ equation (19). Solving for dh /dx, one finds that energy is being 
extracted from the flow when u > uz and added to the flow if # < wg, as 
expected. 

Constant-Area Channel 


Our second example is a straight pipe of constant area (4’ = 0) without heat 
addition (Q = 0). The equations of motion can be integrated for this case, 
yielding an expression of the form M(u), i.e., a relation between the Mach 
number and velocity. Unfortunately it is not easy to interpret this result to 
give the variation of velocity and Mach number along the length of the pipe, 
which is our major interest here. The integration has been carried out by 
Rosa [3], and the conclusions of the present investigation, based on equations 
(12)-(14), have been checked against his graphs. In those cases where Rosa’s 
results extend into the same ranges of parameters, the results are in agreement. 

For the straight pipe, the forms of equations (12) and (13) suggest consider- 
ation of a series of distinct cases, characterized by the initial value of the 
speed, wu, relative to the values w,, vu, and ws, and the initial Mach number 
M,. Taking into account the inequalities listed in (15), one finds that the 
number of possible cases is eight, as follows: 


Te Ud gee Zarda 
and A. % << %<uUg<u; and A. uy <u, < Us < Up; 
By ty < tby < Uy < Ug B.nteg <= tg <a eS 
Cy Sa hy thy <= 8 GC. ty <= My, < ty =o hy? 
D. Uy < Uy < Uy < Us; D. ty < te << Hy < Uy. 


Let us consider these eight cases in order. 
LA. M,>1 and “,< u,< uy < %. 


This is a case of magneto-gasdynamic deceleration. Both u’ and M”’ are 
initially negative. If My is sufficiently close to 1, the deceleration increases 
catastrophically, according to equation (12), and the duct is choked. This case 
is sketched qualitatively in Figure 1Aa. On the other hand, for other initial 
conditions, « may decrease monotonically toward wu, while M decreases toward 
an asymptotic value greater than 1 (Figure 1 Ac). There is a particular set of 
initial conditions for which M reaches 1 and w reaches 1, simultaneously ; it is 
then theoretically possible for the flow to decelerate smoothly through sonic 
conditions as sketched in Figure 1A. 
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_ Sketches showing the behavior of the speed uv, Mach number M, and the quantity wu, as functions 
of the distance along the duct, x, for various initial conditions, in a duct of constant area. The 
constants uv, and u, denote E/H and [(y — 1)/y] E/H, respectively. 


This smooth deceleration may be impossible for reasons of stability, which 
_have not been investigated to date. This case is analogous to that of a reversed 
Laval nozzle, in which smooth deceleration is possible according to steady- 

flow equations but is actually unstable. 

Were this deceleration through M = 1 to occur, the flow would become case 
2B, which is discussed below. It is a case of monotonic deceleration toward the 

asymptotic state w= u,, M = 0; ie., a case of continuous deceleration and 
temperature rise. 


Bei MG Sd atidiytty y= Hy << tty 


Here the initial tendencies of both « and M are positive. Although w, 
increases, it certainly cannot become equal to u, for M’ = 0 at such an inter- 
section while u’ is positive. Thus w must tend continually toward wg (and 7 
toward zero) while M approaches an asymptotic value. This case is sketched in 
Figure 1B. The asymptotic state is one without magneto-gasdynamic effects. 


516 Epwin L. RESLer jr. and W111tAM R. SEARS ZAMP 


2A x 2B x 


Sketches showing the behavior of the speed 4, Mach number M, and the quantity 2, as functions 
of the distance along the duct, x, for various initial conditions, in a duct of constant area. The 
constants us and uw, denote E/H and [(y — 1)/y] E/H, respectively. 


1€, M,>1 and «4, < 4) <= 4, <4. 


Initially w’ > 0 while M’ < 0. Thus w surely coincides with u,, which is 
decreasing from its initial value as shown in Figure 1C. This crossing reverses 
the sign of M’ and the case is transferred to 1B, above. 


LD. Myo and a, = Wo ae ee 


Here w' and M’ are both initially negative. As M approaches 1, the decelera- 
tion increases without limit, for the numerator of equation (12) is certainly non- 
zero. This is another case of choking. The flow cannot pass through the sonic 
condition, for if it did it would become case 2D, which involves positive, 
rather than negative tendencies for both w and M. This case is sketched in 
Figure 1D. 


2A. M,<1 and 4 <u,< u< %. 
This is another case of magneto-gasdynamic choking. The initial tendencies 


of both w and M are upward; thus w’ increases catastrophically as M 
approaches 1 (Figure 2A). 


PISS 
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_ Sketches showing the behavior of the speed u, Mach number M, and the quantity “., as functions 
of the distance along the duct, x, for various initial conditions, in a duct of constant area. The 
constants “, and u, denote E/H and [(y — 1)/y] E/H, respectively. 


2Band2C. M,<1 and u4< u,< %< 4 


and uy < Uy < u, < Ug, respectively. 


The initial value of M’ is negative in both of these cases while w’ is negative 
if %») > u, and positive if uw < u,. In either case the speed w approaches ™, 
asymptotically while M approaches zero. In both cases “, approaches the 

value u,/2, so that « and u, never become equal; moreover, there is no possi- 
bility of M reaching 1. These are both cases where the flow speed approaches 
a constant value while the gas temperature increases indefinitely. They are 


sketched in Figures 2B and 2C. 


2D. M,<1 and m< u< uy < Us. 


The initial values of wu’ and M’ are positive. This is the counterpart of 

case 1A, for there are again three possible results depending on initial values. 

They are, respectively, choking (Figure 2Da), smooth acceleration (Figure 
2Db), and approach to an asymptotic state (Figure 20); 


; 
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Choking occurs if M, is sufficiently close to 1, so that the acceleration wu’ — 
becomes infinite. Again there is a special choice of initial values that makes u— 
reach the value u, exactly at M = 1; this permits smooth acceleration through 
sonic, and the flow becomes that of case 1B, which, it will be recalled, ac- 
celerates toward us. The third possibility, which occurs when ug is closer to 
>, involves crossing of the « and wu, curves (Figure 3Dc), thus reversal of sign 
of M’, and subsequent asymptotic behavior as in case 2C. 

Summarizing these various possibilities, one may say that the possibilities 
afforded by ordinary gas flow have been enormously increased by magneto- 
gasdynamic effects. Even in a straight duct we find possibilities of choking 
and of smooth acceleration and deceleration, even through sonic speed. In all 
cases that do not choke, the final velocity is an asymptotic value established 
by the ratio E/H, but it would seem possible to make this value quite large. 


The case 2 D2, in particular, seems to deserve further study, for it is a “‘magneto- 
gasdynamic nozzle’ of constant cross-sectional area. 
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Zusammenfassung 


Die Gleichungen fiir die « quasi-eindimensionale» Strémung eines elektrisch 
leitenden Gases werden im Falle eines Stromfadens mit veranderlichem Quer- 
schnitt hergeleitet, wobei die Str6mung unter dem Einfluss eines elektrischen und 
magnetischen Feldes steht. Obwohl kein allgemeines Integral angegeben werden 
konnte, ergeben sich interessante Folgerungen fiir die Beschleunigung der Str6- 
mung und fiir die Anderung der Mach-Zahl. Zum Beispiel kann in gewissen Ge- 
schwindigkeitsbereichen eine Uberschallstrémung « magneto-gasdynamisch » auch 
bei konstantem Str6mungsquerschnitt beschleunigt werden. 

Bei variablem Querschnitt sind die Gleichungen fiir einen besonderen Fall 
integriert worden; das Ergebnis dieser Integration kann als weiteres Beispiel fiir 
die Veranschaulichung der Wirkung einer elektromagnetischen Energiezufuhr 
dienen. Die auch bei konstantem Querschnitt bestehenden mannigfaltigen Még- 
lichkeiten werden fiir verschiedene Anfangsbedingungen diskutiert, wobei Falle 
sich zeigen, bei denen Beschleunigungen und Verzégerungen mit Durchgangen 
durch die Schallgeschwindigkeit auftreten sowie auch neue Falle von « Blockie- 
rungen» sich offenbaren. 


(Received: October 1, 1957.) 
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On Magneto-Aerodynamic Boundary Layers 
By VERNON J. Rossow, Moffett Field, Calif., Wisp) 


Introduction 


When the speed of aircraft increases to Mach numbers of about 15 and 
higher, the molecules dissociate to atomic species and ionization of the air 
occurs. The air is then a very hot fluid and a good conductor of heat and 

_ electricity. If steady flight at such speeds is to be feasible, some means must 
be sought to alleviate the high rate of transfer of heat to the aircraft surface. 
The possibility of doing so with a transverse magnetic field was studied in 

_ [1)?). This note is an extension of that paper and considers a particular varia- 

_ tion in the electrical conductivity with the temperature of the air. 

It is assumed that for the local region of the boundary layer the fluid is 

- incompressible and has a constant viscosity. The differential equations govern- 

_ ing the flow field then reduce to a simple form whereby the effect of the trans- 

_ verse magnetic field is found as a perturbation on the Blasius boundary-layer 

solution. Although the results do not correspond exactly to a physically real- 
istic case, an estimate is obtained for the magnitude of the effect of the trans- 
verse magnetic field on the skin friction and heat transfer. 


1. Variation of Electrical Conductivity with Temperature 


For the cases considered in [1] it was assumed that the magnetic field 
strength or magnetic induction, By, was constant throughout the flow field 
over the flat plate. This may be considered a suitable model for the local region 
of the flow disturbance wherein the magnetic lines of force could be designed 
to be approximately straight and parallel. The electrical conductivity, o, was 
taken to be either a constant, or to be proportional to the velocity decrement 
in the boundary layer. A better approximation might be to assume that the 
electrical conductivity is some function of the local temperature, 7. An empiri- 
cal relation of this form can be found from the data given in [2], and the 


approximate expression given in [3] as 


pee. 3x 10- n o, (1) 


m, U, 


1) National Advisory Committee for Aeronautics, Ames Aeronautical Laboratory. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 527. 
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where is the number of free electrons per cubic centimeter, Nj and N are 
the number of particles per cubic centimeter at sea level and the altitude to 
be considered. The quantities e, /,, m,, and U, are the charge, mean free path 
length, mass and average velocity of the electron. If the values of m taken 
from the tables of [2] are inserted into equation (1), the resulting values for 


30 


20 
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ue 
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Figure 1 
Electrical conductivity of air [2]: O @/09 = 1; Oe/e@g9 = 1/10; A ology = 1/100. 


the electrical conductivity can be represented by the expression (Figure 1) 


(logo li = (0-00222) (T — 4300), 
Or 


O = oy ere VT— 4800 for T > 4300, (2a) 


Oo = Gy e~ ©1084 V4800—T tor T < 4300, (2b) 


ee I is the temperature in °K, and a, is the electrical conductivity at 
4000 K and at the pressure outside of the boundary layer. The local air density 
is denoted by 9 and that at sea level by Qp. 


“PANE 
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2. Transverse-Magnetic Field Fixed Relative to the Plate 
Velocity Profile 


The flow field could be thought to correspond to the boundary layer on a 
‘wing (represented as a flat plate) which carries its own magnetic field and is 
moving through the air at high speed (Figure 2). Since the magnetic field is 


Figure 2 
Magnetic field fixed relative to plate. 


fixed relative to the surface, the fluid experiences two forces which retard its 
motion; that due to the kinematic viscosity, v, and that due to the motion of 
the electrically conducting fluid across the magnetic lines of force. 
If the electromagnetic-force terms are combined with the Navier-Stokes 
equations and the usual boundary-layer approximations are made, the differ- 
_ ential equation describing the flow field is 


MI 


Ou Ou 0 | a oe 
a I 0 See yee (3) 


uU 


where the secondary effects of the magnetic induction are ignored [1]. The 
boundary conditions are 
i ou 


Pre at. y=oo. 


ew) “ab “y=.0; 


A solution is obtained by introducing a stream function according to the 
_method of [4] 


yp = Vg x [fy + Vem x fy +m x fy + (mx)? fot s+] (4) 
with the velocity components given by u = dy/dy and v = — dy/dx. The 
quantities, fy, /;, fz, ... are functions of the dimensionless distance, 


“a [fais 
parapet tips 


The dependence on temperature of o is transferred to a dependence on velocity 
by substituting as a first approximation the cold-wall temperature solution for 


the Blasius boundary layer (see, e.g. [5]), 
2 
T= T,,+ oe-- > (1-G): (5) 


ee) 2C, Uo 


oe epee 
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where T,, is the temperature of the plate and of the fluid far from the plate. ; 


If equations (2) and (5), and the derivatives of equation (4) are introduced 
into equation (3), the following ordinary differential equations result when 
terms containing the same power of mx = oy BG x/o uv are equated 


1 0 6 
] D 3 fo -1084 [Too — 4300 + (u2,/2 Cp) f (1—fa) 2? 
a + 5 fone 5 T2 Aer “ BON ie obs alk (7) 


The odd numbered terms /,, fs, ...involving |/mx are zero. The solution to 
equation (6) is the Blasius incompressible boundary-layer solution for no 
magnetic field. The form of the exponential requires one to choose specific 
values for T,, and u2,/2 C,. The wall and free-stream temperature will be taken 
as 300 °K so that the electrical conductivity will nearly vanish at and far from 


Table 1 
Magnetic Field Fixed Relative to Plate 
a b 

if) ; Ty, Ts 

fe | fe | I uz,/2 Cc, uz,/2 Cy 
0) 0) 0 — 3-240 0 —1-216 
0-2 — 0-065 — 0-648 — 3-240 —0-157 — 0-354 
0-4 — 0-259 — 1-296 — 3-240 —0-141 0-514 
0-6 — 0-583 —1-943 — 3:239 0-049 1-392 
0:8 — 1-037 — 2-592 — 3-237 0-416 2:279 
1:0 — 1-620 — 3-238 —3:195 0-961 3-147 
2:0 — 5-801 —4-152 1-973 3-401 — 0-395 
3-0 — 8-868 —2:071 1-730 2:074 —1-484 
4-0 —10:211 —0-752 0-910 0-806 —0-955 
5:0 — 10-625 —0-180 0-298 0-192 —0-321 
6:0 —10-709 —0-028 0-057 0-029 — 0-059 
18) — 10-720 — 0-004 0-006 0-004 — 0-005 
8-0 — 10-722 —0-001 0 0-002 0 


the wall. The quantity u3,/2C, will be chosen as 1:85x104 °K which cor- 
responds to roughly a free-stream Mach number of 40. The numerical solution 
to equation (7) using these values is tabulated in Table 1a and yields the first- 
order effect of the influence of the magnetic field. Several velocity profiles are 
shown in Figure 3a. The skin-friction coefficient and the displacement thick- 


ness are 
_ 0-664 — 6-480 mx +-+---—--- 
f ° —— ————___—_— 
; VRe, ’ (8) 
Msi ee , 
é = (72 0-734 10-72mx--- ++, (9) 


where Re, = U,, %/0. 


ie 

< 
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4 The fluid crossing the magnetic lines of force causes a reaction on the unit 
generating the magnetic field. This contributes a drag force to the wing given by 


co 


12 2 
‘unit area Jo Bou dy 


0 
oo 


= 05 Bi ) Un? aU +m xf, +++) 0°1084 [Tg — 4300 + (u%p/2 Cp) fo(1—t)]2 dn. 


0 


b 
ug,/26, 
Figure 3 


Effect of magnetic field when fixed relative to plate (Tg, = 300° K, u2,/2 C= 1:85exe0*°K) 
a velocity profile; 6 temperature profile. 


Temperature Profile 


If the usual boundary-layer approximations are made, the transport of 
thermal energy is described by the equation (Prandtl number = C, u/k = 1) 


oT oT GB u? Our 1 (— 2 
ee ee oy Set te aoe f: 1 
ay. hey Q Cs »| 5) |. oY 


dy? * Cy 
The boundary conditions for this case are 
T=, at- y=O andat yoo. 


The ordinary differential equations describing the effect of the magnetic field 
are found by introducing the expressions (2), (5), the derivatives of equation 
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(4), and the temperature function 


T=T,+Vmx T+m2x 1+ (mx)? T+ ---. (11) 
When the terms containing the same power of m x = 0, Bj x/o ux, are equated, 
the following ordinary differential equations are found (7; = T;=--- = 0), 
I" } / Ups No) ae 
T+ BT += (=o, (12) 
Te a8 io ape o T. | 3 } pe 
2 OF ota O22 
(13) 
2/2 Lp te 
ze c 2 Fu to G2 cbtet Eo OER C aa to)] = 0, 
etc. 
The solution to equation (12) is that first found by POHLHAUSEN (see, e.g. [5]) 
| Uso '\ 2 
To i es UD G. [1 (70) |. (14) 


The numerical integration of equation (13) (tabulated in Table 10) yields the 
effect of the magnetic field on the temperature distribution in the boundary 
layer for the condition when u2,/2C, = 1:85x104 °K and T,, = 300 °K. The 
curves in Figure 30 illustrate the effect for several values of the parameter mx. 
The heat transfer coefficient 1s given by 


Uz, |2 Ce z 2 V Rex 


(0-664 — 2-432 mx +--+). (15) 


3. Transverse-Magnetic Field 
Fixed Relative to the Fluid far from the Plate 


The magnetic lines of force move past the plate at the free-stream velocity 
and tend to sweep along any air slowed by the viscous action of the air on the 
surface (Figure 4). The boundary layer on the wing of an aircraft flying over 
one of the magnetic poles of the earth would be a case similar to the model 
analyzed in this section. 

The differential equations for this case differ from equations (3) and (10) 
in only one term and are written as 


Ou Ou CeBs 07 
Gu Ox te ov a 0 (w U0) Pats oy?’ (16) 
oT or o B2 o2T me HP OWENO 
= | 2 OF aes 
4 oa Ope ea aie eae ee (5 (17) 


The ordinary differential equations expressing the first-order effect of the 
magnetic field on the velotity and temperature distribution, found in the same 


Se 
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way as described in the previous case, are 


\* 


; f Lie 3 fh ' 2 a “) 11/2 
et ef i sagt fe t+ (1 ff) 0 1084 [Ten — 4800+ (80/2 Cm) KA-E_Q (18) 


' 7 , , Sih fates ’ 
Bs Lah Say yom (1 — 2 f) 


“ 2 2 v “\] 1/2 
F 4 ic {2 A 8 a (1 ay ee 0" 1084 [T o,— 4300 + (u%/2C p) fo (1—f0)] ‘= 0. (19) 


Figure 4 
Magnetic field fixed relative to fluid far from plate. 


The numerical solution to these equations is tabulated in Table 2 and profiles 
for several values of mx are shown in Figure 5. 


Table 2 
Magnetic Field Fixed Relative to Fluid far from Plate 


The skin friction and heat-transfer coefficients and the displacement 


thickness are 


fe 0-664 + 6:764 mx —--- ++: (20) 
is / Re, z 
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6 


Figure 5 
Effect of magnetic field when fixed relative to the fluid far from the plate (T4, = 300° K, uzo[2 or 
= 1-85 x 104°K). a velocity profile; b temperature profile. 


(G 
h = eo = (0-664 + 11-058 m x — +++ +--+), 21 
ey RE ( 3 ) (21) 
= |/2* (1-73 — 1053 mx + 0 — ++), (22) 
theo 


The magnetic field changes the skin friction and heat transfer more than 
in the cases considered in [1]. The reason lies in the values chosen for o) and in 
the high energy of the free stream (M a» 40) which results in a high electrical 
conductivity in a portion of the boundary layer. As in the previous paper the 
skin friction and heat transfer are reduced when the magnetic field is fixed 
relative to the plate and increased when it is fixed relative to the fluid. The 
sum of the drag due to the viscous and magnetic forces on the fluid, however, 
exceeds the viscous drag in the nonmagnetic case. 

When the magnetic parameter is about 1/10, a sizable effect of the magnetic 
field will be realized. As a typical case consider a free-stream density of 1/1000 
of the sea-level value, x as 2 m, together with a free-stream Mach number of 40. 


A magnetic parameter of 1/10 then requires a magnetic field strength of 
about 7800 G. 


4 
3 


ae 


ue 
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Zusammenfassung 


Der Einfluss eines senkrecht zur Schicht stehenden magnetischen Feldes auf 


die Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung in einer Grenzschicht wird fiir 


einen Sonderfall der Anderung der elektrischen Leitfahigkeit von Luft unter- 
sucht. Die Wirkung des magnetischen Feldes auf den Reibungswiderstand und 
den Warmeiibergang wird bei relativ zur Platte und zur Flissigkeit in grosser 
Entfernung von der Platte festgehaltenem Magnetfeld ermittelt. 


_ (Received: September 6, 1957.) 
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Uber den Einfluss eines mit der Hohe 
veranderlichen Windes auf die Flugbahn einer Rakete 


Von Ernst Rotu-DESMEULES, Luzern, und RAYMUND SANGER, Ziirich, Schweiz?) 


1. Einleitung 


Die Flugbahnen von Raketen unterliegen einer grossen Zahl von Stérungen, 
die zu einer betrachtlichen Streuung der Bahnendpunkte fiihren. Nur fir 
wenige dieser storenden Einfliisse, insbesondere fiir die durch den wechselnden 
Zustand der Atmosphare bedingten, lassen sich — sobald die Abweichungen 
vom Normalzustand bekannt sind — zur Kompensation Korrekturen an den 
Abgangselementen anbringen. Im folgenden soll speziell der Einfluss des 
Windes — eine der wichtigsten St6rungen — auf die Bahn einer Rakete unter- 
sucht und gezeigt werden, wie er in der Praxis ausgeschaltet werden kann. 

Die Untersuchung bezieht sich auf eine sogenannte Artillerierakete, die auf 
einem ersten kurzen Teil ihrer Flugbahn — der Aktivbahn — durch den durch das 
verbrennende Treibmittel (Pulver) erzeugten Schub sehr stark beschleunigt 
wird und alsdann, nach Abschluss des Verbrennungsvorganges, sich im freien 
Flug — Passivbahn — auf das Ziel zu bewegt. Es soll — zur Vereinfachung der 
Rechnungen — vorausgesetzt werden, dass die Rakete nicht rotiere und durch 
Leitflachen stabilisiert sei. Die Rotation, und damit die Stabilisierung durch 
Drall kompliziert die Gleichungen betrachtlich, ohne dass fiir das vorliegende 
Problem wesentliche Anderungen auftreten wiirden. 

Die Bestimmung des Windeinflusses auf die Rakete waihrend der aktiven 
und der passiven Bewegung ist grundsatzlich gleich. Zunadchst wird eine ge- 
eignete Normalflugbahn berechnet und der Wind alsdann als Stérung dieser 
Bahn betrachtet. Dieses Vorgehen erlaubt die zugehérigen Differentialglei- 
chungen zu linearisieren. — Es wird zunichst die Stérung der Aktivbahn (Ab- 
schnitt 2), dann diejenige der Passivbahn (Abschnitt 3) bestimmt, und schliess- 
lich werden die beiden Einfliisse zusammengesetzt (Abschnitt 4). 


2. Der Einfluss des Windes auf die Aktivbahn 
2.1 Allgemeine Gleichungen 


Die allgemeine Raketentheorie liefert die zur Berechnung der Flugbahn 
erforderlichen Differentialgleichungen, namlich drei Gleichungen fiir die Bewe- 


1) Physikalisches Institut der ETH. 
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gung des Raketenschwerpunktes und drei Gleichungen fiir die Bewegung des 
Raketenkérpers um den Schwerpunkt. Es braucht hier darauf nicht weiter 
-_eingegangen zu werden, da hierfiir ausfithrliche Darstellungen existieren [7,03] ?). 
Zwischen den beiden Gleichungsgruppen besteht eine Kopplung, so dass in 
Anbetracht des verwickelten Aufbaues eine allgemeine Lésung durch geschlos- 
sene Ausdriicke nicht méglich ist; allein umfangreiche numerische Integra- 
tionen geben Einblick in den genauen Bewegungsablauf. 
Um zu einer tibersichtlichen Naherungslésung zu gelangen, die aber doch 
die Verhaltnisse recht gut wiedergibt, kénnen eine Reihe von Vereinfachungen 
vorgenommen werden. 


2.2 Krafte und Momente 


_ Auf die Rakete wirken wahrend des Fluges eine grosse Zahl von Kraften und 
-Momenten, solche, die durch den Verbrennungsvorgang hervorgerufen werden, 
dann die aerodynamischen und schliesslich die Schwerkraft. Eine eingehende 
Diskussion der Raketenkrafte geben RANKIN [7] sowie RossER [8], und das 
vollstandige System der aerodynamischen Einfliisse untersuchen NIELSEN und 
SYNGE [6]. 
Fiir die vorliegende Untersuchung geniigt es, allein die wichtigsten Krafte 
und Momente zu beriicksichtigen. Es sind dies die folgenden Krafte: 
1. Die Schubkraft S. Diese wird normalerweise als konstant angenommen. 
Sei m die Masse der Rakete, dann kann S mit Hilfe der Schubbeschleunigung y 
in der folgenden Weise dargestellt werden 


S=my. (2.21) 


Diese Kraft wirkt in der Richtung der Raketenachse. 
2. Der Lujftwiderstand W. Fiir den in der der Geschwindigkeit entgegenge- 
setzten Richtung wirkenden Luftwiderstand gilt der Ansatz 


Wty £V%4q, (2.22) 


wo 9 die Luftdichte, V die Raketengeschwindigkeit und g die Querschnitts- 
fliche der Rakete ist. Der Widerstandskoeffizient cy kann noch eine Funktion 
der Machschen Zahl sein. Im folgenden soll er aber durch einen konstanten 


Mittelwert ersetzt werden. 
3. Der Auftrieb A. Der Auftrieb steht normal zum Luftwiderstand und liegt 


in der durch die Geschwindigkeit V und die Raketenachse bestimmten Wider- 
standsebene. Ist 6 der Anstellwinkel, dann ist die Grésse von A gegeben durch 


Q 
A=4-4V*q@6. (2. 23) 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 542. 
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c, ist der Auftriebskoeffizient; seine Abhangigkeit von der Machschen Zahl 


wird vernachlassigt. - 
4. Das Gewicht G. Das Gewicht ist wihrend der Brenndauer eine Funktion 


der Zeit: ONE (2.24), 


Man kann es haufig durch einen konstanten Mittelwert ersetzen. 

5. Das Riichkstellmoment M. In bezug auf eine durch den Raketenschwer- 
punkt gehende Achse erzeugen der Auftrieb und der Luftwiderstand ein Dreh- 
moment, das genahert durch die Formel 


M =—cy $V*ql6 (2.25) 


wiedergegeben werden kann. / ist der Abstand des Druckmittelpunktes vom 
Schwerpunkt. Befindet sich der Druckmittelpunkt hinter dem Schwerpunkt, 
dann verkleinert dieses Moment den Anstellwinkel 6. Zwischen den in (2.22), 
(2.23) und (2.25) auftretenden Koeffizienten besteht die genaherte Beziehung 


yp = Ce 6, COSO- (2.26) 


Die tibrigen Krafte und Momente, die zum Teil nur einen geringen Einfluss 
haben, zum Teil zahlenmassig nur sehr unvollkommen bekannt sind, sollen 
vernachlassigt werden. Ebenso sollen auch alle zusatzlichen Krafte und Mo- 
mente ausser acht gelassen werden, die durch Ungenauigkeiten in der Herstel- 
lung der Raketen hervorgerufen werden (vgl. dazu etwa [8]). Diese Gréssen, 
die zufallige Werte besitzen, bewirken eine Vergrésserung der Streuung der 
Auftreffpunkte. 


2.3 Die fiktive Aktivbahn 


Wahlt man die unter dem Winkel #) gegen die Horizontale geneigte Ab- 
schussrichtung als x-Achse, dann lautet die Differentialgleichung fiir die Be- 
wegung in dieser Richtung 


mx =S—mgsindy— cy 5 V2q 
oder (2.31) 
%=y—gsind,— oF . 4 Age 


Da y bedeutend grésser ist als die beiden andern Glieder auf der rechten Seite, 
so kann in erster Naherung geschrieben werden 


x=. (2.32) 


Wird die Schubbeschleunigung y als konstant vorausgesetzt, so ergibt sich 
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_ sofort unter Beachtung der Anfangsbedingungen 


g=yt (2.33) 
und 
} i! 


Da, soweit sich dies praktisch iiberhaupt einhalten lasst, die Schubkraft S 

_konstant gehalten wird, so bedeutet dies zufolge der Massenabnahme, dass 

wahrend des Verbrennungsvorganges y anwachst; andrerseits wird auch der 

_ Luftwiderstand rasch grésser, so dass sich die beiden Effekte teilweise kompen- 

sieren und man um so eher berechtigt ist, die rechte Seite von (2.32) als kon- 
stant zu betrachten. 

Die durch die Gleichungen (2.32) bis (2.34) definierte ungestérte Normal- 
flugbahn soll als fiktive Aktivbahn bezeichnet werden. Sie stellt eine erste Nahe- 
rung an die tatsdchlichen Verhdltnisse dar. Die fiktive Aktivbahn soll im kon- 
kreten Falle so bestimmt werden, dass sie mit der wirklichen (gemessenen) 
Bahn bei Brennschluss im Ort x und in der Geschwindigkeit % iibereinstimmt. 

_ Daraus kann die Konstante y sowie die Zeit tg des Brennschlusses ermittelt 
_ werden (die letzte Grésse ¢g ist sonst nicht eindeutig definiert, da die Verbren- 
nung allmahlich aufhért und der Schub nicht augenblicklich null wird). Im 
_ weitern kann aus der messbaren Geschwindigkeit %, beim Verlassen des Wer- 
- fers auch eine fiktive Werferlange berechnet werden. Die fiktive Rakete besitzt 
- damit sowohl zu Beginn als auch am Ende der freien Bewegung dieselbe 
Geschwindigkeit wie die reale Rakete, ausserdem stimmen zu diesen Zeiten 
auch die Orte gut tiberein. 
f Der Einfluss der Schwerkraft und des Luftwiderstandes in der Gleichung 
' (2.31) lasst sich nachtraglich als Stérung der fiktiven Aktivbahn beriicksich- 
tigen, so dass hier diese Effekte — da nur die Stérung durch den Wind inter- 
essiert — ausser acht gelassen werden kénnen. 


2.4. Der Wind 


Es soll ein horizontaler Wind # von beliebiger Richtung herrschen. Er kann 
in zwei Komponenten #, und w, zerlegt werden, wobei die erste in Richtung 
der Flugbahn und die zweite normal dazu liegt. 


b= 0, +D,. (2.41) 


Die tangentiale Windkomponente #, beeinflusst den Luftwiderstand (2.22) und 
bewirkt damit eine geringe Anderung der Geschwindigkeit und des Ortes bei 
Brennschluss. Da jedoch die Ungleichheiten im Ablauf des Brennvorganges 
eine bedeutend gréssere Stérung der Endgeschwindigkeit auf der Aktivbahn 
erzeugen, erscheint es nicht als angebracht, den Einfluss von w#, zu beriicksich- 
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tigen; er soll mindestens vorlaufig als ein zusdtzlicher Beitrag zur allgemeinen 


Streuung betrachtet werden. 


Von ungleich grosserer Bedeutung ist dagegen die zur Bal normale Wind- 


komponente #,, da sie massgeblich die Anfangsrichtung der Passivbahn und 
damit sowohl die Schussweite als auch die seitliche Abweichung beeinflusst. 


Die Komponente #, rithrt sowohl vom Langswind (in bezug auf die Flugbahn- — 


ebene) #, als auch vom Querwind @#, her. Ist #) der Abschusswinkel, dann 
folgt fiir die Normalkomponente #, des Langswindes #, 


W, = W, Sind. (2.42) 
Es gilt die Zerlegung 
oo, 2a, . (2.43) 


Der Querwind w, geht direkt in die Rechnung ein. 


2.5 Die Stirungsdifferentialgleichungen 


Unter der Voraussetzung, dass die fiktive Aktivbahn die ungestérte Normal- 
flugbahn sei, bleiben noch die Differentialgleichungen fiir die Pendelungen der 
Rakete um den Schwerpunkt und die dadurch bewirkte St6rung (unter Beriick- 
sichtigung des Windes) fiir die Bahn des Schwerpunktes. Diese Gleichungen 
sollen hier direkt in der linearisierten Form angegeben werden. 

Zur Ableitung der gesuchten Gleichungen sei um den Raketenschwerpunkt 
eine Kugel vom Radius 1 gelegt. Im Durchstosspunkt T der Flugbahntangente 
wird die Tangentialebene bestimmt und in dieser ein rechtwinkliges Koordina- 
tensystem (&, 7) gewahlt, wie es die Figur 1 zeigt, wobei die &-Achse horizontal 
liegt*). Die Richtung der Raketenachse sei durch den Vektor (€, 7) gegeben, die 
Geschwindigkeit des Schwerpunktes infolge des Windeinflusses (normal zur 
Flugbahntangente der fiktiven Bahn) durch (#,v), und schliesslich sei der 
Windvektor (w,, w;). Formuliert man nun die Newtonschen Bewegungsglei- 
chungen sowie den Drallsatz, dann ergibt sich mit den obigen Bezeichnungen 
unter Einfithrung der Krafte (2.21), (2.23) und dem Moment (2.25) schliesslich 
das folgende System von Differentialgleichungen fiir die drallfreie Rakete 

. C U 
ras ace ssideige ] 


m V 


; ae (2.51) 
epee 


+BE=—qy gi 5 v3(—E—A Me), | 


3) Dadurch, dass die Gleichungen fiir das ebene (€,7)-System aufgeschrieben werden, ergibt 
sich gerade die ijsedcitiecane der allgemeinen Gleichungen. 


PAs 
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_ Hier bedeutet B das Tragheitsmoment der Rakete in bezug auf eine Querachse 


durch den Schwerpunkt?). 


Das System (2.51) lasst sich zundchst durch Einfiihrung komplexer Gréssen 
reduzieren auf zwei Gleichungen®). Es sei 


ut+tiv=o, E+in=a, wi tiv,=w. (2,52) 


Figur 1 


Koordinatensystem. 


Wird die zweite und die dritte Gleichung des Systems (2.51) mit 2 multipliziert 
und dann die ersten beiden sowie die letzten zwei Gleichungen addiert, so folgt 
wegen (2.52) 


. Cc —wW 
o=—4A qt V4fa-- "| ya, (2:53) 
é=-4 gifv*la—-°*], (2.54) 
Es sei noch zur Abkiirzung gesetzt 
_ £498 = "AGte 
asta Ki a (2.55) 
Mit der neuen Variablen 
d=yta-—@o (2.56) 


4) Fiir den zweidimensionalen Fall vergleiche [4], fiir den dreidimensionalen [2]. 

5) Das ist deshalb méglich, weil die Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung in der vertikalen 
Ebene durch die Normalflugbahn und 7-Achse sowie in der durch die Normalflugbahn und die 
&-Achse bestimmten Ebene auf Grund der gemachten Annahmen analog sind. 


a 
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kénnen nun die beiden Gleichungen (2.53) und (2.54) nach einigen Rechnungen 
auf eine einzige Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden: 


‘e 1 ie 
5+ (Qptt 7) b+Rytd=—-Ry tw. (2.57) 


Wird schliesslich noch anstelle der Zeit ¢ der von der Rakete auf der ungestérten — 


Flugbahn zuriickgelegte Weg x gemiss der Gleichung (2. 34) 
gi ~ y 


als neue unabhangige Variable eingefiihrt, so ergibt sich nach etlichen Zwi- 
schenrechnungen 
6"+00+R6=—-Ryw, (2.58) 


wo die Striche Ableitungen nach x bedeuten. Dies ist eine lineare Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren Lésung demzufolge 
leicht angegeben werden kann‘). 


2.6 Losung fiir die Schwerpunktsgeschwindigkett w 


Fiir die Bestimmung des Windeinflusses interessiert in erster Linie die zur 
Flugbahntangente normale, gestérte Geschwindigkeit wm des Schwerpunktes, 
da dadurch zusammen mit der Endgeschwindigkeit der Rakete auf der Aktiv- 
bahn die Anfangsrichtung der Passivbahn festgelegt wird. Der Ort des Schwer- 
punktes kann daraus fiir die Zeit des Brennschlusses durch eine Quadratur 
berechnet werden; doch spielt diese geringfiigige Abweichung praktisch keine 
Rolle. 

Ist 6 aus der Differentialgleichung (2.58) bekannt, so folgt wegen (2.53) und 
(2.56) die Schwerpunktsgeschwindigkeit @ aus der Differentialgleichung 


: al a 
i — o=(Qyt+ +) d+Oytw, (2.61) 


deren Lésung lautet 
t 


w=t1(Qy +7) ddt+Qyt?w. (2.62) 


ty 


Ohne Einzelheiten der Zwischenrechnung anzufithren, sei die allgemeine 
Loésung fiir w wiedergegeben. Sie ergibt sich aus 


o=Jiv, (2.63) 


6) Host [4] erhalt eine Besselsche Differentialgleichung der Ordnung 1/2, die sich nach bekann- 
ten Beziehungen mittels trigonometrischer Funktionen lésen lisst. 


— 
Py 
a+ 
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wo J den folgenden Ausdruck bedeutet 


hi =< 1 = e—k(z—%) ’ cos (z Sey Zot k) 
Vuy/2 yz Vz cosk 
; ke, {1 Q , sin (z)— k) cos (z)— 2k) 
Pe iz SoA) _ costo 28) (2.64) 


4 [2 : COS (Z) — k) a Se ey 


be cosk cos?k 
wobei noch folgende Abkiirzungen verwendet wurden 


2 
ne B= Rae, pens, k =arctg2, zat B (2.65) 


Le 


Die Funktionen °S und @ sind Verallgemeinerungen der Fresnelschen Integrale 
und ergeben sich als Imaginarteil und Realteil des Integrals 


CLs = ‘A goU2 eh i)s gy. (2.66) 


_Fiir die tiblichen Raketenmodelle zeigt es sich, dass der Auftrieb keinen sehr 
_grossen Einfluss hat (vgl. auch [2,4]). Vernachlassigt man thn, behalt dagegen 
das Riickstellmoment bei, dann lasst sich die Lésung stark vereinfachen: 


= 1 Yee 

— [1 — cos % (2 #)| 

—_ (2.67) 

4tV any [sin % 13 (C(u) — C(t) — cos #2 ( S(u) — S(u))| ; 
Hier bezeichnet ¢, die Zeit des Einsatzes des Windes, im allgemeinen also die 
Zeit, zu der die Rakete den Werfer verlasst, und C(u) bzw. S(u) sind die 
Fresnelschen Integrale’). 


2.7 Strung des Neigungswinkels. Numerisches Beispiel 


Die am Ende der Aktivbahn erreichte Normalgeschwindigkeit w des 
Schwerpunktes bestimmt zusammen mit der Endgeschwindigkeit V die Stérung 
der « Abschussrichtung » der Passivbahn. Es gilt 


Ab=—, (2.71) 


wo A#@ ein komplexer Winkel ist, dessen Realteil die seitliche Abweichung y 
zufolge eines Querwindes w,, der Imaginarteil die durch den Langswind w, 


7) Vel. [5], $.34. 
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bewirkte Neigungsstérung « ergibt. Man erhalt die Beziehungen : 
| 
uU ee, 2 72) 
SS ae Co Ss (2 

? ~ VY cosdy V 


Numerisches Beispiel. Um eine Idee von der Gréssenordnung des Windein- | 
flusses zu geben, sei eine Rakete betrachtet, zu der die folgenden Daten geh6ren. 


y =450ms-2, w= 0,046m-1, t=0,19s, #=1,10s, 3=35% (2.73) 


e-10° 


= 


a3} — 5,55 -1 
ies) — 5,73 t{s] 


py 


01 05 10 15 


, 


Figur 2 
Die Stérung € als Funktion der Zeit ¢. B Brennschluss. 


Die Neigungsstérung e folgt aus den Beziehungen (2.67) und (2.72). Es ergibt 
sich die folgende mit w,=1ms~t berechnete Tabelle§). Der Verlauf des Win- 
kels ¢ ist ferner in der Figur 2 graphisch dargestellt. 


2.8 Ballistischer Wind fiir die Aktivbahn 


Die Uberlegungen der vorhergehenden Abschnitte gelten fiir den Fall eines 
homogenen, mit der Héhe unveranderlichen Windes. Ist dagegen der Wind- 
vektor w eine Funktion der Héhe — wie dies praktisch immer der Fall ist -, 
dann lasst sich der Einfluss des variablen Windes ersetzen durch den soge- 
nannten ballistischen Wind; dies ist definitionsgemass ein fiktiver, konstanter 
Wind, der dieselbe Wirkung besitzt wie der variable Wind. Wie es in der 
Ballistik tiblich ist, besteht die Méglichkeit, den Einfluss des Windes schicht- 
weise zu erfassen; das Gewicht einer Schicht, die von y bis y+ Ay reicht, 


8) Der fettgedruckte Wert gilt fiir die Zeit des Brennschlusses. Die folgenden Werte wurden 
berechnet unter der Annahme, dass der Schub weiter wirksam sei. ' 


hr SNPs 
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kann in erster Naherung erhalten werden, indem man annimmt, dass der Wind 
einmal von der Héhe y bis zum Endpunkt der Aktivbahn, dann erst von der 
Héhe y + Ay an wirksam ist; bildet man die Differenz der beiden Einflisse, 
dann ergibt sich das gesuchte Gewicht. Die Figur 3 zeigt die zum Beispiel von 
Abschnitt 2.7 gehérende Garniersche Einflusslinie. In der Figur 4 ist diese 
Funktion noch normiert worden und als Funktion der Héhe dargestellt. Man 
erkennt sofort, dass die unterste Schicht bis zu 1/10 der Héhe bereits 50% des 


e-10° 


05 


0) 


0] 05 10 t 01 05 10 2 
Figur 3 Figur 4 
Figur 3: Garniersche Einflusslinie fiir den Einfluss der normalen Windkomponente auf die Aktivbahn. 
F Figur 4: Normierte Einflusslinie als Funktion der Hohe. 


Einflusses ausmacht. Andere Beispiele ergeben ahnliche Werte. Dies ist insofern 
von praktischer Bedeutung, als es fiir die geringen, fiir die Aktivbahn in Betracht 
-kommenden Hohen - es handelt sich um 100-400 m — mit den tiblichen Mitteln 
(Radiosonde) nicht ohne weiteres méglich ist, den Verlauf des Windes mit der 
Hohe festzustellen, und ausserdem ist auch die zeitliche Abhangigkeit ziemlich 
ausgepragt. Man wird deshalb berechtigt sein, in der Praxis den bodennahen 
Wind direkt als ballistischen Wind der Aktivbahn zu betrachten. 


3. Der Einfluss des Windes auf die Passivbahn 
3.1 Allgemeines 


Auf der Passivbahn verhalt sich die Rakete wie ein gewohnliches Artillerie- 
geschoss, so dass die fiir ein solches giiltigen Uberlegungen tibernommen werden 
kénnen. Die passive Normalflugbahn darf damit als Bahn eines Massenpunktes 
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betrachtet und berechnet werden®). Der Einfluss des Langswindes lasst sich _ 
dann, wie mit Hilfe eines mit dem Winde bewegten Koordinatensystems 
gezeigt werden kann, auf eine Anderung der Anfangsgeschwindigkeit und des 

Abschusswinkels zuriickfiihren. Geringe Abweichungen von diesen Ergebnissen 
sind méglich im Falle, wo die Rakete zusdtzliche Stabilisierungsflachen auf-— 
weist. Darauf soll aber im folgenden nicht eingegangen werden. 


3.2 Die Normalflugbahn 


Um einen ersten Uberblick tiber die Verhaltnisse auf der Passivbahn zu 
erhalten, soll diese durch leicht auswertbare analytische Ausdriicke approxi- 
miert werden. Zu diesem Zwecke wurde die im Luftwiderstandsgesetz auftre- 
tende Dichte 0 als konstant betrachtet, was im Falle geringer Scheitelhéhen 
nicht allzuweit von der Wirklichkeit entfernt ist. Im weiteren soll die Abhan- 
gigkeit des Widerstandskoeffizienten von der Machschen Zahl vernachlassigt 
werden (ein Vorgehen, das sicher im Bereich, wo die Raketengeschwindigkeit 
in der Nahe der Schallgeschwindigkeit liegt, diskutabel ist) und ein Mittelwert 
gewahlt werden, der ungefahr die tatsachliche Schussweite ergibt. Mit diesen 
Vereinfachungen folgt fiir den Luftwiderstand eine rein quadratische Abhangig- 
keit von der Raketengeschwindigkeit und der Ausdruck (2.22) im Abschnitt 2.2 


nimmt die einfache Gestalt 
W=cV2 (3.21) 


~ an. In diesem Falle ergeben sich die Flugbahnelemente durch elementare Rech- 
nungen?°) 


A 
cos*#, —— [C —&,(8)] 7e 
® (3.22) 
0 oe 
loa Le pene 
ne IPT 2, ic 4a ee 
* g p bSyghal lis gi cosé dd, 
Do Do 
wo die Funktion &,() die folgende Form hat: 
1/7 ted LOL 
$(8) = = [ae +Intg (45 3) (3.23) 


und die Konstante 


ote Te en 
2c V2 cos?d, + S2(4o) 
ist. Die Flugbahnelemente kénnen somit durch einfache Quadraturen, etwa 
mit Hilfe der Simpsonschen Regel, erhalten werden. 


®) Vel. [1] und [3]. 
a0) Vel. 1, S, LOG: 


Vol. IXb, 1958 Windeinfluss auf die Flugbahn einer Rakete 539 


3.3 Der Einfluss eines konstanten Langswindes 


_ Der Einfluss des Langswindes kann als eine Stérung der Anfangselemente 
V, und # betrachtet werden, wobei die Beziehungen!?!) . 


: AV, w Oe 
re = ry, cosy, Ad = + Sia sin Dy. (3.31) 


gelten. Daraus berechnet sich die Anderung der Schussweite mit Hilfe der Formel 


x, 
OX COS Hy + 


AX =X,,—X,=w, (¢,- 7 OX ae Sate, 


eT. (3.32) 


wo X,, die gestérte, X, die ungestérte Schussweite bedeuten. Um die Koeffi- 
zienten 0X,,/0V 9 und 0X,,/09 zu erhalten, kénnen Flugbahnen mit geeigneten 
Stérungen AV, und A, der Anfangsgeschwindigkeit und des Abschusswinkels 
nach den Formeln (3.22) berechnet werden. 

Fiir das Beispiel im Abschnitt 2.7 ergibt sich fiir einen Langswind von + w, 
die Stérung in der Schussweite X 


AX = +29,6 sw, . (3233) 
Um diese St6rung zu kompensieren, muss am Neigungswinkel eine Korrektur 


Ad, = —0,0167 s m1 w, (3.34) 
angebracht werden. 


3.4 Der Einfluss eines konstanten Querwindes 


Die durch einen Querwind bewirkte seitliche Abtrift eines Geschosses oder 
einer Rakete ergibt sich aus der Beziehung?”) 


a 
= ae 41 
Zz w, | ( i) - = |: (3.41) 
wo #, die Zeit des Einsatzes des Windes bedeutet, der bis zur Zeit ¢ herrschen 
soll13), ' 

Die durch einen homogenen Querwind von 1 m/s Starke bewirkte Abwei- 
chung ergibt sich fiir das Beispiel in 2.7 zu 


Z 
p= — = 0,00221. (3.42) 


11) Vgil. [1], S. 214. 
12) Dies ist eine Verallgemeinerung der Formel (232a) in [1]. ee ' 
13) Mit Hilfe dieser Formel kann leicht die zur Bestimmung des ballistischen Windes erforder- 
iche Garniersche Einflusslinie erhalten werden. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, sei festgehalten, 
lass sich diese ausgezeichnet durch eine quadratische Funktion approximieren lasst. 
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3.5 Der ballistische Wind fiir die Passivbahn 


Auf Grund der gemachten Annahmen kann fiir den Fall eines mit der Hohe 
veranderlichen Windes fiir die Passivbahn der ballistische Wind — und zwar 
sowohl fiir den Langs- als auch fiir den Querwind — entsprechend den fur 
Artilleriegeschosse giiltigen Grundsitzen bestimmt werden*4). Dieser Wind 
werde mit 


B? = Yb, w, (3.51) 
ak 


bezeichnet, wo die #; die den einzelnen Zonen zugehérigen Gewichte bedeuten. 


4. Der ballistische Wind fiir die Gesamtflugbahn 


Nachdem nun der Einfluss des Windes sowohl fiir die Aktiv- als auch fiir 
die Passivbahn ermittelt worden ist, konnen die beiden Einwirkungen so mit- 
einander verbunden werden, dass gesamthaft jene an den Abgangselementen 
anzubringenden Korrekturen bestimmt werden kénnen, die dazu fiihren, dass 
die Rakete trotz des Windes ihr vorgeschriebenes Ziel erreicht. Die Besonder- 
heiten der Raketenflugbahn bringen es mit sich, dass die Einfliisse von Langs- 
und Querwind verschieden sind, so dass dementsprechend zwet verschiedene 
ballistische Winde eingefiihrt werden miissen, einer ai den Langswind, einer 
fiir den Querwind. 

Im folgenden sei der gemiass Abschnitt 2.8 der Grésse und Richtung nach 
bestimmte ballistische Wind fiir die Aktivbahn mit w? und der aus 3.5 folgende 
ballistische Wind fiir die Passivbahn mit w/ bezeichnet. 


4.1 Ballistischer Querwind fiir die Gesamtflugbahn 


Im Falle eines Querwindes von der Starke 1 m/s werden entsprechend den 
Ergebnissen der Abschnitte 2.7 und 3.4 fiir die beiden Bahnteile die folgenden 
Abweichungen nach der Seite erhalten. 


Aktivbahn Pa = —0,00641, 
Passivbahn Pp = +0,00221. 


Daraus ergibt sich also fiir das Verhiltnis 


ae 
: 2,90. (4.11) 


p 


Andere durchgerechnete Beispiele mit andern Schussdistanzen liefern ganz 
ahnliche Werte. Wahlt man fiir die Praxis den abgerundeten Wert —3, so 


14) Vel. [9], 8. Kapitel. 
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folgt schliesslich fiir den ballistischen Querwind der Gesamtflugbahn 


wi =wi,—3w',. (4.12) 


Hierin bedeutet w' , bzw. w’ , die zur Flugrichtung normale Komponente des 


ballistischen Windes #) bzw. #). 


4.2 Der ballistische Lingswind fiir die Gesamtflugbahn 


Fiir einen Langswind von w, = 1 m/s ergeben sich fiir das Beispiel (0 = 35°) 
nach 2,7 bzw. 3,3 die folgenden Abweichungen des Abgangswinkels 


Aktivbahn Ad* = 0,00303 , 
Passivbahn Ad, = 0,0167. 
Daraus folgt weiter 
Ade 
Ap = 0180 ~ 0,2. (4.21) 


Dp 


Somit erhalt man — mit den leicht verstaéndlichen Symbolen — fiir den ballisti- 
schen Langswind der Gesamtflugbahn die Formel 


1 
w= wi, + = Wig (4.22) 


5. Schlussbemerkungen 


Die in den Formeln (4.12) und (4.22) auftretenden Koeffizienten —3 und 
+1/5 sind natiirlich in einem gewissen Masse vom gewahlten Luftwiderstands- 
gesetz (2.22) bzw. (3.21) abhangig. Ausserdem besteht noch eine Abhangigkeit 
dieser Werte vom Abschusswinkel #,. Dies wird besonders fiir den Koeffizienten 
1/5 im Falle des Langswindes zutreffen. Das Beispiel 2.7 bezieht sich auf 
einen Abschusswinkel von 35°, also einen ziemlich grossen Winkel, fiir den die 
Neigungsanderungen A#, bereits keinen sehr grossen Einfluss auf die Schuss- 
weite mehr haben, was natiirlich im Korrekturwert zum Ausdruck kommt. 

Man wird also eine gewisse Abhangigkeit der berechneten Gewichtskoeffi- 
zienten vom Abschusswinkel zu erwarten haben, so dass allgemeiner gesetzt 
werden kann 

w = wi ,—a(h) w,, = 0), + b(Dp) wh, - (5.1) 

Liegt der Bereich des Winkels % in verhaltnismassig engen Grenzen, so 

wird man mit einem konstanten Mittelwert der Gewichtskoeffizienten aus- 


kommen k6nnen. 


: 


) 
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In der vorliegenden Arbeit handelte es sich in erster Linie darum, die 
grundsitzliche Seite der Frage einer Korrektur des Windeinflusses auf eine 
Rakete zu untersuchen. Fiir die praktische Anwendung des vorgeschlagenen 
Verfahrens wird man die Gewichtskoeffizienten in (5.1) auf Grund einer 
strengen Rechnung — unter Beriicksichtigung des exakten Luftwiderstands- 
gesetzes — noch naher bestimmen miissen. Zusammenfassend kann gesagt 
werden, dass der Einfluss des Windes auf die gesamte Flugbahn einer Rakete 
durch einen ballistischen Wind — unterschiedlich fiir Langs- und Querwind — 
erfasst werden kann, der sich durch Beziehungen der Form (5.1) ausdriicken 
lasst. Es ist daher méglich, die Wirkung eines mit der Héhe veranderlichen 
Windes durch entsprechende Korrekturen der Abschusselemente auszuschalten. 
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Summary 


The present investigation deals with the influence on the trajectory of an 
artillery rocket of a wind variable in height. Under certain simplified conditions 
the effect is computed for the active and passive trajectory and it is shown how 
the two components can be combined into a single ballistic wind by means of 
suitable weight factors, into a wind, however, which must be defined differently 
for the longitudinal and the transverse directions. 


(Eingegangen: 5. Oktober 1957.) 
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On the Viscous Core of a Line Vortex 
By Nicuoras Rott, Ithaca, New York, USA?) 


In his paper Uber exakte Lésungen der Stokes-N avier-Gleichungen inkompres- 
sibler Fliissigheiten ber verdnderten Grenzbedingungen [1]2) ACKERET revitalized 
the interest in an important group of exact solutions of the Navier-Stokes 
equations. Here, a solution will be given which also belongs to this family. 

In a system of cylindrical polar coordinates 7, 0, z, where the velocity com- 
ponents are w (radial), v (circumferential) and w (vertical), consider the following 
(infinite) flow field of an incompressible fluid: 


“4=—a7r, W=2az, v=—~. (1) 


This field is easily recognized as a potential flow, and thereby as an exact solu- 
tion of the Navier-Stokes equations, with the following interpretation: wu and w 

-are components of an axisymmetric stagnation-point flow; if the velocity 
gradient a in (1) is positive, the radial flow is directed inward, toward the z-axis. 
Superimposed is a potential vortex with the circulation J’,,, centered around 
the z-axis. 

The solution (1) is unsatisfactory as a solution of the Navier-Stokes equa- 
tions, as v becomes infinite at y = 0. A new solution will be sought, in which 
this shortcoming is removed; if v is assumed to be some unknown function of 
y, the Navier-Stokes equations might lead to a new solution which is regular. 

For the sake of greater generality, v will be taken as a function not only of 
ry but also of the time #. Thus, the following type of flow field will be considered: 


bo —or,—wW=2a2, v=r7,2). (2) 


Continuity is satisfied, and introduction into the Navier-Stokes equations [2] 
gives, in the 7-direction: 


pam Bee ae eop 
ee ) 
in the z-direction: 
1 
4atz=—— SP, (4) 


1) Cornell University. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 553. 
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and in the @-direction: 


Boalt ee) ete ee) 


From equations (3) and (4) the pressure can be written in the form 


p= po— > (a? 7? + 402) + byl, t) , (6) 
where 
2 
re (7) 


represents the superimposed pressure effect of the ‘circulatory’ motion; this 
quantity will be found later. 
Equation (5) determines v; it is advantageous to consider the quantity 


Lr, 2). = 227 v(7,2)., (8) 


which substituted into equation (5) gives 


or Bisa 1 oe 


ot om Or ov? yO 


(9) 


Evidently, ’= const = I’,, is a trivial solution of equation (9), yielding the 
solution (1). Further solutions of this equation will be sought, first in the steady 
case. 

If 0J'/ot = 0, elementary integration yields 


= A + B every ? 


where A and B are constants. A solution is sought which is regular for 7 = 0; 
thus, let 


A=-B=TI,,, 
so that the solution is 
Raa ate eran, (10) 
and 
To —ar*/2y 


This remarkable result can be compared with the well-known unsteady solution 
(due to OSEEN, 1911) of equation (9) for the case of no stagnation-point flow, 
gan = OF 
Doo —rlay 
v= ies (1 6. [4 ‘) . (12) 
It is seen that the steady v-distribution (11) is the same as (12), only ‘frozen’ 
ata time t= (2'q)-% 
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The physical interpretation for the steady solution (11) is the following: 
while the vortex tends to decay, the ‘onrushing’ stagnation point flow carries 
new circulation from infinity towards the axis; in equilibrium, a ‘viscous 
radius’, 7* is found which is determined by the kinematic viscosity » and the 
‘inflow-gradient’ a: 
2 


A 4 . (13) 


If y>r*, the solution (11) reduces to the potential flow, equation (1). Only 
for y comparable to 7* is the viscous effect felt, and as 7 +0, rigid rotation is 
found. It is clear that a > 0, i. e., the inward direction of the stagnation point 
flow, is essential for the existence of this solution. 

So far, all results were exact solutions of the Navier-Stokes equations. 
While this is gratifying, the very special assumptions on the flow geometry, 
namely, a stagnation-point flow extending to infinity, is of little practical 
interest. However, it was found that the viscous effect is restricted to a cylinder 
of the radius of the order 7*; thus, the solution (11) will be applied, in the 
sense of the boundary-layer approximations, to the core of any vortex aligned 
with an axisymmetric stagnation point, whatever the flow at infinity may be. 
It can be verified a posteriori whether inside the viscous core the ‘inflow-gra- 
dient’ remains sufficiently constant. Note that also in reality, the axis of the 
vortex will always be exactly aligned with the axis of the stagnation point flow, 
as a consequence of the Helmholtz-Kelvin vortex laws: the circulation is 
‘brought in’ from infinity by the flow, and no ‘material’ line surrounding the 
axis can ever cross it. The solution will be applied, in an approximate way, 
‘even to cases where the axis is not perfectly straight, or when the inflow- 
gradient a is a slowly varying function of z along the axis. 

In this sense, the solution (11) will be used for discussion of phenomena 
like the bathtub vortex, tornadoes, etc. The result for viscous flow, in contrast 
‘to the potential solution (1), provides a ‘cutoff’ in the center of the core, 
yielding a finite pressure. The pressure due to the viscous vortex, py, which is 
superimposed onto the potential flow pressure field without the vortex, is cal- 
culated from equation (7). Introducing v from equation (11), and by use of the 
variable 


2 
hy ae a ae (14) 


pris given by the following expression : 


@ Iw 1 —e-*\2 
i eres [| SS) dx. (15) 
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The radial distribution of the pressure pin the core of a viscous vortex. Also plotted is the stagna- 
tion pressure pp,_ and the pressure distribution in an inviscid vortex, p Pot The reference pressure 
s 
is pt = 0 TS /8 2? r*?. 


Partial integration permits splitting this expression in two parts: 


a Pra te pr, ’ (16) 
where 
ARES 1 — ¢—*)2 1 
Pra eee x Se RGAE (17) 


is the dynamic pressure due to the velocity v given by equation (11), and 


Cc 


CO 
Bes eo) pea Berets 
br aag ger Je a fe ot (18) 
x 


x 


represents the change in stagnation pressure, or the change of the Bernoulli 
constant due to viscous effects. Numerical values of pp, are found with the 
help of the tabulated ‘exponential integral’. Curves showing fr and fp, are 
plotted in the figure, together with the ‘potential’ value of #p which would 
follow from equation (1): 


pee el ee else _ ela 
Proot 8 mye Smtr*2y 16 m2%° (19) 


The maximum of the dynamic pressure, or the velocity, is found at a position x 
which follows from the equation 

e@=>1+2% 
yielding a radius 

fe AY She 
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The maximum velocity is 


i. 


ably KON ES Pes a 
Umag = 0-64 ee 0-64 oe Wie (20) 


‘The total pressure difference from infinity to the center of the core, due to the 
vortex, will be called Af;,; its magnitude follows ater an easy evaluation of 
_ the definite integrals in equation (18) for x = 0: 


NOS PS (QUES 1-386 9 rr 
Apr, 822 i 8 7? a (21) 


With the finite pressure at 7 = 0, the total lifting force L of the vortex over 
a circle of radius 7 in the (materialized) plane z = 0 remains finite. Only the 
limiting result for v >7r* will be given, without reproducing the lengthy though 
elementary integrations: 


_ el% v 
“i 4 7 log oe (22) 
-where 
1% i~ r* = 0-645 7. (22a) 


Here, y = 1-781... is ‘EULER’s constant’. If the vortex had been ‘cut off’ at 
a height z = H, where H >7*, the total force on the infinite plane z = 0 would 
- remain finite; its value can be found to be 


log= (22b) 


As a first application, consider the case of the bathtub vortex. The basic 
flow in the emptying bathtub without the vortex will be schematically repre- 
sented by a sink of strength Q (volume flow per unit time, cm? s~?) representing 
the drain, at a distance # from an infinite plane, representing the (undisturbed) 

_ free surface. (The effect of the bottom and of the sidewalls will be neglected.) 
The sink flow and its image result in a stagnation point on the plane, where 
the inflow-gradient is found to be 


For the sink strength Q, put 
Q=Z@V2gh, 
where d is the drain diameter. If a vortex of the strength J’, is present, a 


pressure drop at the core is found having the magnitude 


log 2 og, da V2gh 
Apr, 6472 oo » (21a) 
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and as the pressure on the free surface is constant, a depression / of the surface — 
will be caused such that the hydrostatic pressure balances Apr,: 


Afr, =e8!. 


The vortex ‘breaks through’ to the drain if / = h. Unfortunately the situation 
is complicated by the fact that if a depression is present, it will influence the 
inflow gradient; the problem of a sink flow limited by a non-planar surface is 
not readily solved. Qualitatively, this effect (which is more important than 
the neglected images due to the walls) will cause the following events: a 
depression of the surface increases the inflow gradient, which in turn increases 
the pressure drop Apy,, which increases the depression, etc. Thus, in accordance 
with experience, the break-through occurs very suddenly. 

In order to obtain a rough estimate of the vortex strength which causes such 
a break-through, let the pressure drop Ay, according to the formula (21a), 
which ignores the change in a due to the depression, be equated to the hydro- 
static pressure for a depression / which is a fraction « (say) of the height /: 


App, =“ogh. 


The formula is good for « <1; on the other hand, as soon as « is some appre- 
ciable fraction of 1, the break-through proceeds very quickly; thus, an estimate 
of the critical conditions can be obtained by a reasonable guess on a, say, 
a = 0-25. Solving the formula (21a) for J’,,, it is found that 


2 404 27 ¢ h\2 Rep 
Tx V2 log2 (7) hVeh. 


In water at 40°C, vy = 6:6 x 10-$ cm? s7!; assuming d = 2 cm, a vortex which 
breaks through at a height 4 = 8 cm must have a strength J, = 80 cm? s~1. 
This seems to be a reasonable value, in view of the size of a bathtub and the 
usual agitation of the water. 

Next, the results will be discussed in connection with some observed proper- 
ties of tornadoes. The ‘radius’ of a tornado, in the case of the narrower 
paths observed, is about 10 m (usually it is much larger). This radius will be 
identified with the radius 7*, equation (13), in the vicinity of which the stag- 
nation pressure has a maximum. Taking the kinematic viscosity of air to be 
0-14 cm? st and 7* = 10° cm, it follows that the inflow gradient is 


a = 0:28 x 10-8 5-1, 


an improbably low value. Values which appear to be reasonable from meteoro- 
logical experience would be of the order of 1 m/s change of wind speed per 1 km, 
or a= 10-8 s—!; this, in turn, leads to the improbable value of r* = 17 cm. 
It is believed that the basic flow picture considered here, namely, a vortex 
concentrated by an inflowing stagnation point flow, correctly represents the 
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_ phenomena in a tornado; nevertheless, some aspects of this flow model must be 
_ changed in order to explain the observed size of tornado paths. The first 


thought might be that the compressibility of air has to be taken into account. 
Whenever the maximum velocity according to equation (20) becomes com- 
parable to the velocity of sound, a compressibility correction to the calculation 
of r* is indicated. Atmospheric values of I’,, and a could easily lead to values 


_ Of Uae beyond this limit. Correspondingly, the absolute pressure at the center 


of the vortex has to fall well under one half of the undisturbed barometric 
pressure, before a sizeable compressibility correction has to be made. While 
such large pressure drops are not impossible, their existence apparently has not 


been proved yet. 


Although the compressibility correction is of great theoretical and practical 
interest, it is hard to visualize how it could change 7* by several orders of 
magnitude, unless the core pressure falls to improbably low values. On the 
other hand, big effects on 7* are found if the assumption of laminar flow is 


_ dropped, as the appropriate kinematic viscosity would be increased by many 


orders of magnitude in turbulent flow. But can the flow be turbulent in the 


core of the vortex? A first thought which would indicate that turbulence is of 
_ little importance is the following: when the vortex flow is ‘drawn in’ toward 
the core and thereby accelerated in accordance with the law of conservation 


of angular momentum, this acceleration will make any initial turbulent fluc- 
tuations much less important; this is a well-known principle. But inside the 
core, where the flow is decelerated again, will this tendency reverse ? If it does, 
if there is a turbulent vortex flow, it may be expected to be a very ‘pure’ and 
interesting case of turbulence, depending very little on initial conditions and 


having the ‘natural’ Reynolds number J’,,/y as similarity parameter. Such 


‘considerations might have led SQutrE [3] to the assumption of a turbulent eddy 


viscosity ¢ proportional to the vortex strength J,,. A possible generalization 
of SqurrE’s assumption would be to put « proportional to 1% v~”, where n 


is some exponent. It must be emphasized that Squire made his assumption in 


connection with a somewhat different problem, namely, the decay of the 


trailing vortex system behind an airplane. It is known that this vortex system 
has a fairly strong persistence, so that, e. g., several light-airplane landing and 
take-off accidents were found due to encountering the wakes of large airplanes. 
This problem was investigated by Bieviss [4], who found that turbulent 
dissipation has to be assumed to explain the observed persistence of the vortex 
motion. In laminar flow, the vortex decay time would be many orders of 
magnitude larger than the observed times of several minutes, which already 
appear to be fairly large. The case is similar to HELMHOL17z’s classical estimate 
of the wind persistence with laminar flow. To explain the observed facts, 
BLEviss assumed a turbulence intensity determined by usual meteorological 
conditions, while Squire made the assumption of a turbulence intensity 
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typical for and determined by the vortex. In any case, there is circumstantial 
evidence for the role of turbulence in the vortex decay problem. This should be — 
kept in mind in spite of the fact that the situation is quite different for a vortex — 
with stagnation-point type inflow, when particles are strongly accelerated 
before they reach the core. All these speculations naturally lead to no con- 
clusions; rather, basic observations are needed. 

Returning to the tornado problem, another difference between reality and 
the assumed simple flow model is that the latter does not consider the viscous 
effects due to the presence of the ground. This effect causes all velocities to 
vanish in the plane z = 0, on which a boundary layer will be formed. Near the 
core, however, it is questionable whether boundary layer assumptions are 
sufficient for the treatment of the problem, as the imposed outside pressure 
distribution py itself is viscous in origin. It would be interesting to investigate 
this somewhat unusual situation. 

Besides the tornado, similar phenomena are found at the intake of jet 
engines situated (at rest) near the ground: a vortex (like a little artificial 
tornado) is formed, extending from the ground into the intake and picking up 
objects from the ground which often damage the engine. Experiments by 
KLEIN [5] have proved several basic facts about this flow phenomenon, e. g., 
that the ground plays a role by producing a stagnation point flow in connection 
with the sink created by the jet intake, but that the boundary layer on the 
ground and its vorticity have no fundamental influence on the flow pattern. 
The proof was made by using a second jet intake as a true image, so that a 
stagnation point flow was formed along a frictionless plane. A vortex was found 
connecting the two intakes, if and only if a circulation at ‘infinity’ was created 
artificially in these controlled experiments, just as in the case of one intake 
and the ground. KLEIN also has shown a way to avoid this vortex and thereby’ 
possible damage to the engines: a small airjet, directed toward the ground 
where the stagnation point would be, ‘blows away’ the vortex; evidently, this 
‘aerodynarnic screen’ blows away the stagnation point. This principle, as 
KLEIN has pointed out, might be used perhaps for active tornado control. 
Although the circulations involved in a tornado are very large and beyond 
control, the inflow gradient might be small enough to be influenced by man- 
made jets. 

Finally, returning to the firm ground of the Navier-Stokes equations, a 
few unsteady solutions will be sought for the exact equation (8). Consider first 
the inviscid case of a stagnation point and a circulation which is function of 
vy and ¢; I’ fulfills the equation 


or or 
gyn ee apace (9a) 


In frictionless fluid flow, J" will be ‘attached’ to the material-particle lines 


rod 
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drawn in by the inflow; they move toward the z-axis with the speed u from 
equation (1): 


so that 
r=ne”™, (23) 


where 7, is the initial radius of a particle at t=0. In accordance with the 
Helmholtz-Kelvin law, any function 


RE Sah Tre") (24) 
fulfills equation (9a). 
Proceeding to the viscous case, the solution (24) suggests trying the following 


form of J’: 
| P= f{rF(t)\= I) (25) 


with the function F(é) to be determined such that J’ fulfills the complete 
viscous equation (9a). Introduction of the expression (25) leads to the equation 


; ie igs tems 
(F’ —aF)o F- =F |4- = 3-|- 


ae (26) 


It is seen that the unsteady case is formally reduced to the steady one if F(¢) 
satisfies the differential equation 


F'—-aF=—cF%, (27) 
where c is some (positive) constant; the solution is 


F=(£ +5 i es (28) 


where 0 is a constant of integration. Now the ‘steady’ solution of equation 


26 j 2/9) 
i ) is r=f, Cpe rary. 


Introduction of o =  F leads to the final result: 


P=T,,{1— exp | a TER} i) 


where f = a b/c is a new constant. The physical interpretation of this exact 
result is the following: circulation is found to be essentially restricted to a 
domain outside of a:shrinking cylinder with the radius 


Rf) = 2 (1+ PevPet) = 88 (1+ err"). (30) 


Suppose f is a large positive quantity. Then, for small values of ¢, the circu- 


| 
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lation is ‘brought in’ in accordance with equation (23), in an almost inviscid — 
manner, until finally, for large ¢, the core is reached and the steady solution is _ 
quickly approached. 

Solution (29) represents roughly a ‘step-function’ in J’, jumping at R(¢ ) 
from ’= 0 to ’= I,,. Noting that if I(r, ¢) is a solution of equation (9), then — 
dJ'/dt is also a solution, an interesting expression is found by differentiating 
equation (29). This solution has roughly the character of a 6-function of the 
circulation at R(t): 


Jf — K . ae ? 31 
1 2m B e24t st ( ) 
where 
ay? 1 y? 
Te Ty pete ~ RY ae 


and K is some constant. Discussion of this result shows that the circulation is 
first transported in an almost inviscid way, then dissipated in the core, and 
finally it disappears ‘down the drain’. 

The previous exact solutions can be realized only by creating an initial 
spatial distribution of J” corresponding to the solution for ¢ = 0; the change in 
the zero of the time scale corresponds to a change in the constant f. However, 
by superposition, using the basic solution (29) or (31), the solution for any 
initial distribution can be determined in principle. 

Additional exact solutions are easily obtained even if the inflow-gradient a 
is some given function of time. If solutions of the form (25) are sought, equation 
(27) remains unchanged, and the solution for any given function a(t) is 


e2/alt) at 


Fi = ; 3Z 
2 ferfatat at 64) 


The use of this function instead of the expression (28) gives the proper gener- 
alization of the solution (29). However, the analogue of the solution (31) 
cannot be obtained by differentiation from the generalized solution (29), The 
general solution (31) is found by putting y? = c F? v?/2 », where F is given by 
equation (32), and by replacing the explicit time-dependent factor in (31) by 


the expression . 
Ejiap a8 al. 


o 


Solutions obtained in this manner will correspond to very particular initial 
distributions of J’, depending on the function a(¢) and on the limits chosen for 
the integrals in the expression (32). 

The author gratefully acknowledges the many valuable discussions of these 


problems with the Aerodynamics group of the Santa Monica Division, Douglas 
Aircraft Company. 
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Addendum 


It has been pointed out to the author by C. P. Donatpson, who (in a 
recent and still unpublished thesis at Princeton University) made a review and 
extension of exact solutions of the Navier-Stokes equations, that the solution 
(11) was already discussed by J. M. BurGERs in the chapter on A Mathematical 
Model Illustrating the Theory of Turbulence, in: Advances in Applied Mechanics, 
vol. 1 (Academic Press, N. Y., 1948). 

Burcers found that the total dissipation per unit height in z-direction 


_ becomes independent of the viscosity. It is to be expected that BurRGERS’ 


result also holds for the unsteady solutions (29) and (31) given in this paper. 
Indeed, the dissipation for all unsteady flows of this type (with a = const) 
is found to be independent of viscosity. It suffices to note that the general 


similarity properties of the solutions of equation (9) are expressed by the 


equation 


r=Tyf(r|/*,ai). 


The spatial dependence on 7(a/y)"? leads to the dissipation per unit height 


proportional to 9a J%; in the unsteady case, this will be multiplied by a 
function of a ¢ only. 
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Zusammenfassung 


Das Strémungsfeld einer rdumlichen, axisymmetrischen Staupunktstromung 
(deren Radialgeschwindigkeit dem Staupunkt zu gerichtet ist) und eines tiberla- 
gerten koaxialen Linienwirbels wird als exakte Lésung der Navier-Stokesschen 
Gleichungen angegeben. Der Zahigkeitseinfluss ist auf einen Kern beschrankt, 
dessen Radius vom Geschwindigkeitsgradienten der Staupunktstromung abhangt. 
Der (endliche) Druck im Kern wird berechnet, und die Resultate werden im Zu- 
sammenhang mit bekannten Erscheinungen (wie der Badewannenwirbel, Wirbel- 
winde usw.) diskutiert. Einige verwandte nichtstationare Losungen der Navier- 


Stokesschen Gleichungen werden angegeben. 
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Remarques sur |’écoulement tourbillonnaire 
autour des ailes en fléche 


Par Maurice Roy, ChAatillon-sous-Bagneux, France?) 


Il est bien connu aujourd’hui qu’aux incidences notables l’écoulement 
autour des ailes A forte fléche présente des caractéres trés différents de celui 
relatif aux ailes presque droites et assez allongées dans le sens de leur envergure. 

En particulier, le long du bord d’attaque et dés l’apex (ou pointe) de la 
fléche, apparaissent des tourbillons libres qui concourent a former un noyau 
tourbillonnaire bien net, se développant au-dessus de l’extrados, vers l’aval 
et vers l’extérieur de l’aile. Les deux noyaux de cette sorte forment ainsi au- 
dessus de l’aile une sorte de «Vé» attaché a l’apex et constituent ce qu’on 
appelle souvent les «tourbillons d’apex». 

A la suite d’expériences minutieuses avec visualisation de l’écoulement que 
j/ai fait effectuer 4 1’O.N.E.R.A. en soufflerie aérodynamique et au tunnel 
hydrodynamique, j’ai caractérisé en 1952?) la formation de ces singularités par 
Venroulement en cornet d’une nappe tourbillonnaire émergeant du bord d’atta- 
que et séparant les courants d’extrados et d’intrados, dont le premier dérape 
sur l’extrados vers l’extérieur de l’aile tandis que le second déferle de l’intrados 
pardessus le bord d’attaque et s’enroule sur le premier. 

Dans une publication récente’), j’ai développé cette conception, a la lumiére 
des expériences poursuivies depuis plusieurs années. 

Je voudrais présenter ici, en réduisant au minimum l'emploi de notions 
mathématiques, un certain nombre de remarques a propos de la formation et 
de l’évolution des singularités tourbillonnaires que présente I’écoulement au- 
tour des ailes en fléche. En général, ces remarques concerneront l’aile en delta 
qui est un exemple particuli¢rement typique mais, partiellement au moins, 
elles sont applicables a des ailes 4 fléche modérée, ou méme aux parties margi- 
nales d’ailes sans fléche. 

On supposera aussi, pour simplifier, que la compressibilité du fluide est 
négligeable, sans oublier que des singularités du genre en question intervien- 
nent également dans des écoulements transsoniques ou supersoniques. 


1) O.N. E.R. A. (Office national d’études et de recherches aéronautiques). 
2) M. Roy, Caractéres de V écoulement autour dune aile en fléeche accentuée, C.r. Acad. Sci., 
Paris, 1952 (juin). 


3) M. Roy, Tourbillons dapex et nappes en cornet, Office national d’études et de recherches 
aéronautiques, Paris, n° 56 (février 1957). 
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1. Représentation d’un écoulement conique 


ve ; Nai 
4 Pour | aile en delta indéfini et de forme conique, ce qui est le cas d’un plan 
mince en triangle indéfini, la conception d’un écoulement conique se justifie en 
subsonique comme en supersonique, étant bien entendu que l’apex est un point 
Singulier, de nature trés particuliére. 


Figure 1 
Notations. 


Toute surface conique issue de l’apex et s’appuyant sur une ligne de cou- 
rant quelconque constitue alors une surface de courant. Il en est ainsi, en 
particulier, pour toute surface d’onde — onde d’accélération ou onde de choc, 
en supersonique — comme pour toute surface-cloison — telle qu’une surface ou 
nappe de tourbillon, en subsonique comme en supersonique. 

Ces surfaces de courant coniques coupent une surface de référence quel- 
conque liée a l’aile — par exemple, la sphére de rayon-unité centrée sur l’apex 
du delta indéfini — suivant un réseau de «directrices» que l’on peut prendre 
pour représentation a deux dimensions de ]’écoulement conique tridimension- 
nel. Pour obtenir une figuration en dessin plan, on peut, comme l’a proposé 
récemment R. LEGENDRE, faire une projection perspective du réseau précédent 
sur le plan choisi. 

Nous conserverons ici une représentation différente, plus directe et a la- 
quelle on revient presque forcément lorsqu’il faut exprimer les équations de 
l’écoulement en coordonnées trirectangulaires classiques. 

Adoptons, en effet, un triédre de ce genre Oxyz (figure 1) lié au plan xOy 
de l’aile en delta indéfini, le point O étant confondu avec l’apex et l’axe Ox 
dirigé vers l’aval et confondu avec l’axe de symétrie du delta. Puis, considérons 
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V intersection de I’ écoulement par le plan £ — paralléle au plan yOz et centré en 
un point de l’axe Ox — comme définie par les lignes tangentes en chacun de leurs 
points & la projection (v, w) sur le plan yOz de la vitesse locale (u, v, w) de l’écoule- 
ment conique. Autour de la section de I’aile, représentée sur l’axe 7 par le seg- 
ment A, Ag, ces lignes sont appelées parfois «lignes de courant de l’écoulement 
transversal». Bien que cette dénomination soit littéralement correcte moyen- 
nant une convenable définition de ses deux termes, nous l’éviterons car elle 
induit trop facilement 4 confondre la notion mathématique de courant avec la 
véalité physique, ot les composantes v et w de la vitesse locale sont inséparables 
de la troisisme composante u (suivant Ox) gui n’est pas une constante. 

Aussi appellerons-nous les lignes en question «lignes du pseudo-courant 
transversal», en remarquant bien qu’en général la surface conique issue de 
l’apex et s’appuyant sur l’une quelconque de ces lignes n’est pas une surface de 
courant de l’écoulement conique. Par contre, intersection du plan transversal 
avec une nappe de tourbillon est la «directrice» de cette nappe conique. 

Lorsqu’il s’agit d’interpréter les images d’un écoulement visualisé, on 
n’évite de graves erreurs que si l’on rapproche correctement le procédé expéri- 
mental d’obtention des images et la méthode que |’on veut utiliser pour la re- 
présentation de l’écoulement tridimensionnel conique, ou supposé tel. 


2. Contournement du bord d’un obstacle mince 


2.1 Soit, d’abord, un obstacle mince — a la limite, un plan ou une surface — 
bordé par une aréte vive a peu pres perpendiculaire au courant général amont. 

L’écoulement extérieur étant pratiquement bidimensionnel, la vitesse serait 
infinie au contournement de I’aréte vive (figure 2a), s'il ne s’y formait (figure 
2b) une zone tourbillonnaire en forme de «bourrelet», par décollement du 
courant d’intrados, qui vient recoller sur l’extrados en contournant cette zone “B. 

Si le bord contourné est arrondi au lieu d’étre une aréte vive, un «bourre- 
let» peut encore se former (figure 2c) aprés le point de courbure maximum du 
bord d’attaque si ce maximum de courbure est trop élevé. Cette éventualité 
disparait (figure 2d) si le bord contourné est plus arrondi, c’est-a-dire a cour- 
bure assez faible. 

Dans un bourrelet de l’espéce, la viscosité du fluide joue un réle important, 
car le gradient de la vitesse y est trés élevé. L’intensité tourbillonnaire tend 
donc a s’y uniformiser. Mais, lorsque cette zone singuliére du courant est de 
faible hauteur et de faible largeur comme il arrive notamment pour un bord 
d’attaque d’aile, a de faibles incidences, on ne peut guére considérer ladite 
zone autrement que comme une singularité locale de couche-limite. La frontiére 
extérieure de cette zone est, en effet, formée par la couche-limite d’intrados 
refluant du point d’arrét sur l’intrados vers le bord d’attaque, puis décollant 
de celui-ci en le franchissant. Il est 4 envisager que le bourrelet .G soit couram- 
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ment et en majeure partie turbulent, et qu’il communique, au moins locale- 
ment, sa turbulence a la couche-limite qui le contourne, favorisant ainsi son 
entrainement par celle-ci dans sa partie antérieure, puis sa réalimentation par 
cette méme couche dans la partie postérieure du bourrelet. 


tf 


Figure 2 
Bourrelet de bord d’attaque. 


Méme dans l’hypothése probablement simpliste de laminarité totale, il 
serait intéressant de déterminer la forme extérieure et la distribution tour- 
billonnaire du bourrelet de bord d’attaque d’un plan, mince et faiblement in- 
cliné, par les méthodes d’ étude de la couche-limite, en traitant ce bourrelet comme 
une singularité de celle-ci, puis de reconnaitre, en faisant tendre la viscosité 
vers zéro, la forme rationnelle d’une représentation du «bourrelet» en écoule- 
ment de fluide réputé parfait. 

La stabilité d’un tel bourrelet constitue, bien entendu, une condition né- 
cessaire de la validité de sa conception en courant permanent. Mais si le 
bourrelet est turbulent, cette stabilité s’entend de son écoulement moyen et, 
alors, elle n’est pas incompatible avec l’arrachement pulsatoire de petits tour- 
billons émigrant dans la couche-limite aval, et rendant ainsi cette derniére 
nécessairement turbulente. 

En s’inspirant des idées que l’on peut se faire sur la tendance des tourbillons 
Je couche-limite a pivoter pour devenir paralléles au courant extérieur, idées 
sn relation avec l’instabilité de couche-limite ou avec l’apparence dentelée des 
fones de transition, on doit penser qu’un «bourrelet» rigoureusement bidimen- 
sionnel, c’est-a-dire sans composante de vitesse suivant son axe géneral, ne 
sonstitue qu’un schéma idéal, dont la réalité s’écarte passablement. En parti- 
sulier, pour tout obstacle réel et forcément tridimensionnel, un écoulement non 
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négligeable, pulsé ou non, parait devoir se produire suivant /’axe général d’un | 
bourrelet du genre en question. es | 

2.2 Supposons, maintenant, que le bord de l’obstacle mince considéré soit | 
oblique sur le courant général amont, comme le bord d’attaque d’une aile en 


fléche. 


Intrados 


eo 0) 


? Extrados 
C -(a>0) 


Figure 3 


a écoulement irrotationnel d’intrados sur l’aile plane en delta indéfini; b écoulement irrotationnel 
d’extrados sur l’aile plane en delta indéfini. 


On sait qu’en pareil cas le courant extérieur, supposé irrotationnel, peut 
contourner le bord d’attaque avec une composante de vitesse paralléle a ce 
bord: l’exemple de l’aile cylindrique indéfinie et dérapée le montre a 1’évi- 
dence, puisqu’une vitesse uniforme de dérapage s’y superpose a celle d’un 
courant plan relatif 4 une section droite de laile. 

Mais, si l’obstacle est conique avec avéte vive, la vitesse y tend vers l’infini 
et les lignes de courant pariétales s’infléchissent au contournement pour franchir 
orthogonalement l’aréte vive, ainsi que le montre la figure 3 pour l’aile infiniment 
mince et en delta indéfini. 

La vitesse sur l’aréte devenant infinie, le courant a potentiel continu autour 
de l’aréte cesse d’étre admissible, et une singularité du courant doit apparaitre 
le long de l'aréte. La discontinuité correspondante du potentiel représente une 
surface de tourbillon qui n’est autre, en écoulement conique, que la surface 
conique constituant (figure 4) notre «nappe en cornet». 
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Figure 4 


Schéma des deux nappes coniques «en cornet». 


3. Points d’arrét, lignes de partage et lignes de séparation 


Lorsqu’il investit un obstacle réel, donc a trois dimensions finies, un cou- 
rant permanent de fluide parfait ne peut marquer d’arrét sur l’obstacle qu’en 
des points distincts, qui constituent des «ombilics» pour le réseau des lignes de 
‘courant pariétales. 

En général et sauf décollements et singularités, il y a un ombilic d’arrét 
-amont et un ombilic d’arrét aval. Dans la réalité, sur la partie postérieure de 
Vobstacle, l’épaississement de la couche-limite et les sillages qu’occasionne la 
viscosité des fluides réels détériorent la représentation idéalisée précédente, 
mais l’ombilic d’arrét amont est toujours localisable avec précision. 

Parmi les lignes pariétales qui en partent, certaines présentent la propriété 
de séparer le flux qui se dirige vers le bord d’attaque de l’obstacle (pour le con- 
tourner) de celui qui ne tend pas a contourner ce bord: un exemple d’une telle 
«ligne de partage» est fourni par la ligne d’intrados en trait mixte de la figure 3, 
ligne qui émane de l’apex comme toutes les lignes de courant pariétales, par 
suite de l’hypothése drastique de «conicité» de cet écoulement. Une ligne de 
partage peut, comme dans l’exemple précédent, étre elle-méme une ligne de 
courant pariétale, ou étre l’enveloppe commune de telles lignes qui lui sont 
tangentes de chaque cété. 

Sur la paroi, d’autres lignes, qui partent ou non de l’ombilic d’arrét amont 
(ou qui aboutissent ou non a l’ombilic d’arrét aval), présentent le caractére 
suivant: la portion de courant limitrophe de la paroi d’un cété de la ligne cesse, 
au franchissement de cette ligne, de longer la paroi et vient en contact avec la 
portion de courant qui est limitrophe de la paroi de l'autre cété de la méme 
ligne. Sur la paroi, c’est une ligne de partage, mais c’est en méme temps une 
ligne le long de laquelle chacune des deux parties adjacentes du flux se sépare 
de la paroi, d’oti son nom de «ligne de séparation». Cette séparation peut avoir 
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un caractére négatif lorsque le flux s’approche de la paroi et s’y divise sur la 
ligne en question, qui peut étre appelée alors «ligne de rattachement». ¢ 
Les distinctions précédentes sont d’application particuliérement claire, _ 
lorsqu’une zone limitée de courant reste en mouvement permanent contre la | 
paroi, étant contournée par le flux extérieur pour lequel elle forme une «poche — 
de décollement». La ligne fermée qui constitue le contour de cette poche sur la _ 
paroi, et qui comporte généralement deux points d’arrét, est ligne de sépara-_ 
tion sur une partie de son développement, et ligne de rattachement sur le reste. 
Dans le cas de l’aile mince en delta indéfini et 4 écoulement conique, les bords _ 
d’attaque sont lignes de séparation, d’ot émanent nos «nappes en cornet». — 


4. Formation de la nappe tourbillonnaire issue d’une ligne de séparation _ 


4.1 En fluide réputé parfait, ou a viscosité négligée sauf contre les obs- — 
tacles qu'il touche, une telle nappe est la schématisation de la zone tourbillon- 
naire formée par la confluence de deux couches-limites, développées sur un 
obstacle de part et d’autre d’une ligne de séparation. Ces couches se séparent 
dudit obstacle le long de cette ligne, et émigrent dans le courant réputé sain en 
s’influen¢ant mutuellement. 


3 


Obstacle 


Figure 5 
Détachement orthogonal d’une nappe de tourbillon. 


Représentons-nous (figure 5) une coupe transversale yOz de l’obstacle et de 
l’écoulement, effectuée en un point O de l’obstacle et perpendiculairement a la 
direction locale Ox de la ligne OS de séparation, l’axe Oz étant dirigé suivant 
la normale extérieure a l’obstacle, et Y désignant la trace sur le plan yOz de la 
nappe tourbillonnaire issue de la ligne de séparation. 
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z 


aa 


Vol. IXb, 1958 Remarques sur l’écoulement tourbillonnaire autour des ailes en fl&che 561 


Considérons deux points M, et M, infiniment voisins et situés de part et 
dautre de , dans le fluide et au voisinage de O. Supposons-les reliés ]’un et 
Vautre par lignes de courant au méme infini amont (pression po et vitesse Vy 
meeormecs), On a ainsi, la densité @ du fluide étant invariable: 


V2 v2 
ies = 7; + 0 > Se lee a 


Si donc la pression est continue a travers X’, comme il faut l’admettre sauf 
singularités trés particuliéres a l’origine de J, les vitesses V, et V, sont prati- 
quement égales. En amenant M, et M, sur l’obstacle, les vecteurs portant ces 
vitesses deviennent foGEenis a celui-ci le long de Ox. 

Il apparait ainsi qu’en O et pour justifier la naissance d’une nappe de tour- 


billon a partir de OS, les vitesses Vi et Ve qui ont méme module, doivent étre 
non seulement tangentes a Ox, mais non nulles et de sens contraire. 

Il ne semble pas que l’on puisse mettre en doute la légitimité de cette double 
exigence en objectant que le lacet L — homologue prés de l’obstacle du lacet L’ 
sur lequel on évalue la circulation invariable d’une laniére déterminée de tour- 
Dillon de la nappe issue de OS — peut s’allonger indéfiniment dans le sens Oy 
lorsqu’on l’approche indéfiniment de Vobstacle. En effet, partant d’un lacet 
L’, on peut toujours arréter sa position L a celle qui est la plus rapprochée de 
la racine OS de la nappe de tourbillon, puis placer nos points M, et My, sur ce 
lacet L. Alors, l’on est bien amené a envisager comme probable que la nappe 
soit orthogonale a l’obstacle et que, de part et d’autre de la ligne de séparation 
et parallélement 4a celle-ci, les vitesses du fluide soient égales et opposées. 

On expliquerait et on éclairerait au mieux le mécanisme de formation de 
la nappe tourbillonnaire issue d’une ligne de séparation: 

théoriquement, en traitant un probléme convenablement schématisé de con- 
fluence de couches-limites animées de dérapages différents sur un plan mince, 
puis en faisant tendre vers zéro la viscosité dans la solution, probleme qui 
mérite d’étre recommandé 4 l’attention et a l’ingéniosité des spécialistes de la 
couche-limite ; 

expérimentalement, en visualisant une confluence du genre précédent, pro- 
bléme abordé a 1’O.N.E.R.A. mais qui recéle d’assez notables difficultés. 

4.2 On peut aussi concevoir un cas différent de formation d’une nappe tour- 
pbillonnaire, a partir d’une ligne de séparation présentant le caractere trés par- 
ticulier que voici. 

Reprenant le schéma de la figure 5, on imagine que la trace »' de la nappe 
soit tangente a Oy, c’est-a-dire que la nappe quitte Vobstacle tangentiellement 


4 celui-ci le long de OS. Alors, les vitesses V, et V, conservant méme module 
eur éviter une quasi-discontinuité de pression le long de OS, Vo est paralléle 
A Ox si X est tangent a la partie positive de l’axe Oy, tandis que Vv, peut avoir, 
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en QO, une orientation quelconque dans le plan xOy tangent a la fois a lobs- 
tacle et a la nappe. 


La figure 6 représente schématiquement ce cas pour un écoulement coni- — 


que relatif 4 une aile en delta indéfini, d’épaisseur non négligeable et a bord 
suffisamment arrondi. La nappe en cornet se détache de l’aile conique le long 


F 


> 


Figure 6 
Détachement tangentiel de la nappe en cornet. 


de la génératrice OS, tandis que C, et C, représentent deux lignes de courant 
qui sont d’abord pariétales, puis se détachent de la paroi en O pour longer 
chacune l’une des faces de la nappe. La ligne de tourbillon issue de O est, dans 
le plan tangent «Oy, bissectrice de l’angle des vecteurs égaux V, et Vy. 

Il semble que cette conception s’accorde assez bien avec certaines observa- 
tions sur des écoulements visualisés autour d’ailes 4 forte fléche et A bord d’at- 
taque arrondi, ou méme autour de corps de révolution bien fuselés. Elle 


mériterait d’inspirer une étude de couche-limite, en écoulement conique et 
convenablement schématisé. 


5. Nappes en cornet pour le triangle plan indéfini 


L’hypothése d’écoulement conique entraine dans ce cas que lapex O est 
unique ombilic d’arrét de l’écoulement, ce qui particularise extrémement la 
singularité du courant en OQ, 

Deux lignes de partage, rectilignes et issues de O, apparaissent sur l’intra- 
dos, tandis que le long des deux bords d’attaque droit et gauche, a la fois 


—. 
a 
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_ arétes vives et lignes de séparation, se développent en s’enroulant sur elles- 
mémes les deux nappes en cornet de la figure 4. 
Cette allure est bien fort confirmée par les images de la figure 7, qui re- 
présentent Ja visualisation par filets laiteux sur l’intrados et sur Vextrados, a 
des incidences assez fortes, d’aprés les expériences de H. WERLE au tunnel 
hydrodynamique de 1’0.N.E.R.A. 
Dans la représentation transversale sur le plan 7 ¢ de la figure 1, ow l’on 
_ pose 


U = 
qr cosa = 1+ a(n, ¢), 


ery: 
n= == cotge, P 
oe COS ee xs (7, C) 
Cpe eek t Vo x) d 
Se ee | 
yy, COSa = Ti), 6). 
0 


le champ transversal (y, t) de vitesses réduites ne représente qu’un pseudo-cou- 
vant, car la divergence de la vitesse n’y est pas rigoureusement nulle comme 
Texigerait un flux purement transversal de fluide incompressible. 

Si lon convient de négliger les sources et puits, d’intensité d’autant plus 
faible que cotg? (y, angle de fléche, cf. figure 1) est plus petit, qui devraient 
étre convenablement distribués dans tout le plan complexe §=7+76€, il 
est probable qu’en certaines zones et prés de l’aile, ot la distribution de pression 
et de vitesse est particuliérement étudiée, l’effet cumulatif de toutes ces singu- 
larités élémentaires négligées puisse étre apprécié assez exactement en concen- 

_trant en certains points convenablement choisis du plan & quelques sources ou 
putts, d’intensité elle-méme convenable. 

C’est cette voie que j’ai choisie et dont j’ai exposé le principe a l’assemblée 
annuelle de la W.G.L. tenue 4 Géttingen en 1953 (communication improvisée 
et non publiée). 

| Je signalerai ici que, dans la représentation en question (figure 7), la trace 
de la nappe en cornet est une ligne de tourbillons-sources, et non la trace d’une 
simple surface de tourbillon. 

Cela résulte du fait déja souligné que la représentation transversale (en », ¢) 
de I’écoulement conique ne doit pas étre confondue avec sa représentation par 
sections sphériques. L’équation de la ligne précédente s’écrit, en coordonnées 


intrinséques (s, 7) du plan (y, ¢): 


Gounié (2+ 72, + te?) — (®@ + G/2.+ tEg) %- dG . 
a ov, — (©, + G/2 + tg ¢@) ds 


ou les lettres désignent: 
G(s), la discontinuité (@, — @,), a travers la nappe, du potentiel ®(y, ¢) des 


vitesses réduites (y, 7), les indices e et 7 se rapportant aux faces dites d’extra- 
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dos et d’intrados, par continuité avec l’aile que la nappe prolonge; 


a[®; + G/2) 


o, la dérivée o = a : 


7, et %, les composantes du rayon-vecteur 7 sur les axes intrinséques s et 
aaa 
(voir figure 7), avec 7? = 72 + 7%. 


Figure 7 


Coupe transversale de la nappe en cornet (tourbillons-sources et tourbillons-puits). 

On peut regarder l’équation précédente comme définissant la fonction in- 
connue G(s) a partir de la forme (supposée connue et définissant donc 7, et 7,) 
de la directrice de la nappe ainsi que de la valeur (également supposée connue) 
du potentiel ® sur l’intrados de la nappe. 

Tandis que (— dG) représente la circulation directe autour de l’élément ds 


de nappe, la quantité 

dQ = (G ds — r, dG) ee 
mesure le débii-volume de fluide émis par |’élément de nappe conique, de largeur 
ds dans le plan (7, ¢) et de hauteur-unité suivant l’axe x. C’est le débit de la 
source élémentaire associée sur le trongon ds de nappe, au tourbillon élémentaire, 
de circulation dG. 

En fait, la nappe en cornet ne s’enroule pas sur elle-méme indéfiniment, 
comme le fait prévoir la théorie rigoureuse d’un écoulement conique de fluide 
parfait. Vers son bord libre, cette nappe entraine par viscosité le fluide am- 
biant et son enroulement se traduit par la formation d’un noyau tourbillonnatire 
continu, que j’appelle «bourrelet marginal» de la nappe en cornet (figure 8). 

En représentation transversale, le schéma des lignes du pseudo-courant 
transversal se dispose alors selon le schéma de la figure 9. 

Finalement et en simplifiant assez hardiment, je schématise la nappe en cor- 
net (figure 10) par une distribution continue de tourbillon pur le long des lignes A, B, 
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Bourrelet marginal 


Nappe en cornet 


Vaile delta indéfinie 


bere: 
a 
’ Figure 8 


Vue perspective de la nappe en cornet et de son bourrelet marginal (aile plane). 


Figure 9 
Coupe de la nappe en cornet et de son bourrelet marginal. 


"| 
B B 
pest | Guy 
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1 . } 
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Figure 10 


Pseudo-écoulement transversal schématisé. 
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et A, B, et par un tourbillon-puits concentré en chacune des extrémités B, et By, 
figurant essentiellement le bourrelet marginal de la nappe en cornet (figure 10). — 


La forme de la nappe et la loi de distribution le long de celle-ci sont choisies 
raisonnablement et en vue de simplifier suffisamment la théorie approxima- 
tive, tandis que les inconnues subsistantes sont déterminées par des conditions 
_ essentielles et telles que, notamment, la continuité de pression et la disconti- 
nuité de direction de la vitesse au bord d’attaque ainsi que le cheminement 
progressif du bourrelet marginal suivant son axe. 

La plupart des auteurs qui ont esquissé, 4 ma connaissance postérieure- 
ment a la définition (1952) de ma nappe en cornet, des schématisations plus ou 
moins analogues, négligent la derniére condition citée, relative au mouvement 
propre du noyau tourbillonnaire principal (ici, tourbillon-puits B, ou B,). 

Il parait, cependant, indispensable de la formuler puisque, sans elle, rien 
n’assure la moindre probabilité de conservation du mouvement conique a 
potentiel discontinu que l’on imagine. 


6. Singularités mineures — Nappes ou bourrelets secondaires 


Revenons a l’aile mince et plane en delta indéfini, et considérons son 
écoulement d’extrados. Chassé latéralement vers les bords d’attaque, cet 
écoulement se trouve ralenti en s’approchant de ces bords qu’il tend a longer, 
tandis que le courant d’intrados déferle sur lui par-dessus ces arétes vives qui 
constituent des lignes de séparation. 

Ce ralentissement peut favoriser un décollement local qui contourne une 
«poche» formée par un bourrelet tourbillonnaire conique, animé lui-méme d’un 
mouvement axial de progression vers l’aval. 

On peut concevoir que la surface-cloison conique qui constitue la frontiére 
commune de ce bourrelet secondaire et du courant extérieur soit tangente au 
plan d’extrados, suivant les deux lignes de séparation et de rattachement qui 
la limitent sur ce plan. 

En coupe transversale et en représentation pariétale, un tel écoulement 
d’extrados correspond aux schémas indicatifs de la figure 11. 

Suggérée par une remarque de R. LEGENDRE, la conception ci-dessus d’un 
«bourrelet secondaire» s’accorderait bien avec l’apparence que présentent, aux 
faibles nombres de REYNOLDs, certaines images d’écoulement pariétal visualisé 
par bulles d’air, obtenues par H. WERLE au tunnel hydrodynamique. 

Elle s’accorderait bien aussi avec le fait, particuliérement mis en évidence 
par certains essais du R.A.E. a Bedford, qu’en aval d’une aile en delta sous 
incidence notable un tourbillon secondaire peut se détacher de l’extrados vers 
sa pointe marginale et se développer au-dessous du tourbillon principal d’apex 


(bourrelet marginal de la nappe en cornet), avec une intensité moindre et en 
tournant en sens contraire. 


ae 
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Nappe en cornet Bourrelet marginal 


Bourrelet secondaire 


Aile plane 


Lignes de séparation 


Ligne de partage d'extrados 


Ecoulement pariétal 
d'extrados 


Bord d'attaque 


Figure 11 


Variantes et altérations de l’écoulement a nappe en cornet. 


Figure 12 


Détachement spasmodique d’un bourrelet. 


On peut méme imaginer que le bourrelet secondaire ci-dessus prenne la forme 
d’une petite nappe en cornet, d’orientation inverse de celle de la nappe en cornet 
principale. Comme, a la différence de celle-ci, elle ne se formerait pas a partir 
d’une aréte vive ou d’un bord a faible rayon de courbure mais a partir de la sur- 
face plane ou quasi-plane de l’extrados, on peut penser qu’une telle nappe secon- 
daire proviendrait elle-méme de !’évolution d’un bourrelet secondaire, d’abord 
collé 4 l’extrados, puis s’en détachant sur l'un de ses bords. Les schémas 4@, b,c 
de la figure 12 donnent, 4 titre purement indicatif, une idée des phases successives 
que pourrait comporter une telle évolution. En réfiéchissant au passage de la 
phase 0 a la phase c — cas analogue a celui du détachement des tourbillons de 
sillage 4 partir d’un obstacle —, on apercoit que cette transition ne peut vrai- 
semblablement s’accomplir que d’une maniére spasmodique et instationnatre. 
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La turbulence de l’écoulement, méme localisée, peut jouer ici un réle essen-_ 


tiel: excitée dans I’écoulement voisin de la paroi au cours de la formation d’un 


bourrelet qui souléve et «ride» la couche-limite, elle peut en effet favoriser — 


apparition de pulsations, qui conduisent d’un régime apparemment bien 
stationnaire a un autre régime, tourbillonnaire et apparemment bien organisé. 

Observons aussi que, dans l’écoulement 4 trois dimensions autour de corps 
fuselés ou d’ailes a forte fléche, les singularités sont en quelque sorte a la fois 
entrainées et orientées par le mouvement longitudinal général. Au lieu de se ré- 
soudre en tourbillons espacés — voire alternés — comme dans le cas des sillages en 


courant plan, ces singularités ont alors tendance a se résoudre en noyaux tour-_ 


billonnaires continus, animés également d’un mouvement longitudinal. Cela est 
particuliérement frappant lorsqu’on observe, par exemple, la stabilité et la régu- 
larité de tourbillons visualisés, en aval d’une aile en delta sous incidence notable. 


7. Déchirement d’une nappe en cornet le long de sa racine 


L’hypothése de l’écoulement conique — qui implique, en fluide parfait et 
pour l’apex de l’aile conique en delta indéfini, la singularité trés particuliére 
déja signalée — n’est pas conciliable avec la viscosité, dont l’effet est cumulatif 
le long d’une «génératrice» issue de l’apex. 


Il en est ainsi, en particulier, le long du bord d’attaque ot la nappe en cornet © 


se forme par confluence de couches-limites se séparant ensemble de la paroi. 


Ligne de tourbillon Bord d'actaque 


Coupe du 2© troncon 


Figure 13 
Enroulement en écheveau de deux nappes «en cornet» successives. 


En progressant depuis l’apex le long du bord d’attaque, les conditions de 
cette confluence évoluent progressivement. On peut imaginer qu’a une certaine 
valeur du nombre de Rrynorps — défini (en régime permanent) a partir de la 
vitesse et de l'état du fluide a l’infini amont ainsi que de la distance a Vapex — 
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la nappe «se déchire» (figure 13), puis qu’un nouveau troncon de nappe en 
cornet se forme a partir de ce point de déchirement, et ainsi de suite. Bien 
_ entendu, les bourrelets marginaux, qui bordent ces troncons successifs de nappe 
en cornet et ou se concentre rapidement leur intensité tourbillonnaire, s’enroulent 
a leur tour les uns autour des autres comme les torons d’un cable pour former 
un noyau unique constituant, en définitive, le tourbillon principal d’apex. 
C’est ainsi que me paraissent s’expliquer, au mieux, les ondulations succes- 
_Sives des lignes pariétales le long d’un bord d’attaque d’aile en delta que ré- 


s 


’ . . ° . . 
_vélent certaines visualisations de l’écoulement d’extrados. 


* * 
k 


Nappe en cornet déchirée en portions successives, finalement «toronnées» 
les unes sur les autres, et bourrelets ou nappes secondaires donnent a 1|’écoule- 
ment d’extrados sur les ailes 4 forte fléche une complexité notable. Méme en 
simplifiant la théorie, selon les vues que j’ai détaillées ailleurs’), les calculs 
restent ardus, et une bonne théorie approximative de ces écoulements ne 
pourra peut-étre jamais atteindre a la simplicité fondamentale de la «Trag- 
fliigeltheorie» de PRANDTL pour ailes quasi-droites et d’assez grand allonge- 
ment. Méme dans ce cas, d’ailleurs, les notions de nappe en cornet et de bour- 


x 


relet tourbillonnaire s’appliquent a la formation du «tourbillon marginal» 
classique. 

De toute facon, il est essentiel de parvenir a une compréhension aussi 

-exacte et précise que possible des singularités de l’écoulement réel. Comme je 
le signalais déja en 1952, la clé de leur explication réside dans le comportement 
des couches-limites, dont l’étude constitue de plus en plus un chapitre capital 
de la dynamique des fluides. 


Zusammenfassung 


Der Verfasser behandelt die Wirbelstromung um Pfeilfliigel. Diese Stromung 
ist, bei etwas héheren Anstellwinkeln, gekennzeichnet durch die Ausbildung einer 
Singularitat, die er « Wickelflache » (nappe en cornet) nennt. Die Konfiguration 
am Rand dieser Wirbelflache wird analysiert. Weiter wird das Bild einer koni- 
schen Strémung fiir einen unendlichen Delta-Fliigel untersucht; dabei wird 
genauer auf den Sinn der Singularitéten eingegangen, die zu den Wirbeln der 
« Wickelflache » oder den von der Pseudo-Strémung in einer Querebene gebildeten 
Wiilsten dieser Flache hinzugefiigt werden, und die den Charakter von Quellen 
oder Senken haben. 

Der Verfasser diskutiert die Bedeutung der Staupunkte, der Trenn- und Ab- 
lésungs-Linien und legt dar, wie man die Ausbildung der Wiilste und weiter der 
« Wickelflache » selbst als das Ergebnis des Zusammenfliessens der beiden Grenz- 
schichten von Ober- und Unterseite auffassen kann, wobei diese letztere zur 


Oberseite hintiberstromt. ; 
Schliesslich wird die Bildung von Gegenwirbeln untersucht. 


(Regu: le 30 septembre 1957.) 
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The Reflection of Shock Waves from an Orifice 


1 
at the End of a Duct’) 
By GEORGE RUDINGER, Buffalo, New York, USA?) 


1. Introduction 


It was observed [1]) that when a shock wave reaches an orifice plate at 
the end of a duct, the pressure at the head of the reflected wave rises higher 
during a short pulse (‘overshoot’) than can be accounted for by the conven- 
tional computing methods. The latter are based on the assumption that the 
boundary conditions in nonsteady flow are the same as in steady flow and such 


Overshoot 


m 


Overshoot 


Pressure 


Time 


Figure 1 


Pressure variations at some distance from the orifice. 
- Experiment; ——— conventional calculation. 


calculations predict that the reflected wave is either a simple expansion wave 
or a shock depending on the size of the orifice and the strength of the incident 
shock wave. Figure 1 shows the two types of pressure variations that occur in 
the duct at some distance from the orifice. The pressure before and after passage 
of the shock wave, and the final pressure after passage of the reflected wave 
are indicated by f 9, ; and p,,, respectively. The maximum pressure at the 


1) This work was sponsored by Project SQUID which is supported by the Office of Naval 
Research under Contract N6-ori-105 T.O. III, NR-098-038. Reproduction in full or in part is permit- 
ted for any use of the United States Government. 

*) Cornell Aeronautical Laboratory, Inc. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 584. 
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front of the reflected wave is denoted by #m- Pressure variations of the reflect- 
ed wave that are predicted in the conventional manner are shown as the dotted 
lines. The overshoot is given by 


: Pm — Po bp, = Pi 
and by 


Pm —Pi U Po Bhi. 


; These definitions become identical if p, and Poo are equal; that is, for the 

_ ‘nonreflecting orifice’, The overshoot may amount to an appreciable fraction 
of the pressure rise across the incident shock wave. Typical pressure records are 
reproduced in Figure 7, section 3. 

A better understanding of this phenomenon is desirable for several reasons 
in addition to its fundamental interest. For example, SPRENGER [2] discussed 
various flow conditions that may lead to dangerous pressure pulses in con- 
stricted ducts; the overshoot, discussed here, may represent yet another source 
of such excess pressures. If the reflected wave is used in ignition studies, or if 
it interacts with a contact surface, the observations may be misinterpreted 
unless one is aware of the overshoot. 

Nonsteady flows in ducts may be analyzed by means of wave diagrams 
which are based on the method of characteristics for quasi-one-dimensional 
flow (see, for instance [3-5]). In dealing with wave reflections from an abrupt 
change of cross section, or from an open end, one customarily assumes that the 
boundary conditions for nonsteady flow are the same as those for steady flow. 
Actually, the latter, after having been disturbed by an incident wave, can only 
gradually be re-established through a system of diffracted waves. The effects 
of this lag, which are neglected in the conventional procedures, clearly, are 
largest when the incident wave is a shock wave. 

A few investigations of nonsteady flow through constrictions have been 
carried out, but most of them did not consider the lag effects. BowMAN and 
NIBLETT [6], Dosanju [7], and FrANKs [8] studied the interaction of shock 
waves with grids or wire screens, and observed the established steady-flow 
conditions. Useful charts for calculating wave reflections from a constriction 
on the basis of the steady-flow boundary conditions have been prepared, for 
instance, by JENNY [4] and HapLatscu [9]. ZELLER [10] carried out experiments 
with both compression and expansion waves, but not with shock waves, and 
he observed pressure variations at various stations along the duct that agreed 
quite well with the results of calculations based on the steady-flow boundary 
conditions. An investigation by CHEN [11] was concerned with the flow down- 
stream of a contraction where supersonic flow patterns may occur that cannot 
appear in a steady flow and, therefore, cannot be analyzed by means of steady- 
flow boundary conditions; he proposed plausible assumptions for the flow in 
this region, but did not compare his results with experimental observations. 
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For the reflection of shock waves from an open end of a duct, RUDINGER 


[12] derived improved boundary conditions which indicated that the lag effects 
may occasionally become significant. It seemed promising to extend this 
analysis to the reflection of shock waves from orifice plates located at the end 
of the duct. 

The overshoot as a function of strength of the incident shock wave, orifice 
size, and distance from the orifice may be computed on the basis of a few rea- 
sonable assumptions. This analysis is described in section 2, and the results 
are compared with experimental observations in section 3. The feasibility of a 
special orifice design by means of which the overshoot may be eliminated is 
demonstrated in section 4, and, finally, cases that are not covered by the pre- 
sented analysis are briefly discussed in section 5. 


2. Method of Analysis 


A wave diagram is based on the model of a one-dimensional flow, so that 
‘effective’ boundary conditions are required rather than details about the 
three-dimensional wave pattern in the vicinity of the orifice. The reflected 
wave must, therefore, be determined on the basis of simplifying assumptions 
which yield the effective initial strength of the shock front and the transition 
to the final, steady-flow conditions. 


When the incident shock wave arrives at the orifice plate, it passes, at first 


undisturbed, through the open portion of the plate, while a shock wave is 
reflected from the solid portion. The resulting difference between the pressures 
in front of the solid and open portions leads to the almost immediate formation 
of a vena contracta with a resulting modification of both the transmitted and 
reflected waves. Elevated pressure behind the transmitted wave cannot be 
maintained, and a reflected expansion wave is formed at a rate that depends 
on the time in which waves can travel across the orifice. The reflected shock 
and expansion wave elements interact as they spread over the entire cross 
section and propagate into the duct. The three-dimensional flow pattern quickly 
tends to become one-dimensional with increasing distance from the orifice 
plate. Schlieren photographs by Durr and HoLiyer [13] indicate that the 
front of the reflected wave becomes essentially plane after having traveled 
as little as one or two duct diameters. The reflected wave is thus made up of 
a shock front that is gradually being overtaken by an expansion wave until 
the pressure is reduced to the level at which steady flow through the orifice is 
possible. Interaction of the reflected shock front with the expansion wave pro- 
duces the pressure pulse that has been named overshoot. 

Figure 2 is a sketch of the wave diagram showing the development of the 
reflected wave and the various points and regions that will be needed in the 
analysis. It is assumed that the gas is initially at rest. The regions before and 
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after passage of the incident shock wave are indicated by 0 and 1, respectively. 
_ The flow in the immediate vicinity of the orifice is not one-dimensional, but 
the ‘effective’ one-dimensional conditions immediately after the reflection of 
the incident shock wave will be denoted by 7, and the final steady flow will 
be indicated by oo. An intermediate point will be characterized by e. Corre- 
sponding conditions in the orifice will be indicated by a prime (’). 


Pressure Position 
Figure 2 
Wave diagram for shock reflection from an orifice. 


The over-all strength of the reflected wave is such that the resulting 
steady-flow velocity u,, is compatible with steady flow through the orifice at 
U4... The pressure then satisfies the boundary condition $5, = fy if the exhaust 
jet is subsonic; if the flow in the orifice becomes sonic, it is possible for £4, 
to become larger than #y. These calculations, which correspond to the conven- 
tional computing procedure, involve the ratio of the orifice area to the duct 
area, a, but since the stream contracts somewhat after leaving the orifice, an 
effective value «,;; must be used. The latter depends not only on « and on the 
strength of the incident shock wave (flow velocity through the orifice) but also 
on details of the orifice design (see section 3). 

Results of the outlined calculations of the final steady-flow conditions, for 
a ratio of the specific heats y = 1-4, are shown as the solid lines in Figure 3. 
The pressure ratio £,./, is plotted against «,,, for various strengths of the inci- 
dent shock wave. Depending on whether #,, is greater or smaller than #,, the 
entire reflected wave produces either a compression or an expansion of the gas. 
The condition p,, = p, indicates the absence of a reflected wave and is shown 


by the dashed-dotted line. 


574 GEorGE RUDINGER ZAMP 

The foregoing qualitative description of the initial flow pattern suggests a 
model on which one may base a reasonably simple computation of the initial 
reflection conditions. Imagine that the duct did not terminate at the orifice 
but continued from there with a smaller cross section corresponding to a%ey7. 


Pressure ratio p/p, 


0 0-2 0-4 0-6 0:8 1-0 
Effective orifice contraction ratio Cer 


Figure 3 
Initial and final effective pressures in the duct at the location of the orifice. The shaded areas 
represent the overshoot. PoolPos —-— PilPo- 


Such a duct configuration reflects an incident shock as a shock wave of reduced. 
strenght, and the working hypothesis is made that this wave represents the 
initial shock front of the reflected wave when the duct is terminated by an 
orifice. Since the effective conditions at the end of the duct are related to the 
corresponding ones in the orifice through steady-flow relations, the foregoing 
hypothesis implies that the reflected and transmitted shock waves are instan- 
taneously established. 

A wave diagram corresponding to these assumptions for the initial re- 
flection conditions is indicated in Figure 4. The specific entropy in the gas be- 
hind the transmitted shock wave, region 2, is different from that in the gas 
that has passed through the incident and reflected shock waves, region 7’, so 
that these two regions are separated by a contact surface. The calculations are 
carried out in the usual manner [4,5], and some results for p;/p, are plotted as 
the dotted curves in Figure 3. 


oe 
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‘ After the computation of both the initial and final effective pressures at the 
end of the duct, it remains to determine the transition from fp; to py. This 


problem is equivalent to that of finding the transition from / to p since to 
: each value of p, there corresponds a value of He 


a 


; Contact surface 


Initial Shock front 


, Transmitted shock 


Time 


Incident shock 


Position 
Figure 4 


Wave diagram for the determination of the initial shock front of the reflected wave. 


The solution for the fully open duct (« = 1 and , = ~) was previously 
obtained [12] in the form 


where t = a #/D is a nondimensional time with D as the duct diameter, and 
a, as the speed of sound in the gas before the arrival of the shock wave. A plot 
of the transition function J(t) is shown in Figure 5 which indicates that the 
flow adjustment is essentially completed after a time 3 D/ay. The reference time 
D/a , which controls the rate of the pressure adjustment, is the time for a 
sound wave to travel across the duct diameter. 

If the duct is terminated by an orifice, the contraction of the streamlines 
complicates the flow pattern. Nevertheless, the effective pressure variations 
may be computed if one assumes that the transition of the exit pressure from 
p; to p%, is also described by the function /(r), where the numerator represents 
the instantaneous deviation from the steady-flow conditions, and the denomi- 
nator the pressure change during the transition. The reference time is now the 
time for a sound wave to travel across the effective diameter of the orifice’). 
If there are equal holes evenly distributed over the cross section of the duct, 
the effective hole diameter is given by D (a,/,/1)*”. 


4) A sound wave behind the initial shock wave travels with a velocity a; in a gas flowing with 
the velocity uj. Its velocity across the orifice is, therefore, given by (az? — ug?)t!® rather than by 
a) [12]. If the gas is initially at rest, as in the present investigation, the resulting correction of the 
reference time is unimportant, but it may become significant if there is an appreciable flow velocity 
through the orifice before the arrival of the incident shock wave (see section 5). 
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In support of the foregoing assumption, it should be mentioned that the - 
function I(t), which, originally, was derived for a completely open end, was” 
also successfully applied [14] to the boundary conditions for nonsteady flow 
into a duct from the surrounding atmosphere where a vena contracta is formed ~ 


1:0 


Transition function I(t) 
[= } 
- 


0 1 2 3 
Time t=a,t/D 
Figure 5 
The transition function I(T). 


inside the duct. In addition, the adjustment time 3 D/a), mentioned before, is 
in good agreement with both experimental observations [15] and a theoretical 
analysis [16] of the time in which the pressure at the front of a wall decays 
from its peak to its final value after a blast wave has been reflected from the 
wall. 

According to the stated hypothesis, the orifice pressure at a point during 
the adjustment process may be computed from the relation 


Poesy Poor 
rr w 


od (2) 


ery 


with 


Short tables of the function Z(t) may be found in references [12] and [14]. 

The pressures p; and $,,, together with the transition described by equa- 
tions (1) and (2), determine the effective boundary conditions for any given 
values of p,/p) and «,s;. The shock front of the reflected wave has an initial 
strength given by #,/p,. As it propagates into the duct, it is gradually overtaken 
by the expansion wave that is created by the pressure drops from pp to De 
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(see ene 2). The initial pressure rise across the shock front is given by p; — fy. 
‘Tf p,, is greater than #,, the initial shock front is stronger than the expansion 
wave, and the reflected wave ultimately becomes a single shock. If Poo IS 
smaller than #,, the shock front is eventually eliminated and a simple expan- 
sion wave remains. The initial overshoot is indicated by the shaded area in 
Figure 3. Maximum overshoot occurs when #,, equals #,; that is, when the 
het pressure change across the entire reflected wave is zero. The final conditions 
can then be reached only asymptotically because both the shock front and the 
‘tail of the expansion wave approach the same ultimate velocity (see also 
Figure 2). In the other cases, the final conditions are established at a finite 

distance, but it can be seen that the overshoot may be noticeable at consider- 
able distances from the orifice. 

_ In all cases in which the overshoot may be significant, the pressure ratio of 
the initial shock front #;/p, does not exceed a value of 2 and is nearer to 1-2 
(see Figure 3), so that entropy gradients behind the reflected wave can be 
neglected within the accuracy required here. This observation makes it pos- 
sible to compute the decay of the shock front as a function of the distance from 
the orifice without having to construct the entire wave diagram step-by-step. 
Let m represent a point on the high-pressure side of the shock front at the 
‘distance L from the orifice (Figure 2). The characteristics of the reflected wave 
re straight lines along which the flow conditions are constant, so that p,, = p,, 
Mmn=u,, and a, =a,; their propagation velocity u,,—d , is a negative 
quantity if w is measured positive toward the orifice. Let ¢, be the time interval 
at the exit between the arrival of the shock wave and the point under consider- 
ation e. From the pressure ratio of the shock front, one can determine the 
‘shock Mach number Mg, so that the local propagation velocity of the shock 


front is given by 
Wm = Uy — 4, M3, m - (3) 


Since the values of M;,,, and w,, vary only little with the location of m be- 
‘cause the shock front is weak, it is permissible to compute the time in which 
the shock travels from the orifice to the point m on the basis of the average 
velocity 


= 


1 
w = x (2m + W;) = 2 ay (Ms, m at M,, i) - (4) 


m 
It is seen from Figure 2 that the following relation must be satisfied 


et hb aan): (5) 


Since the shock front is weak, the characteristic equations for isentropic 


flow may be applied so that : be, \or—mV29 te 
=-($) i 
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and 


2 2 | 


For given values of #,/p) and «,,;7 the distance at which the magnitude of 
the overshoot reaches a selected value may now be determined in the follow- 
ing manner. First, one computes the initial and final conditions of the re- 
flected wave as outlined. Then, a value of #,, is selected in the range between } 


1-0 
0-8 
0-6 
0-4 


0-2 


Shock strength p,/p, 


Figure 6 


Various measures of the initial overshoot for a ‘nonreflecting’ orifice, and the required values of X&p¢,. 


p; and p,, so that a,, and w,, can be computed from equations (6) and (7). The 
flow conditions at m and at the corresponding point e are thus determined. 
With the aid of steady-flow relations, one obtains the pressure in the orifice 
from which the value of I(t) may be found according to equation (1). The 
corresponding value of t is taken from a graph or a table of I(t), and equation 
(2) yields ¢,. Finally, equations (4) and (5) may be solved for L. Some numerical 
results of such calculations are presented in the following section together with 
experimental observations. 

Maximum overshoot occurs for a ‘nonreflecting orifice’. Its initial values, 
expressed in different forms, are plotted against the pressure ratio of the in- 
cident shock wave in Figure 6, and the corresponding values of «,,, are also 
included in the figure. The pressure ratio p/p; has a broad maximum of 
about 1-2 near a shock pressure ratio of 1-7. Under these conditions, the 
relative magnitude of the overshoot (4; — P1)|(P1 — Po) reaches about 0:48, so 
that the overshoot then amounts to almost one half of the pressure rise across 


ba 


Cea 
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J. the incident shock wave. For weaker shock waves, the actual magnitude of 

_ the overshoot decreases but its relative magnitude increases; for infinitesimal 
shock strengths, the overshoot becomes equal to the pressure rise across the 
shock wave. The pressure difference £; — , has a maximum of about 0-4 bo 
near a shock pressure ratio of 2:3. For greater strength of the incident shock 
wave, both the actual and relative magnitudes of the overshoot decrease until 
they become rather insignificant for shock pressure ratios larger than 3. 


3. Experimental Studies 


A shock tube was used in experiments to verify calculated overshoots. The 
tube diameter was about 31/, in., and various orifice plates could be attached 
to the open end. Two small pressure transducers could be flush-mounted at 
various distances from the orifice, and the pressure signals from one of these 
were photographically recorded with the aid of a cathode-ray oscilloscope’). A 
calibration of the entire pressure recording system was obtained for each ex- 
periment by determining the strength of the incident shock wave from its 

_ velocity. The latter was found by measuring, with a microsecond counter, the 

travel time of the shock wave between the two pressure transducers which 
were about 2 ft apart. The total length of the shock tube (about 26 ft) was 

sufficient to insure that the phenomena of interest could be recorded before 
any disturbing waves from the interior of the tube arrived at the pressure 
transducer. 

Selection of the experimental conditions was guided by the fact that the 

overshoot is most significant for weak incident shock waves and in the neigh- 
borhood of the conditions of zero pressure change across the entire reflected 
wave. The experiments were carried out with shock pressure ratios of 1:58 and 
1-22, and the pressure records were obtained at 1-86, 4-33, and 5-57 duct dia- 

-meters from the orifice. Under these conditions, the effects of wall friction on 
the flow in the duct were sufficiently small to be ignored. Three different orifice 
plates were used: a single hole countersunk to almost a knife edge; a single 
straight hole; and 19 straight holes evenly distributed over the duct area. All 
plates were 1/, in. thick and the holes were circular. Sketches of the plates and 
their area ratios are given in the first and second column of the table where the 
results are summarized. The last column of this table identifies a number of 
typical pressure records which are reproduced in Figure 7. 

Each record was evaluated by measuring the deflections corresponding to 
?1 — Po Pm — Pi (OF Pm — Po)» ANA Poo — po (see Figure 1). From the known 
pressure rise across the incident shock wave, p; — Po, the other pressures could 


5) The oscilloscope was a Tektronix Type 535. Other details about the experimental equipment 


may be found in references [12] and [14]. 
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Figure 7 


Typical pressure records at various distances from the orifice, for different shock strengths and 


orifices. All records cover a time of 5 ms. (Details of the experiments are listed in the table.) 


Orifice L f ; Pressure 

Pi oeRe Poo g (2 (| - | record in 

Design eG Po Po D Po cale \ Po /€XD Figure 7 
Single countersunk 0-52 | 1:58 | 0:39 | 1-76 | 0 1-99 = — 
hole 1:86 1-91 1-88 a 
4°33 1-86 1-83 b 
a75 7 1-84 1-80 c 
Le 2225| 10°35 1:19 0 1-35 _ - 
1:86 1-34 1:33 d 
4-33 1-32 1:30 e 
Doe 1:32 1-29 i 
Single straight 0-74 | 1:58 . 0-62 | 1-44 0 1:81 — = 
hole 4-33 1-73 1-72 _ 
1:22 | 0:61 1-08 0) 1-29 — - 
4-33 1:27 GAY, g 
19 straight 0:52 | 1:58 | 0-44 | 1-69 0 1-94 _ _ 
holes 4:33 1:75 1:77 h 
1:22 | 0:43 1:15 0 1°33 - _ 
4-33 1:28 1-30 v 
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be determined. The value of «,,, was obtained in each case®) from the' pressure 


ratios p,/ph) and ,,/f); the final steady flow conditions could then be com- 


puted by means of the usual wave diagram procedures, and these, together 


with the relations for steady, isentropic flow from the duct through the orifice 


yielded «,;;. The variation of p,,/P9 with L was finally computed as outlined in 
the preceding section. Results for the desired values of L/D are entered in the 
column of Table 1 headed (f,,/fo) care. Directly measured experimental data 
(Pm/Po)eap are entered in the next colum; each number in the table represents 
the mean of several, mostly five, separate experiments which, generally, agreed 
with each other within about 1%. The tabulated mean values agree with the 
calculated data within about 2%. 


4. Elimination of the Overshoot 


For certain experiments, it may be desirable to eliminate the overshoot. 
Consider, for instance, a shock tube that is to be used as a short-duration, sub- 
sonic wind tunnel. If the reflection of the shock wave from the end of the tube 
could be eliminated, the test section could be located closer to the end of the 
tube with a resulting increase of available testing time; alternatively, a desir- 
ed testing time could be obtained in a shock tube of reduced length. Figure 6 
shows the relation between the effective size of the orifice that must be mount- 
ed at the end of the duct and the strength of the incident shock wave to elimi- 


nate the reflected wave, except for the overshoot which has its maximum 
- amplitude under just these conditions. 


ae, 


be a a ited dike 
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If one replaces a single orifice by a number of evenly distributed holes, one 
can eliminate the overshoot only if the holes and spaces between them are quite 


- small (fine-mesh wire screen) since a shock front and an expansion wave of 


equal and opposite pressure change cancel each other only asymptotically 
(compare also Figures 7e and 7). Furthermore, a different screen would be 
needed for every shock strength. The overshoot would be eliminated if the 
shock front of the reflected wave could be transformed into a compression wave 
in which the rate of pressure rise matches the rate of pressure drop in the ex- 
pansion wave. This aim can be realized if the solid portion of the orifice plate 
is replaced by a suitable porous material from which a shock wave is only 


_ gradually reflected as it penetrates below the surface. 


A few experiments were carried out with an arrangement that consisted of 


a short duct, about two diameters long and closed at one end, tightly packed 
; with steel wool and mounted in front of the open end of the shock tube. A 


- 
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8) The ratio a,¢s/a defines the coefficient of discharge of the orifice for the particular flow 


~ conditions involved and is of considerable importance in many engineering problems. The indicated 
~ method of obtaining its value by means of nonsteady-flow techniques may have useful applications 
_ which will be discussed elsewhere. 
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gap of width 6 was left between the two tubes which thus formed an adjustable 
orifice with « = 4.6/D. A pressure record, obtained at L/D = 4-33 for a = 0:54 
and ,/p) = 1:58, is shown in Figure 8a. For comparison, a record for a single- 
hole orifice plate (x = 0-52) and for p,/p) = 1-36 is reproduced in Figure 80. 
Although the values of « are almost identical in the two experiments, the 
values of «77 are different and the condition that p,, and p, be equal is, there- 
fore, satisfied by different shock strengths. 


rere amas yen 
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Figure 8 


Pressure records for two ‘nonreflecting’ orifices: a special orifice design; b single-hole orifice plate 
(see text for details). 


The overshoot is practically eliminated by the modified orifice. The pres- 
sure shows a slight rise toward the end of the record which is caused by the 
motion of the steel wool under the influence of the pressure waves. This motion 
is so slow that the initial reflection of the shock wave is not affected but the 
stream lines of the flow through the orifice are subsequently changed, and the 
resultant modification of «,;, requires additional waves to satisfy the boundary 
conditions. Further studies with a more rigid material could be expected to 
eliminate this undesirable pressure change but the purpose of these experi- 
ments was merely to establish the feasibility of a truly nonreflecting orifice. 


5. Discussion 


The agreement between the calculated and observed values of the over- 
shoot, as presented in the table, indicates that the method of analysis de- 
scribed in section 2 leads to effective boundary conditions at the orifice with 
an accuracy that should be adequate for all practical purposes. 

The analysis is derived for the conditions that the gas is at rest ahead of an 
incident shock wave and that the orifice is located at the end of the duct. If the 
incident wave is not a shock but a wave of gradual pressure change, the 
magnitude of the overshoot would rapidly decrease with decreasing steepness 
of the wave front. Although such cases could be treated by the method of 
reference [14], they are not likely to be of importance; for instance, the records 
in reference [10] show no evidence of the overshoot. 

A prescribed initial steady flow introduces no serious complications. One 
must merely take into account that the initial pressures and flow velocities in 
the duct and_in the orifice are not equal. If the initial flow velocity is high 
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enough, it may also become necessary to correct equation (2) for the increased 


_ travel time of a wave across the orifice). 


If the orifice is located inside the duct, the problem of dealing with the 
nonsteady mixing process onthe downstream side has not yet been solved. 
One might use an analysis based on CHEN’s assumptions [11], or determine the 
effective boundary conditions in the same manner as if the orifice were located 
at the end of the duct. The required value of «,;,, if not known, could be 
computed from pressure records taken both upstream and downstream of the 
orifice. In the absence of experimental verification, such calculations would 


4 have to be considered as tentative. 
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Notation 


a speed of sound; 
D duct diameter; 

I(t) transition function (see Figure 4); 
16, distance from orifice; 

M; shock Mach number; 

n number of holes in orifice plate; 

p absolute pressure ; 

t time; 

u flow velocity; 

w shock velocity; 

a ratio of orifice area to duct area; 

effective value of « because of vena contracta; 

y ratio of specific heats; 

14 nondimensional time [see equation (2)]; 

conditions before arrival of incident shock wave; 

conditions behind incident shock wave; 

conditions behind transmitted shock wave; 

effective conditions at the end of the duct; 

effective conditions at the end of the duct immediately after arrival of 
the incident shock wave; 

condition of maximum pressure in the duct behind the shock front of the 
reflected wave; 

final steady-flow conditions ; ooh 

: a prime indicates the effective conditions in the orifice. 
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Zusammenfassung 


Die Str6mungserscheinungen, die auftreten, wenn eine Stosswelle an ein mit 
einer Blende versehenes Rohrende gelangt, werden besprochen. Ublicherweise 
werden sie unter der Annahme berechnet, dass man fiir stetige und unstetige 
Strémungen die gleichen Randwertbedingungen in der Blende verwenden kann. 
Die reflektierte Welle ist dann entweder eine einfache Expansionswelle oder eine 
Stosswelle, je nach der Starke des einfallenden Stosses und der Blenden6éffnung. 
Dieses Resultat stimmt nicht mit experimentellen Beobachtungen iiberein, die 


[10] H. ZELLER, Beitrag zur eindimensionalen und nichtstationdren Gasstyémung mit 


[1] G. RuprncEer, Boundary Conditions in Nonsteady Flow, Proc. TX Int. Congr. — 
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gezeigt haben, dass die reflektierte Welle immer aus einer Stossfront besteht, der 
eine Expansionswelle nachlauft, bis der Druck geniigend vermindert ist, um eine 
stetige Strémung zu erméglichen. Die Uberlagerung dieser Wellen erzeugt eine 
Druckspitze («overshoot»), die den in der iiblichen Weise berechneten Maximal- 


_ druck um einen erheblichen Bruchteil des Druckanstieges in der einfallenden 


Stosswelle iibersteigen kann. Die Unzulanglichkeit der iiblichen Methode kann 
man qualitativ durch die Verzégerung erklaren, die notwendig ist, um eine 
stetige Strémung in der Blende herzustellen, nachdem die einfallende Stosswelle 
eine St6rung erzeugt hat. Die gegenwartige Untersuchung zeigt, dass man die 
Uberdruckspitze in Abhangigkeit von der Blendengrésse, der StoBstarke und der 
Entfernung von der Blende auf Grund einiger einleuchtender Annahmen berech- 
nen kann. 

Es ergibt sich, dass die Uberdruckspitze besonders dann bemerkbar wird, 
wenn die Druckanderung tiber die gesamte reflektierte Welle verschwindet. 
Unter dieser Bedingung und fiir Stosswellen verschwindender Starke wird sie 
anfanglich genau so gross wie der Drucksprung der einfallenden Stosswelle. Mit 
wachsender Starke des einfallenden Stosses verringert sich die relative Grésse 
der Uberdruckspitze, wahrend ihre absolute Grésse bis zu einem Maximum von 
beinahe 40% des Druckes vor der einfallenden Stosswelle ansteigt. Dieses Maxi- 
mum wird bei einem ungefahren Druckverhdltnis der einfallenden Stosswelle von 


- 2,3 erreicht. Die Uberdruckspitze wird ziemlich unbedeutend, wenn das Druck- 


verhaltnis den Wert 3 iiberschreitet. 

Experimente mit einem Stosswellenrohr werden dann beschrieben, in denen 
die Druckveranderungen der einfallenden und reflektierten Wellen fiir verschie- 
dene Entfernungen von der Blende, StoSstarken und Blendenédffnungen auf- 
gezeichnet werden kénnen. Die gemessenen Uberdruckwerte stimmen mit den 
gerechneten in allen Fallen gut iiberein. 

Es kann erwiinscht sein, die Uberdruckspitze zu beseitigen, und die Méglich- 
keit einer speziellen Blendenkonstruktion wird gezeigt. 

Die Berechnung der Uberdruckspitze ist fiir eine einfallende Stosswelle abge- 
leitet, unter der Bedingung, dass das Gas vor der einfallenden Welle in Ruhe ist 
und dass sich die Blende am Ende des Rohres befindet. Erweiterungen der 
Methode auf beliebige Wellen, anfangliche Str6mungen urd Blenden im Inneren 
des Rohres sind kurz besprochen. 


(Received: September 17, 1957.) 
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Zur Bestimmung der Eigenwerte schiefsymmetrischer 
Matrizen 


Von Heinz RUTISHAUSER, Ziirich, Schweiz’) 


1. Einleitung 


Mit einem von W. GivENs?) vorgeschlagenen Verfahren gelingt es bekannt- 
lich, eine u-reihige symmetrische Matrix A auf Jacobische Form zu trans- 
formieren : 


a VB, 0 
VB, VB 
~ 
ee a 
V om Pe 
PERIL Ar = Pa San (1) 
ou NK SS 
Se _ ae 
XN ae ox 
Bre ke Re 
we Se 
0 V bes oe 


Im Verlaufe des Verfahrens werden auf A nacheinander $(m — 1) (m — 2) 
orthogonale Transformationen T;, (1 < k) folgender Art angewendet: 


I 
Ny 
a 
‘1 
cosy — sing i 
Se 
i Bee . 
tk me 5 (2) 
‘1 
sin yp—————— cos y —————|| & 
k 
\ 
~ 
N 
‘\ 
Ny 
a k 


1) Institut fiir angewandte Mathematik der ETH. 
2) Siehe [1] im Literaturverzeichnis, Seite 590; die dort mit Bb; bezeichneten Grdéssen erscheinen 
in dieser Arbeit als VB: 


ay Sees” ie hk 


=’. © 
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deren Reihenfolge sowie die Drehwinkel p so bestimmt werden, dass nach Aus- 
fiihrung der Transformation mit T;, die Matrixelemente in den Positionen 
7—1, k und k,i—1 ausgeléscht sind, aber die schon hergestellten Nullen 
nicht mehr zerstért werden. W. GtvENs schlagt die Reithenfolge 7,,, lo, 
Ton, Tyg, ... usw. bis T,_,, vor; damit erhalt man die Gestalt (1), und T ist 
das Produkt der T;,. 

Man konnte versuchen, aus der Matrix (1) zunachst das charakteristische 
Polynom zu bestimmen, um dann aus diesem die Eigenwerte zu berechnen. 
Die Praxis zeigt jedoch, dass dieser Weg nur fiir verhaltnismassig kleines 
m gangbar ist; fir die Bestimmung der Eigenwerte einer symmetrischen 
Matrix mit grésserer Reihenzahl ist das charakteristische Polynom ganzlich 
ungeeignet. 

Es ist vielmehr zweckmassig, die Eigenwerte mit dem bei Givens [1] an- 
gegebenen Verfahren oder dann mit Hilfe des Quotienten-Differenzen-Algo- 
rithmus [2] zu bestimmen. Die Matrix (1) ist namlich 4hnlich zur Matrix 


weeny 


Oy 1 0 
Bi Xs 1, 
Se aS 
Sa) ig 
N | 
Ji = Ba ie a , (3) 
xe si a 
Se x < 
N ~ Ng 
PNG Any mt 
SN 
0 Pra Xn 


und fiir diese liefern die Formeln (2) in [2], Kap. III, sofort den Anschluss an 
den QD-Algorithmus. Es ist nach den bisherigen Erfahrungen allerdings zweck- 
massig, die Matrix (1) zuerst durch eine Nullpunktsverschiebung in der /- 
Ebene positiv definit zu machen; es werden dadurch sdmtliche g und e des 
QD-Schemas positiv, was dem Verfahren eine wesentlich bessere numerische 


Stabilitat verleiht. 


2. Das Givenssche Verfahren fiir schiefsymmetrische Matrizen 


Wendet man die von GIVENS angegebenen Einzeldrehungen 7;, nach den- 
selben Formeln und in derselben Reihenfolge auf eine schiefsymmetrische 
Matrix A an, so gelingt es ebenfalls, alle Matrixelemente a;, mit je—k| > 1 
zu Null zu machen. Weil auch die schiefe Symmetrie bei orthogonalen Trans- 
formationen erhalten bleibt, resultiert schliesslich eine schief-Jacobische 
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Matrix: 
0 VBy 0 
yey stare Le 
eA —VBe Ber 3 5 (4) 


“N ——— 4 
Peg Vins 
a 


a 
> 


0 ey V Bua 0 


wobei alle £, positiv sind und auch alle Wurzelvorzeichen positiv gemacht wer- 
den kénnen. Man kénnte hier wie in Abschnitt 1 den Anschluss an den QD- 
Algorithmus herstellen, doch ist dies aus verschiedenen Griinden nicht zweck- 
massig. Wir wollen vielmehr von einer Umformung Gebrauch machen, die 
nicht nur diese Nachteile vermeidet, sondern auch noch die Zahl der zu be- 
stimmenden Eigenwerte auf die Halfte zu reduzieren gestattet. 


3. Der QD-Algorithmus fiir die Gréssen “= —/? 
Die Matrix (4) ist ahnlich zur Matrix 


0 1 0 
=< Be OK lee 
—B, ye —- 
SN St Nx 9 
mS KS Ay 
SS ONRO ny 
0 Shas 0 
ihre Eigenwerte A; sind somit die Pole des endlichen Kettenbruchs 
Bia oe ted By | By Beat 
g(2) = a a ce ae Ae oe ee (5) 


Wir kénnen hier ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass 1 
gerade sei; andernfalls randert man die Matrix (4) rechts und unten mit Nullen, 


was der Einfiihrung eines zusatzlichen 6, = 0 gleichkommt?). 

*) Dadurch wird 0 zu einem doppelten Eigenwert. Der Kettenbruch (5) hat trotzdem nur 
den einfachen Pol z = 0, der erst durch die beim Ubergang zu (6) erfolgende Division durch z zu 
einem doppelten wird. Durch die Einfiihrung der neuen Variabeln ¢ = — z2 wird daher ¢ = 0 ein 
einfacher Pol der Funktion f(t). 
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3 
a 7 
4 Der Kettenbruch (5) kann durch Aquivalenztransformation in 
: 
: meee Pe Pal, Pr Brel , Bn—a| 
2 BO uae tet Pe ea Ja aac a s 
“umgewandelt werden, oder mit der neuen Variabeln ¢ = —z? und nach Divi- 
sion durch z: 
So eh SS fil Be) Bs By—s| Bn—1| 
CO is Corte eee an be: Peet eae 6) 
Wir haben damit einen Stieltjes-Kettenbruch gewonnen, dessen Pole ey, ta, 
Mg, «++» Mnjg mit den Eigenwerten ,, A», ..., An (Aj = —Anai_;) von (4) wie folgt 
zusammenhangen: 


pee (j= 1,2,... 3). (7) 


Anderseits stellt man durch Vergleich von (6) mit [2], Satz 1 (S. 14), sofort 
fest, dass das zur Funktion /(¢) gehorige QD-Schema die §; als oberste Schrag- 
reihe besitzt; nach [2], Satz 5 (S. 18), erhalt man daher ihre Pole als Grenz- 

werte der g-Kolonnen. Damit ergibt sich folgende 

Regel zur Bestimmung der "“;=—A?: Man schreibt die in (4) auftretenden 
- B; als oberste Schrdgrethe eines QD-Schemas an und setzt nut Hilfe der Rhomben- 
_regeln (stehe [2], Kapitel II, § 4) nach unten fort: 


A= te 


p= e i 
B3 = es 
| B= & 
0) 


Me 


“ssl ee ee Se ee Ba i lien hh A oe 0 ee ne ee en a oe sa 
S53 


Es ist zu beachten, dass auf diese Weise nur 7/2 Eigenwerte bestimmt werden 
miissen und dass alle g und ¢ von selbst positiv oder Null werden, was sich auf 
die Rundungsfehler giinstig auswirkt. 


4 


; 


—_—— wr SS ee 


4. Numerisches Beispiel 


Die Matrix 
0 1 2 6 24 120 
Rsk 0 Lod 8 —96 —600 | 
ag 4 0 9 72 600 
Si —6 18 Es.) 0 —16 —200 
D4 96 BFS 16 0 25 
120 600 —600 200 B25 0 || 
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wird durch 10 Drehungen in 


0 122,5439 
—122,5439 0 878,387 3 0 
—878,3873 0 60,489 76 
Je= —60,48976 0 21,684 98 
0 —21,68498 0 2,920008 
—2,920008 0 


transformiert. Durch Anwendung der obigen Regel erhalt man damit das 
folgende QD-Schema: 


1 ey G2 @> q3 

15017,00 
771 564,2 

786581,2 3 659,011 
3 589,155 470,2386 

790170,4 540,095 8,526446 
2,453 246 7,423 634 

790172,9 545,065 1,102 812 
0,001 692 0,015020 

790172,9 545,078 1,087 792 
0,000001 0,000 030 

fgg TOOLT2.9 by = 545,078 fy SL OeT TGs. 


Also 


Ayg = £888,9171, Ags = +23,34697, Jgg = +1,0429587. 
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Summary 


GIvENs’s method of reducing a symmetric matrix to Jacobi form works 
equally well for skew symmetric matrices. The author shows how the eigenvalues 
of the resulting skew-symmetric Jacobi matrix are obtained with the aid of the 
Quotient Difference Algorithm [2]. The theory of continued fractions allows the 


QD-table for the negative squares of the eigenvalues to be set up direct, which 
considerably reduces computing time. 


(Eingegangen: 25. November 1957.) 
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Einige optische und kinematische Effekte 
in der interstellaren Raumfahrt 


Von EUGEN SANGER, Stuttgart, Deutschland!) 


In der Raketentechnik ist die aus der Masseneinheit des Treibstoffes gewinn- 
bare Energie von grundlegendster Bedeutung und die technische Realisierung 
des Einsteinschen Massenadquivalentes 


E 
= = c?= 2,15 - 101? kcal/kg (1) 


das letzte Ziel aller Anstrengungen. 
Von dieser vélligen Zerstrahlung der Masse in Energie ist man indes 


_technisch noch ziemlich entfernt, und man kann den Grad det jeweils erreich- 


ten Anndherung an den Idealprozess durch eine Art Umwandlungsgrad e der 
Materie in Energie bei wirklich verfiigbaren Prozessen charakterisieren, etwa 
nach der Beziehung F 

1 


ed — 
mc’ 


(2) 


=ec® oder ¢= 


wenn E, der tatsdchliche Energiegewinn je Masseneinheit des jeweiligen 


=" 7 


Prozesses ist. 
Die klassischen Raketentreibstoffkombinationen, wie Kohlenwasserstoffe- 
Fliissigsauerstoff, Alkohole-Stickoxyde usw., ergeben Energieausbeuten um 


- 2500 kcal/kg, das heisst ¢ ~ 1,2 - 10-". 


4 


Neuerdings werden auch energiereichere chemische Treibstoffkombinatio- 
nen [1]?) mehr und mehr beachtet, zum Beispiel die Brennstoffe Wasserstoff, 


Bor, Lithium, Aluminium usw. in ihren zahlreichen Verbindungen in Kombina- 
tion mit Sauerstoff, Ozon, Fluor usw. mit Energieausbeuten um 4000 kcal/kg, 
' das heisst e ~ 2-10-19. 


Daneben bestehen auch noch Bemiihungen um eine Gruppe noch als 


_ chemisch anzusprechender Treibstoffe, die aus freien Radikalen bestehen, wie 
-atomarer Wasserstoff, atomarer Stickstoff usw. [1], mit Energieausbeuten bis 
/zu E, = 50000 kcal/kg, das heisst e ~ 2,3 - 10~°. 


Wesentlich héhere Energieausbeuten sind erst mit den Kernreaktionen 
verfiigbar geworden, von denen die bekannten Kernspaltreaktionen schon in 


1) Forschungsinstitut fiir Physik der Strahlantriebe e. V., Stuttgart-Flughafen. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 599. 
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ein Stadium technischer Anwendungen, wenn auch noch nicht in der Raketen- 
technik [2], getreten sind und Energieausbeuten um E, = 1,310 Kealjice: 
also e~ 6 - 10-4 aufweisen. 

Noch hohere Energieausbeuten von E,=1,6-10" kcal/kg und damit 
e~7-10-% zeigen die Kernaufbaureaktionen von den Wasserstoffen zum 
Helium, deren technische Verwendung in explosiver Form als Bombe gelaufig 
ist, wahrend die Verwendung der kontinuierlichen Reaktion [3] offenbar bevor- 
steht, wenn auch zunichst wieder nicht in der Raketentechnik. 

Auch die vollstaindige Zerstrahlung der Materie mit E, = E = 2,15 - 1048 
kcal/kg und ¢ = 1 tritt mehr und mehr in den Bereich des physikalischen Ex- 
perimentes, beispielsweise mit dem Elektron-Positron-Paar, mit den Meson- 
Antimeson-Paaren und neuerdings mit dem Paar Proton-Antiproton. 

Die Physiker fassen bereits die visiondre Méglichkeit einer Antimaterie ins 
Auge, in deren Atomkernen vielleicht Protonen und Neutronen durch Anti- 
protonen und Antineutronen ersetzt sind und deren Atomhiille nicht aus 
Elektronen, sondern aus Positronen besteht und die mit gewéhnlicher Materie 
wahrscheinlich spontan zerstrahlt, das heisst sich vollstandig in lichtschnelle 
Feldquanten, zum Beispiel Photonen, verwandelt, also die Analogie von Masse 
und Energie hundertprozentig realisiert. 

Die technische Beniitzung dieser Reaktion in Raketen wiirde unmittelbar 
zur totalen Photonenrakete fiihren [4—12, 16], doch hat schon J. ACKERET sehr 
friihzeitig erkannt [5], dass die eigentlichen Riickstossphotonen nicht not- | 
wendigerweise identisch mit den diskreten Zerstrahlungsphotonen der Materie, 
das heisst der Treibstoffe, sein miissen, sondern dass sie zweckmiassiger aus der 
kontinuierlichen Strahlung eines Schwarzstrahlers bestehen. Die Bedenken, 
dass derartige Schwarzstrahler als feste Kérper nicht geniigend hohe Tempera- 
turen erlauben, wiegen heute geringer, seit man schwarzstrahlende Gasplasmen 
fast jeder beliebigen Temperatur technisch zuganglich macht [15]. 

In die bekannte [5] Ackeretsche relativistische Raketengrundgleichung 

Me 1 — v/c\c/2e 
mee (re) (3) 
fiir den Zusammenhang zwischen dem Verhiltnis von End-Eigenmasse m, des 
Fahrzeuges zu seiner Anfangs-Eigenmasse m,) und dem Verhiltnis der relativen 
Fahrtgeschwindigkeit v zur Lichtgeschwindigkeit ¢ (dieses Verhiltnis v/e wird 
oft als Einstein-Zahl der Raumfahrt bezeichnet) kann man fiir die Auspuff- 
geschwindigkeit w relativ zum Fahrzeug den Ausdruck 


w=cV2e—e (4) 


setzen [10, 12], wenn die gesamte Treibstoffmasse durch die aus ihr freigewor- 
dene Energie auf die Geschwindigkeit w beschleunigt wird (zum Beispiel 
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thermische Atomrakete), und 
W=EC, (5) 


_ wenn nur die freigesetzte Energie relativ zum Fahrzeug auf Lichtgeschwindigkeit 
beschleunigt wird, die inerte Restmasse aber kontinuierlich und geschwindig- 
keitslos gegentiber dem Fahrzeug von Bord gegeben wird (partielle Photonen- 
raketen mit e < 1). 
Fiir ¢ = 1 miinden natiirlich beide Raketenarten in die sogenannte totale 
_ Photonenrakete, fiir e < 1 ergibt zwar die durch Gleichung (4) gekennzeichnete, 
manchmal als «adiabatisch» bezeichnete Raketenart immer hdhere Fahrt- 
geschwindigkeiten als die partiellen Photonenraketen nach Gleichung (5), doch 
nimmt man mitunter an, dass fiir0 <e < 1 die letztere Art technisch leichter 
realisierbar sein kénnte, wenn einmal die Kernreaktionen entsprechend hoher 
€ verfiigbar sind. 

Jedenfalls folgt aber aus den Grundgleichungen der beiden Atomraketen- 
arten 


U 1— (m,/m,o)” Vaera (4 ) 
= — a 
L$ fama, 0)” V2°-* 
und 
IR ya a (m,/Meo)?* 
C1 + (m,[mzo)2’ Ds 


dass fiir die im schwerefreien und widerstandstreien Weltraum grundsiatzlich 
méglichen sehr grossen Werte von m,9/m, sogar schon bei den Energieumwand- 
_lungsgraden ¢ der Kernaufbaureaktionen und natiirlich erst recht bei jenen der 
vollstandigen Materiezerstrahlung (e>1) die Einstein-Zahl v/c der Raumfahrt 
sehr gegen Eins gehen kann, also alle Effekte der speziellen Relativitats- 
mechanik stark fiihlbar werden. 7 

Die Raketengrundgleichungen (4a) und (5a) gelten unabhangig vom zeit- 
lichen Verlauf der Beschleunigung des Fahrzeuges, sie gelten also insbesondere 
auch fiir den praktisch sehr wichtigen Fall, dass die an Bord gemessene Eigen- 
beschleunigung 6, iiber der Eigenzeit t, konstant ist, etwa gleich dem der Be- 
satzung von der Erde her gewohntesten Wert b, ~ g =- 10 m/s?. 

Man erhalt die wesentlichsten kinematischen und dynamischen Grdssen 
einer solchen gleichférmig eigenbeschleunigten Fahrt tiber dem Relativweg s 
in bekannter Weise [12, 16] zu folgenden Werten: 

Einstein-Zahl am Ende der Beschleunigungsperiode : 


a \/1 - Bt tan (6) 


(I + 8, s/e*)? 


An Bord gemessene Zeit ¢, det gesamten Beschleunigungsperiode 


c be Ss 
ae ie arcosh (1 = “23 (7) 


ZAMP IXb/38 
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bzw. fiir 


Med 
-In ae (7a) 


eee b, 

Nehmen wir nach diesen an sich bekannten Vorbemerkungen nun an, ein 
entsprechendes Raumfahrzeug wiirde von einer Aussenstation unserer Erde in ~ 
Richtung eines beliebigen, viele Lichtjahre von uns entfernten Fixsterns star- 
ten und zur besseren Bequemlichkeit der Reisenden also mit der an Bord 
messbaren und physiologisch empfundenen Eigenbeschleunigung von rund 
10 m/s?, die iiber der gleichfalls an Bord gemessenen Eigenzeit konstant bleibe. 
Dabei behalte die Besatzung sowohl den Zielstern als auch das gesamte tibrige 
Firmament standig im Auge. 

Infolge des relativistischen, also quadratischen Doppler-Effektes 


A 1—v/c-cosé 8 
hg V1 — v2/c® (8) 


andert das aus einer Richtung, die zur Flugrichtung den Winkel # einschliesst, 
von einem Stern kommende Licht seine Wellenlange 2 und damit seine Farbe 
in Abhangigkeit von diesem Winkel # und von der Einstein-Zahl v/c des 
Fluges. 

Fiir den Zielstern ist ? = 0, und es handelt sich um eine Blauverschiebung: 


Ae ns k= Oye Toe 
Cher V1 — v2/c? ee |/ t+ ofa? (9) 
also um eine Wellenlangen-Verkiirzung im genau gleichen Verhaltnis wie die 
Massenabnahme m,/m,9 einer totalen Photonenrakete nach Gleichungen (3), 
(4) und (5). 

Fiir den Startstern ist = z, und es handelt sich um eine Rotverschiebung: 


| 1+ v/c 
an eel kee oe 
also um eine Wellenlangenvergrésserung wieder genau entsprechend dem 
Massenverhaltnis m,,/m, einer totalen Photonenrakete. 

Wir diirfen der Einfachheit halber annehmen, dass die Sterne des Firma- 
mentes, von dem noch ruhenden Raumfahrzeug aus gesehen, alle eine mittlere 
gelbe Farbe von vielleicht A, = 5900 A haben. 

Mit anwachsender Fahrtgeschwindigkeit verfarbt sich der Startstern von 
Gelb nach Orange und Rot, um schliesslich die langwellige Sichtbarkeitsgrenze 
von A = 8000 A gegen Ultrarot bei v/c = 0,297 zu erreichen. 

Mit weiter wachsender Fahrtgeschwindigkeit bildet sich um den unsichtbar 
gewordenen Startstern ein kreisférmiger Fleck von wachsendem Durchmesser 
aus dem alle Sterne nur mehr ultrarotes Licht ins Fahrzeug gelangen oo 
also fiir das Auge unsichtbar sind. Wie die weiteren Uberlegungen noch valeen 
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werden, wachst dieser blinde Heckfleck mit sehr hohen Einstein-Zahlen fast 
uber das ganze Firmament bis in die Nahe des Zielsternes. 
Wahrend dieses Vorganges verfarbt sich auch der Zielstern von seinem 
ursprtinglichen Gelb von A, = 5900 A iiber Griin, Blau und Violett, um schliess- 
lich die kurzwellige Sichtbarkeitsgrenze von 2 = 4000 A gegen Ultraviolett bei 
v/c = 0,37 zu erreichen. 
Bei weiterer Steigerung der Fahrtgeschwindigkeit tiber die Einstein-Zahl 
0,37 hinaus bildet sich auch um den nun fiir das freie Auge unsichtbar gewor- 
_ denen Zielstern ein kreisférmiger dunkler Fleck wachsenden Durchmessers, in 
dem alle Sterne unsichtbar geworden sind und nurmehr ultraviolettes oder noch 
kurzwelligeres Licht ins Fahrzeug gelangen lassen. 

Bei allen Fahrt-Einstein-Zahlen iiber 0,37 umgibt also den Startstern ein 
grosserer und den Zielstern ein kleinerer dunkler kreisférmiger Fleck, und 
zwischen den beiden Begrenzungskreisen dieser Flecken sind alle am Firma- 
_ ment sichtbaren Sterne in zur Fahrtrichtung konzentrischen Kreisen in allen 
Farben des Regenbogens gefarbt, vorne bei Violett beginnend, iiber Blau, 

Griin, Gelb, Orange bis Rot am anderen Ende. 
Bei einer bestimmten Flug-Einstein-Zahl v/c haben die blinden Flecken 
nach Gleichung (8) den halben Offnungswinkel 


1—Afy- V1 — vc? 

: ae, au) 
wobei A/A,= 4000/5900 = 0,68 fiir den vorderen und A/A, = 8000/5900 = 1,36 

fiir den riickwartigen blinden Fleck gilt. 

Gleichung (11) zeigt nun fiir jeden Wert von A/d), dass bei sehr grossen 
Einstein-Zahlen v/c+1, jedenfalls cos ?->1, also 0—>O geht, das heisst, beide 
Kreise schliessen sich um den Zielstern. 

Das ist offenbar nur dadurch méglich, dass der blinde Fleck um den Start- 
stern zwar monoton immer grosser wird, bis er das ganze Firmament einge- 
nommen hat, dass aber der Fleck um den Zielstern zwar anfangs auch groésser 
wird, dass dieser aber bald, und zwar bei v/c = 0,74, einen maximalen Durch- 
messer von etwa 43° erreicht, um dann bei weiter wachsender Einstein-Zahl 
wieder abzunehmen. . 

Auf der Regenbogenschale zwischen den beiden Begrenzungskreisen der 
blinden Flecken gibt es auch immer einen bestimmten, zur Flugrichtung 
senkrechten Kreis, auf dem die Sterne ihre urspriingliche gelbe Farbe von 
Ay = 5900 A behalten, dessen Richtungswinkel nach Gleichung (11) also durch 
A/Ao = 1 definiert ist, zu 1 Via vy? 

cos} = — oan 


cost = 


(12) 


Fiir sehr kleine Einstein-Zahlen (v/c <1) wird } > 2/2, also nur die Sterne 
in dem Grosskreis, der senkrecht zur Fahrtrichtung steht und in dessen Mittel- 
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punkt sich das Fahrzeug befindet, nur in diesem Grosskreis bleibt die Stern- 
farbe unverandert, da nur diese Sterne keine radiale Geschwindigkeitskompo- 
nente zum Fahrzeug haben, also keinen klassischen Doppler-Effekt erleiden, 
und die Zeitdilatation noch vernachlassigbar ist. 

Alle in Fahrtrichtung weiter vorne liegenden Sterne verschieben ihre 
Farbe nach Blau, alle hinter dieser Ebene liegenden Sterne verschieben ihre 
Farbe nach Rot. 

Mit wachsenden Einstein-Zahlen des Fluges verschiebt sich dieser Sternen- 
kreis unveranderter Farbe nach vorne, das heisst gegen # < 2/2, der Bereich 
vergrosserten Wellenlangen greift von der hinter dem Fahrzeug liegenden 
Halbkugel auch immer weiter nach vorne iiber, der Bereich verkleinerter 
Wellenlangen verschiebt sich auf einen immer kleiner werdenden kreisférmi- 
gen Fleck um den Zielstern. 

Fiir sehr grosse Einstein-Zahlen (v/c > 1) wird ? > 0; das heisst, der gelbe 
Ring unveradnderter Sternfarbe zieht sich eng um den Zielstern zusammen. 

Beispielsweise ist bei v/c = 0,99 der Winkel # = 28°, unter dem der gelbe 
Spektralkreis unseres Regenbogens erscheint. Seine innere Begrenzung gegen 
Ultraviolett liegt bei 23°, seine 4ussere Begrenzung gegen Ultrarot liegt bei 
35°, der gesamte, vor dem Fahrzeug in der Fahrtrichtung liegende kreisrunde 
Regenbogen ist also nur mehr etwa 12° breit und wird mit weiter wachsender 
Fahrtgeschwindigkeit immer kleiner und schmialer. 

Das itibrige Firmament ausserhalb des Regenbogens, den wir ja besser einen 
siebenfarbigen Sternenbogen nennen wiirden, der Hintergrund ausserhalb 
dieses optischen Phanomens ist dagegen v6llig schwarz, sowohl innerhalb 
(kurzwellig unsichtbar) als auch ausserhalb (langwellig unsichtbar) des ring- 
formigen Sternenbogens, der selbst in allen sieben Farben des Spektrums 
glanzt. 

Der Offnungswinkel 2 # jenes Kreises im Sternenbogen, der die urspriing- 
liche Farbe der Sterne unverandert beibehalten hat, ist ein genaues Mass der 
relativen Fahrzeuggeschwindigkeit zu den Sternen, insofern, als sich dieser 
Kreis mit wachsender Geschwindigkeit monoton und immer mehr-um den 
Zielpunkt der Fahrt zusammenzieht und verengt, wahrend der Farbenbogen | 
selbst immer schmiler wird, also sich seine Spektralenden Violett und Rot 
ihrerseits immer naher an das unverdnderte Gelb heranziehen. 

Wahrend dieses Farbphaénomen also bei massigen Fahrzeuggeschwindig- 
keiten sich tatsachlich tiber die gesamte Himmelskugel vom Zielstern bis zum 
Startstern erstreckt, bilden sich um diese beiden Punkte des Himmelsgewélbes 
mit wachsender Fluggeschwindigkeit kreisrunde dunkle Flecken, wobei der- 
jenige um den Startstern immer grésser wird, so dass er schliesslich fast das. 
ganze Himmelsgewélbe tiberdeckt, wahrend nurmehr ein ganz schmaler und 
kleiner leuchtender Ring von Sternen schliesslich gelber Farbe den selbst un-. 
sichtbaren Zielstern umgibt. 
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Wahrend die Ausbreitung des Phanomens in die Spektralfarben eine Folge 
des klassischen Doppler-Effektes, also des Zahlers in Gleichung (8) ist, wird die 
Wanderung des gelben Kreises gegen den Zielstern durch die relativistische 
Zeitdilatation, also durch den Nenner im Bruch der Gleichung (8) bewirkt. 

Neben diesen optischen Absonderlichkeiten weist die interstellare Raum- 
fahrt auch mancherlei kinematische Eigentiimlichkeiten auf, von denen einige 
wieder anhand der gleichformig eigenbeschleunigten Bewegung kurz verfolgt 
werden mogen. 

Wir nehmen an, ein Fahrzeug beabsichtige eine interstellare Fahrt etwa 
von einer Aussenstation unserer Erde nach einem in der astronomischen Ent- 
fernung S befindlichen Zielstern. 

Die auf dieser Strecke S jeweils seit Antritt der Reise schon zuriickgelegte 
astronomische Teilstrecke sei s. Die Fahrtstrecken S und s ruhen selbstver- 
standlich im Sternensystem, das heisst, von dem bereits mit der Geschwindig- 
keit v bewegten Fahrzeug aus betrachtet, sind sowohl S wie s relativistisch 
verkiirzt zu S’ und s’ nach der Beziehung 


——— (1 “ay (13) 


Fihren wir fiir v/c die Gleichung (6) ein, so ergibt sich 


Se s’ 1 

Gee 2 leh sce: (13a) 
Der Betrag von c?/b, ist mit b, = 9,81 m/s? ziemlich genau ein Lichtjahr 
(9,45 - 1015 m). 

Wahrend die in gleichférmig eigenbeschleunigter Bewegung zurtickgelegte 
astronomische Entfernung s natiirlich monoton wachst, geht die vom Fahr- 
zeug aus gemessene Lange s’ dieser selben Entfernung s gegen den Grenzwert 
c2/b;, also zum Beispiel gegen ein Lichtjahr, und wird auch bei noch so langer 
Dauer der Reise nicht mehr grésser, wie gross auch immer die astronomische 
Gesamtlange S der Reise sein mag. . 

Die Entfernung vom Startstern kann der Besatzung niemals grosser als ein 
LichtjaHr erscheinen, bei entsprechend grdsseren Eigenbeschleunigungen 
By 9,81 m/s? erschiene ihr die grésstmégliche Entfernung sogar noch kleiner, 
vom ausgestrahlten Photon aus erscheint die Entfernung zum ausstrahlenden 
Atom immer als Null. 

Die vom jeweiligen Schiffsort aus noch bis zum Ziel zuriickzulegende Ent- 
fernung ist fiir den irdischen Beobachter (S — s). Vom Fahrzeug aus betrachtet, 


ist sie dagegen (Stes) ao ria ie ; oo 


Fiir s = 0 ist beim Start naturgemass (S’— s’) = S. 
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Fiir s = S/2ist in Wegmitte (S’— s’) = c?/b,, also zum Beispiel ein Lichtjahr, 


unabhangig von S, wenn dieses hinlanglich gross ist. 

Fiir s = S ist selbstverstandlich (S’— s’) = 0. 

Von der Wegmitte aus, und aus dem Fahrzeug betrachtet, wird die noch 
verbleibende Reisestrecke nie grésser als c?/b,, zum Beispiel ein Lichtjahr, sein, 
auch wenn die astronomische Entfernung S der Gesamtreise Millionen von 
Lichtjahren betragt. 

Wenn von der Wegmitte an nicht weiter beschleunigt, sondern weiterhin 
gleichférmig eigenverzégert wird, und zwar wieder in zahlenmassig gleicher 
Starke b,,dann ist weiterhin bei jedem astronomischen (S — s) der vom Fahr- 
zeug aus noch als verbleibend erscheinende Weg gleich dem entsprechenden 
zuriickgelegten Weg in der Beschleunigungsperiode (S — s), also 


(S — 5) 


6-9) -— 8 oe 


(15) 


Obwohl also in Wegmitte auch das astronomisch noch Lichtjahrmillionen ent- 
fernte Ziel der Besatzung nicht ferner als 1 Lichtjahr erscheinen kann, nimmt 
auf der zweiten Weghalfte trotz der dauernd abnehmenden Fahrtgeschwindig- 
keit auch die vom Fahrzeug aus gemessene Entfernung zum Ziel monoton ab, 
bis sie schliesslich Null geworden ist und das Fahrzeug sein Ziel erreicht hat. 

Auf einer solchen gleichférmig eigenverzogert durchlaufenen Wegstrecke 
spielen sich die eingangs geschilderten optischen Phanomene natiirlich in um- 
gekehrter zeitlicher Reihenfolge ab, bis schliesslich, am Zielstern angelangt, 
der ganze Sternhimmel wieder das gewohnte Gewimmel ziemlich gleichmassig 
und gelblich gefarbter Sterne zeigt. 

Der Nachrichtengehalt des von den Sternen in das Raumfahrzeug ge- 
langenden Lichtes geht natiirlich noch weit tiber seine Farbe hinaus und kann 
unter Umstanden durch Aufnahmegerate geniigenden Auflésungsvermégens 
im Fahrzeug erschlossen werden. 

Wir wollen einmal eine Reise in der mehrfach vorausgesetzten Weise von 
der Erde nach einem etwa 1000 Lichtjahre entfernten Stern ins Auge fassen. 

Konnte die Besatzung wahrend dieser ihrer Reise auf dem Zielstern Einzel- 
heiten beobachten, so wiirde sie beim Start von der Erde die Verhaltnisse qat 
dem Zielstern natiirlich vor einem Jahrtausend sehen. 

Wahrend ihrer sehr schnellen Annaherung an den Zielstern wiirde ihr die 
Geschichte des Zielsternes im letzten Jahrtausend zeitrafferartig abrollen. 
Wenn sie beispielsweise nach zehn ihrer Eigenjahre am Zielstern ankame, 
wiirde sie das, was sie dort studieren kénnte, als die Gegenwartsverhaltnisse 
bezeichnen. Etwas mehr als das ganze letzte Jahrtausend ihres Zielsternes 
hatte sie in 10 Jahren, also hundertmal schneller erlebt als ein Bewohner dieses 
Sternes. Wahrend dieser Hinreise waren sowohl auf dem Zielstern als auch 
auf der Erde etwas iiber 1000 Jahre vergangen. 


- 


™ tan 
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K6énnte die Besatzung wahrend ihrer Reise, nach riickwarts blickend, auch 


_ die Ereignisse auf der Erde beobachten, so wiirde ihr, wie schon ausgefiihrt, 


mit wachsender Fluggeschwindigkeit das von der Erde kommende Licht 
immer roéter erscheinen und schliesslich die Wellenlange von Funkwellen an- 
nehmen. Diese langen Wellen wiirden ihr im wesentlichen die Erdgeschichte 
wahrend der zehn Erdenjahre seit dem Start berichten, so dass die Besatzung 
— am Zielstern angelangt — die Erde etwa im Zustand ihrer Abreise von dort 
beobachten wiirde, wahrend auf der Erde inzwischen etwas iiber 1000 Jahre 
vergangen waren. 

Hielte sich die Besatzung langer auf dem Zielstern auf, so wiirde sie den 
irdischen Rhythmus des irdischen Geschehens, jedoch gegeniiber der Besat- 
zungszeit 1000 Jahre in der Vergangenheit, beobachten. 

Wiirde die Besatzung aber nach ihrer Ankunft auf dem Zielstern sofort 
umkehren und in gleicher Weise zuriickfliegen, so wiirden wahrend dieser 
Reise auf der Erde nochmals etwas tiber 1000 Jahre vergehen und auf dem 
Fahrzeug wieder 10 Jahre. 

Wiirde die Besatzung wahrend ihres Riickfluges die irdischen Verhaltnisse 
beobachten, so wiirden ihr auch diese im hundertfachen Zeitraffertempo er- 
scheinen. 

Nach ihrer Riickkehr waren auf der Erde seit dem Antritt der Gesamtreise 
etwas iiber 2000 Jahre vergangen, auf dem Fahrzeug 20 Jahre. 
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Summary 


In interstellar astronautics, where flight velocities are comparable with the 


velocity of light, the stars appear to the crew in rainbow colours and all distances 
shrink for the crew so that no distances greater than in the order of light years 
seem to exist. 


(Eingang: 4. September 1957.) 
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Uberschallstromung um Rumpf-Fliigel-Anordnungen 


Von ROBERT SAUER, Miinchen, Deutschland!) 


1. Einleitung 


Das erste Problem, das in der theoretischen Gasdynamik fiir Stroémungen 
mit Uberschallgeschwindigkeit in Angriff genommen und gelést wurde, betraf 
die Berechnung von Auftrieb und Widerstand eines Profils in einem zweidimen- 
sionalen Uberschallstrom. Es war J. ACKERET [1]?), der diese Aufgabe vor mehr 
als 3 Jahrzehnten léste, indem er die Differentialgleichungen und Randbedin- 
gungen linearisierte und dadurch den Grundstein legte fiir eine lineare Theorie 
der Uberschallstrémungen. Tu. v. KARMAN [2] und seine Schiiler entwickelten 


- alsbald lineare Methoden fiir dreidimensionale Probleme, nimlich fiir Uber- 


schallstrémungen um axial angeblasene Drehkérper und um Drehkorper unter 
kleinem Anstellwinkel [3]. Hierbei wurde die vom Drehkérper hervorgerufene 
Stérung der Grundstr6mung durch eine Belegung der Kérperachse mit gewissen 
Singularitaten (Quellen, Senken und zur K6rperachse quergestellten Dipolen) 
dargestellt. 

Im folgenden soll kurz tiber eine Verallgemeinerung dieses Singularitaten- 
verfahrens durch J. MUncu [4] und D. SuscHowk [5] berichtet werden, bei der 
sich durch Hinzunahme hoherer Singularitaéten (Mwltipole) auch nicht dreh- 
symmetrische Kérper mit geradliniger Achse («verbeulte Drehkorper») erfassen 
lassen. Diese Untersuchungen gewinnen durch Anwendung auf das Interferenz- 
problem fiir Uberschall-Strémungen um Rumpf-Fligel-Anordnungen praktische 
Bedeutung, wie im letzten Abschnitt dieser Note gezeigt werden soll. 

Die Arbeiten, iiber die hier berichtet wird, wurden teils von der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft geférdert und teils unter Kontrakt AF 61(514)-1080 
des ARDC durchgefiihrt. 


2. Aufbau von Strémungsfeldern durch Multipol-Anordnungen 


Das Geschwindigkeitspotential v(x, 7, w) als Funktion der Zylinderkoordi- 
naten x, 7, w fiir die der Grundstrémung (MV, = Mach-Zahl der in Richtung 
der positiven x-Achse verlaufenden Grundstrémung) zu tberlagernde Stor- 


1) Mathematisches Institut der Technischen Hochschule. ; : 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 605, 
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stromung geniigt in der linearen Naherung der Differentialgleichung | 
1 aL 2 i 
B? Poe Pre — = Pr — Ga Paw = 9; p?= Mz, —-1> 0. (1) 


Hierzu kommen folgende Anfangsbedingungen und weitere Forderungen: 


(a) y = 0 auf dem vom Nullpunkt stromabwarts laufenden Mach-Kegel 
x2 — B22 = 0, x 20 und oberhalb dieses Kegels; 


(b) Singularitaten sind zugelassen auf der positiven x-Achse und unter- 


halb eines von einem Punkt « = o> 0 der positiven x-Achse aus- (2) 
gehenden Mach-Kegels; 
(c) Rechts-links-Symmetrie, das heisst p(x, 7, + w) = (x, 7, — @). 
Der formale Fourier-Ansatz 
(x, 7, w) ~ » g*(x, 7) cosk w (3) 
k=0 


erfiillt die Symmetriebedingung (2c) und fiihrt unter Beriicksichtigung der 
Forderungen (2a, b) zu folgender formaler Lésung der Differentialgleichung (1) 


ea) 1 
anim Set ot perp Saad 
py ey” ON aE SY 
dabei sind die Qf Legendre-Funktionen der zweiten Art und die a* zuniichst 
unbestimmte Koeffizienten. 
Aus einer Integralbeziehung zwischen den Legendre-Funktionen der zweiten 
Art und den Tschebyscheff-Polynomen 


Te(@) = [e+ V#—1)' + (2-V2@—1)4 (5) 
ist die Lésung (4) gleichbedeutend mit 
x—Br i (= ae dé os 
ke = Pint" = == (—=])\* Yee 5 
g(x, 1) fEAG Gap B= CUD (25 ah eee or 


Fiir die Herleitung und genauere Diskussion der Gleichungen (4) und (6) und 
die Definition der Legendre-Funktionen der zweiten Art sei auf die Arbeiten 
von D. SuscHowkK [5] verwiesen. 


Der Spezialfall k = 0, 7)(z) = 1 ist die bekannte Quell-Senken-Anordnung 
von TH. v. KARMAN [2] 


eee 


Wat 1," 
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_ der Spezialfall k = 1, T,(z) = z die bekannte Dipolanordnung von TsIEn [3] 


i(&) (¥ — &) dé 


(ie E)2— pry? : 


4—Br 
p(x, 7) cosy = 5 cose / z 
ety 


Die héheren Terme mit k = 2,3,... sind Multipolanordnungen (2-Pole) langs 
der positiven x-Achse. 

Die Dipol-Anordnung (k=1) bewirkt — bei passender Festlegung, der 
Funktion /,(¢) — eine Schragstellung des durch w(x, 7) bestimmten Drehkorpers, 
die héheren Multipolanordnungen (k = 2,3, 4,...) bewirken Verbeulungen des 
Drehkorpers. 

Wenn wir uns bei den formalen Reihen in Gleichung (4) fiir die Funktionen 
y*(x, vr) jeweils auf das erste Glied (vy = 1) beschranken, 


a =b,,- at apa s--=0- (k=0,1,2,...), 
so spezialisiert sich Gleichung (3) zu 


+ ___\cosh w. (7) 


SR REPENS pe ge foto 
g(x, 7,w) ~V x? — Ber & 0 (ear) 


Die sich daraus ergebenden Geschwindigkeitskomponenten 


Pr~ S| (Rk + 1) by, Qh cosk w, 
k=0 


~ ah axes } |/ ZEA iat | 4 : 
Pr Bes x | sore ed 1G cosk w, ( 
at ey * Ro ne 
ht ore ae This k b, } 
pale B\/(F.) hae », OF sink w 


hangen nur von x/r und von w ab. Infolgedessen wird durch Gleichung (7) ein 
konisches Strémungsfeld mit dem Nullpunkt als Scheitel gegeben. 


3. Verallgemeinerung des v. Karmanschen Quell-Senken-Verfahrens 
auf verbeulte Drehkérper 


Beim ‘v. Karmanschen Quell-Senken-Verfahren werden konische Str6- 
mungsfelder, welche fiir sich allein Stromungen um axial oder schief angebla- 
sene Drehkegel mit Scheiteln E@(oi= 1)2,/. 0.) aul der x-Achse age eee) 
iiberlagert. Diese konischen Strémungsfelder ergeben sich mit « — & statt x 
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aus den Gleichungen (8) durch Spezialisierung, indem jeweils nur die beiden 
ersten Glieder & = 0 und & = 1 in den Summen genommen werden. Man hat 
dann in diesen Strémungsfeldern die noch unbestimmten Konstanten bf), OO; 
b?), 0?) BY), b); ... festzulegen. Dies geschieht dadurch, dass in geeignet gewahl- 
ten Querschnittkreisen x = x (w= 1,2, ...) jeweils im obersten und unter- 
sten Punkt (w = 0, » =) Strémung in Richtung der Profiltangente verlangt 
wird. Diese Bedingung fiihrt zu einem gestaffelten System linearer Gleichungen [6] 
fiir die b, B°), 68), ... und einem ebensolchen System fiir die bf), be), BE), os 

Bei verbeulten Drehkérpern sind die Querschnitte + = x) nicht mehr 
Kreise 7“) = const, sondern von der Kreisform mehr oder weniger abweichende 
Kurven 7 = k')(@). Auf jeder dieser Querschnittkurven wahlt man nun m + 1 
Punkte (o = 0, © = @,, ..., ® = @m =) und verlangt in diesen Punkten 
Strémung tangential zur Kérperoberflache. Auf diese Weise ergeben sich, wenn 
man in den Summen in den Gleichungen (8) jetzt bis k = m geht, fiir jeden 
Querschnitt x = x je m+ 1 lineare Gleichungen fiir die m + 1 Konstanten 6, 
b),..., b\), Beziiglich y sind diese Gleichungssysteme gestaffelt, das heisst, man 
kann zuerst die B®, b®,..., 69) berechnen, hernach die 07), b®),..., 62 usw. 
Abgesehen von dem grésseren Rechenaufwand ist das Verfahren demnach ebenso 
einfach wie beim v. Karmanschen Quell-Senken-Verfahren fiir nicht verbeulte 
Drehk6rper. 


4. Anwendung auf Rumpf-Fliigel-Anordnungen 


Das Interferenzproblem fiir die Uberschallstromung um eine Rumpf-Fliigel- 
Anordnung lasst sich unter der Annahme, dass die Vorderkante des Fliigels 
eine Uberschallkante ist, bekanntlich auf die Lésung der drei folgenden Auf- 
gaben zuriickfiihren [7]: 

(a) Berechnung der Stromung um den Rumpf (Drehkorper) fiir sich allein 
und Bestimmung der von dieser Str6mung am Fliigel induzierten Normal- 
komponenten der Geschwindigkeit. Umdeutung dieser Normalkomponenten 
als Verbeulung des Fliigels. 

(b) Berechnung der Strémung uim den verbeulten Fliigel fiir sich allein und 
Bestimmung der von dieser Strémung an der Oberflache des Rumpfes indu- 
zierten Normalkomponenten der Geschwindigkeit. Umdeutung dieser Normal- 
komponenten als Verbeulung des Rumpfes. 

(c) Berechnung der Strémung um den verbeulten Rumpf fiir sich allein un- 
ter der Nebenbedingung, dass am Fliigel (Ebene w = + 2/2) keine Normal- 
komponenten der Geschwindigkeit induziert werden. 

Aufgabe (a) wird durch das v. Kérmansche Quell-Senken-Verfahren, Auf- 
gabe (b) durch eine der itblichen Methoden der Tragfliigeltheorie geldst. Auf- 
gabe (c) lasst sich mit dem in Abschnitt 3 beschriebenen allgemeineren Singu- 
laritatenverfahren behandeln. Hierbei treten in den Gleichungen (8) nur die 
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geraden Werte k = 0,2, 4,... auf, weil fiir @ = + z/2 die Normalkomponente 
../y der Geschwindigkeit verschwinden muss. 

Die praktische Durchfiihrung des Verfahrens mit Hilfe des Miinchener 
Rechenautomaten PERM soll demniachst erprobt werden. 
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Summary 


Tu. v. KArmANn’s method for supersonic steady flow around slender bodies 
of revolution is generalized in such a manner that solutions are available not 
only for bodies of revolution but also for indented bodies. This method is then 
applied to the wing body interference problem by reducing the reaction of the 
wing to a small deformation of the body. 


(Eingegangen: 28. August 1957.) 
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Ein Beispiel zur Verwendung des Stosswellenrohres 
fiir Probleme der instationaren Gasdynamik 


Von HuBert ScHARDIN, St-Louis (Ht-Rhin), Frankreich, 
und Weil am Rhein, Deutschland?) 


Einleitung 


Im Jahre 1927 gab J. ACKERET im Handbuch der Physik {1]?) die erste zu- 
sammenfassende Darstellung der Gasdynamik. Wenn auch in den seitdem 
verflossenen drei Jahrzehnten dieses Gebiet einen ungeahnten Aufschwung 
genommen hat, so bildet doch auch heute noch dieser Handbuchartikel eine 
beachtenswerte Einfiihrung in die «Gasdynamik». 

Die experimentellen Unterlagen, die damals zur Verfiigung standen, waren 
nicht sehr umfangreich. Es liegt heute ausserordentlich viel mehr Material 
vor. Dieses stammt in erster Linie aus den Versuchen in Uberschallkanidlen, 
deren es heute eine grosse Anzahl gibt. Hinzu kommen die Freiflugversuche. 
Die genaue Vermessung der Flugbahn eines abgeschleuderten Profils sowie 
die wahrend des Fluges aufgenommenen Schlierenbilder erlauben dessen aero- 
dynamische Daten zu ermitteln. Auch kénnen vom fliegenden Profil mit Hilfe 
eines eingebauten Senders unmittelbar Messwerte empfangen werden, beson- 
ders dann, wenn man — wie bei einer Rakete — geniigend Raum fiir Messgerate 
zur Verfiigung hat. 

Ein weiteres Versuchsfeld liegt in der messtechnischen Verfolgung der Aus- 
breitung von Stosswellen, wie sie insbesondere bei der Detonation normaler 
Sprengstoffe, aber auch bei der Atombombe entstehen. Der Einsatz von nukle- 
aren Sprengstoffen fiir umfangreiche gasdynamische Versuche verbietet sich 
von selbst; aber auch die Verwendung von klassischen Sprengstoffen ist nicht 
immer angebracht. 

Nun gibt es aber eine wesentlich einfachere Methode, die Expansion hoch- 
gespannter Gase fiir gasdynamische Zwecke zu verwenden, namlich im Stoss- 
wellenrohr. Grundsatzlich hat bereits VIEILLE [2, 3] das Stosswellenrohr mit 
der Zielsetzung der Erzeugung einer Stosswelle verwendet. Es finden sich bei 
ihm schon die folgenden charakteristischen Merkmale: 


1) Mitarbeiter am Service Technique de l’Armée frangaise. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 620. 
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. Die Verwendung einer platzenden Membran zur Einleitung des Druckaus- 
gleichsvorganges. 

2. Die Durchfiihrung der Geschwindigkeitsmessung der sich ausbreitenden 

Stosswelle sowie ein Vergleich mit einer unmittelbaren Druckmessung 

unter Heranziehung der Hugoniot-Gleichung. 


_ 3. Die Erkenntnis, dass ein konstantes Druckgebiet hinter der Stosswelle vor- 


handen ist. 


_ 4. Die Erkenntnis, dass in den druckseitigen Teil des Stosswellenrohres eine 


Verdiinnungswelle mit Schallgeschwindigkeit hineinlauft. 


Die theoretischen Grundlagen fiir den Druckausbreitungsvorgang in einem 
Stosswellenrohr sind im wesentlichen 1910 von K. Kosgs [4] angegeben wor- 
den. ACKERET erwahnt in seinem Handbuchartikel auf Seite 324 die Arbeiten 
von KoBEs. 

Durch diesen Hinweis aufmerksam gemacht, hat der Verfasser seinerzeit 
die Arbeiten von Koes aufgegriffen und Versuche in einem 10 m langen Rohr 
angestellt [5]. 

Es waren amerikanische Forscher, die die Bedeutung des Stosswellenrohres 


_ fiir systematische Untersuchungen iiber die Ausbreitung von Stosswellen und 


als instationdren Windkanal erkannt haben. Insbesondere hat GEORGE 
T. REYNOLDs [6] 1943 die ersten Arbeiten in diesem Sinne an der Princeton 
University durchgefiihrt. 1945 hat L. G. Smiru [7] die ersten aerodynamischen 
Anwendungen und die Untersuchung der Mach-Reflexion in einem Stoss- 
wellenrohr vorgenommen. W. BLEAKNEY [8] verwendete fiir die Untersuchun- 
gen einen Interferenzrefraktor. Desgleichen sind die Arbeiten an der Univer- 
sity of Michigan (Ann Arbor) zu nennen, bei denen 1948 die Méglichkeit der 
Verwendung des Stosswellenrohres als Windkanal klar herausgestellt wurde 
(LAPORTE, MAUTZ, GEIGER, EPSTEIN [9-12]}). Heute sind an sehr vielen Orten 
Stosswellenrohre vorhanden, und es werden mit ihnen zahlreiche grundsatz- 
liche Arbeiten durchgefiihrt. 

Im folgenden soll gezeigt werden, dass es mit verhaltnismassig eimfachen 
Mitteln méglich ist, interessante Versuche iiber Probleme der Gasdynamik mit 
Hilfe des Stosswellenrohres anzustellen. 


Versuchsanordnung 


Zur Aufnahme von Schlierenbildern ist es notwendig, das Stosswellenrohr 
mit einer Messkammer zu versehen, die von ebenen Glaswanden begrenzt ist. 
In den meisten Fallen besitzt aus diesem Grunde das ganze Stosswellenrohr 
einen rechteckigen Querschnitt. 

Einfacher ist folgender Weg: Fiir das Stosswellenrohr unmittelbar werden 
handelsiibliche Rohre mit rundem Querschnitt verwendet. Vor der Mess- 
kammer jedoch wird in dieses runde Rohr ein viereckiges hineingesetzt mit 
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scharfen Kanten, so dass aus der rundbegrenzten Stosswelle ein rechteckiges 
Stiick herausgeschnitten wird. Diese Stosswelle lauft dann durch die mit 
ebenen Glasplatten versehene Messkammer. Die nicht zur Wirkung kommenden 
Teile der Stosswelle laufen in die toten Winkel hinein. Auf diese Weise wird 
die gesamte Konstruktion wesentlich einfacher (Figur Hs 

Die im folgenden beschriebenen Versuche wurden mit Luft an beiden Seiten 
der Berstmembran — an der rechten Seite normaler Aussendruck und an 
der linken ein Uberdruck von 6,5 atii — durchgefiihrt. Man erreicht zwar hier- 


Druckluft Manometer 
aa (W) 


Schnitt A-B = Schnitt C-D 


Figur 1 
Schematische Darstellung des verwendeten Stosswellenrohres. 


durch keine grossen Strémungsgeschwindigkeiten hinter der Stosswellenfront; 
trotzdem sind die zu erzielenden Resultate sehr lehrreich. Als Membran 
wurde eine Folie aus Zellophan von 0,15 mm Starke verwendet. Eine einzelne 
hiervon halt bei dem Durchmesser von 200 mm einen Uberdruck von rund 
1,5 atti aus. Man kann das Druckverhaltnis dadurch erhdhen, dass man so 
viele Folien iibereinanderlegt, dass der einzuhaltende Uberdruck sicher ohne 
ein zufalliges Platzen ertragen wird. Der Vorgang wird dann beim Erreichen 
des gewiinschten Druckes durch Anstechen der Membran eingeleitet. Zur 
Aufnahme diente die Mehrfachfunkenkamera [13] und zur Sichtbarmachung 
des Vorganges die Schattenmethode iiber eine optische Abbildung. Im allge- 
meinen wird beim Schattenverfahren ein Bild des Vorganges ohne jede Optik 
dadurch erzeugt, dass das Licht einer punktférmigen Lichtquelle nach Durch- 
tritt durch das Objekt auf einer photographischen Platte aufgefangen wird 
Auf diese Art und Weise kann man jedoch keine Kinematographie durchittiwent 
Immerhin ist es beim Stosswellenrohr méglich, den Vorgang beliebig oft ab- 
laufen zu lassen und die zeitliche Auslésung wunschgemiss zu variieren. Bei 
der Verwendung der Mehrfachfunkenkamera jedoch erhalt man bei sinc 
einzigen Versuch bereits 24 Bilder. Man ist in diesem Falle dann in der Aus- 
wertegenauigkeit nicht von der Streuung der Einzelversuche abhangig. 
Schattenaufnahmen kann man mit der Mehrfachfunkenkamera dadurch 
erzielen, dass man ebenfalls sehr gute, punktférmige Lichtquellen verwendet 
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pond ausserdem die Abbildung auf der Platte nicht auf die Mitte der Mess- 
Kammer vornimmt, sondern auf eine «Referenzebene» vor oder hi 
eas, » vor oder hinter der 
_ In den nachstehend wiedergegebenen Aufnahmen betrug der Abstand der 
_Referenzebene von der Mitte der Messkammer 40 cm. 


| Umstrémung einer Schneide 
Als einfaches Beispiel fiir die Anwendung des Stosswellenrohres diene zu- 
nachst die Umstrémung einer Schneide (Figur 2). Bei dem Anfangsdruck vor 
| 
j 
: 
3 
: 


Figur 2 


Reflexion und Beugung einer Stosswelle durch eine Schneide. 


dem Bersten der Membran von 6,5 atii entsteht eine Stosswelle von 1,53 atii 
mit einer Laufgeschwindigkeit von 520 m/s und einer Strémungsgeschwindig- 
keit hinter der Stosswellenfront von 247 m/s sowie einer Temperaturerhohung 
von 98° C. Diese Stosswelle trifft senkrecht auf eine Wand, die an der oberen 
Kante unter einem Winkel von 20° nach riickwarts angescharft ist. Die Wand 
reflektiert die Stosswelle. Der Druck hinter der reflektierten Stosswellenfront 
betragt 4,7 atii. Von der Kante geht eine Entlastungswelle aus, die den reflek- 
tierten Stosswellendruck herabsetzt. Vom Schnittpunkt der reflektierten Welle 
mit der Entlastungswelle (linker Tripelpunkt) lauft die reflektierte Welle 
in einem kreisférmigen Bogen in die primare Stosswelle ein, indem sie mit ihr 
und mit der um die Kante herum gebeugten Welle den rechten Tripelpunkt 
bildet. Beide Tripelpunkte ziehen hinter sich eine Kontaktflache. Die rechte 
Kontaktflache ist auf dem Bild in ihrem anfanglichen Verlauf gut sichtbar. 


ZAMP IXb/39 
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Um die Schneide herum bildet sich ein Wirbel aus, der nach hinten aufrollt. 
In diesem Wirbelgebiet herrscht ein sehr grosser Dichtegradient, der zu einer 
vollkommenen Schwirzung dieses Gebietes fiihrt. Die Ausdehnung desselben 
ist sehr scharf umrissen. 

Beziiglich der Behandlung dieses Problems liegen bisher folgende Arbeiten 
vor: 

1. BARGMANN [16] stellte 1945 eine Naherungslésung fiir schwache Stdsse 
bei Umstrémung einer stumpfen Ecke mit kleinem Abknickwinkel 6 auf, 
ohne die Wirbelablésung zu beriicksichtigen. 

2. LiGHTHILL [17] verdffentlichte 1949 eine linearisierte Theorie auch fir 
kleine Winkel 6, aber fiir endliche StoBstarke. 

3. Jones, MARTIN und THORNHILL [18] erweiterten 1951 die Theorie. Sie 
fanden, dass es bei starken Stéssen Prandtl-Meyer-Bereiche mit beschrank- 
ter Ausdehnung gibt. Aber auch sie vernachlassigten die Wirbelbildung. 

4, GRIFFITH und BRIcKL [19] veréffentlichten 1952 Versuche von Interferenz- 
aufnahmen am Stosswellenrohr bei starken Stdssen (Str6mungs-Mach- 
Zahl >1). Sie folgerten, dass die potentialtheoretische Behandlung der 
Strémung nur qualitativ richtig sei. Die Aufteilung der Str6mung in zwei 
Bereiche infolge der Grenzschichtablésung sei sehr wesentlich. 

5. HowarpD und MATTHEws [20] brachten 1956 eine weitere Arbeit mit Hilfe 
von Stosswellenrohr und Interferenzrefraktor fiir schwache Stésse und einer 
5°-Schneide. Sie zeigten, dass auch fiir das Wirbelgebiet eine pseudostatio- 
nare Ausbreitung vorhanden sei, kommen aber nicht zu einer detaillierten 
Theorie des Gesamtvorganges. 


In allen bisher ver6éffentlichten Versuchen wird bei jedem Vorgang eine 
Einzelaufnahme gemacht. Die hier dargestellte Verwendung der Mehrfach- 
funkenkamera, die 24 Bilder bei jedem Versuch liefert, erlaubt insbesondere 
eine genaue Weg-Zeit-Ausmessung und liefert damit die Geschwindigkeit der 
Ausbreitung. Es liegt daher nahe, die Pseudostationaritat des Vorganges zu 
tiberpriifen. 

Das Prinzip der Pseudostationaritat, das heisst einer Abhangigkeit von 
nur x/¢ und y/t ist wohl zuerst von J. v. NEUMANN aufgestellt worden. 

Die Einfithrung des Begriffs der Pseudostationaritat und eine allgemeine 
Diskussion der pseudostationiren Strémung um eine Ecke stammt von 
F. WECKEN [21]. 

Wenn ein Vorgang pseudostationar ist, so geniigt eine Aufnahme zu seiner 
Kennzeichnung, die friiheren oder spadteren Stadien lassen sich durch Ver- 
kleinerung oder Vergrésserung gewinnen. 

Bei der Weg-Zeit-Auswertung einer kinematographischen Bildserie miissten 


also alle Weg-Zeit-Kurven Geraden sein, die durch den Koordinatenursprung 
gehen. 


v 


et 
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Figur 3 bringt eine derartige Auswertung. Die Bezeichnungen ergeben sich 
aus der miteingetragenen Skizze. Man erkennt, dass alle Weg-Zeit-Kurven fiir 
die sich ausbreitenden Wellen die Bedingung der Pseudostationaritat voll er- 
fiillen. Nicht mehr ganz gilt dies fiir die Kurve e, die Ausbreitung der rechten 
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Figur 3 


Weg-Zeit-Auswertung der kinematographischen Aufnahme der Umstrémung einer Schneide. 


Kontaktflache nach unten. Diese Ausbreitung ist bereits ein wenig durch das 
Wirbelgebiet gestért. Alle iibrigen Kurven, die die Ausbreitung des Wirbel- 
gebietes kennzeichnen, laufen nicht geradlinig in den Koordinatenursprung 
ein. Sie kénnen von 20 ws ab jedoch als geradlinig angesehen werden, aber aus- 
gehend von einem Punkt, der mehr oder weniger weit links liegt, das heisst, 
der Gesamtvorgang mit Einschluss des Wirbelgebietes ist genau genommen 
nicht pseudostationar. Fiir das Wirbelgebiet allein kann man nach einer ge- 
wissen Anlaufzeit eine Pseudostationaritat (wie durch Howarp und Mart- 
THEWS gezeigt), aber zugeordnet zu einem fiktiven Ursprung annehmen. 
Wenn die sich ausbreitenden Wellen an der Boden- und Deckplatte der 
Messkammer reflektiert werden, hort natiirlich fiir den Versuch die Pseudo- 
stationaritat auf; fiir das Wirbelgebiet insbesondere dann, nachdem die re- 
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flektierten Wellen durch dieses hindurchlaufen. In den Weg-Zeit-Kurven ent-_ 
sprechend Figur 2 ist dieser Zeitpunkt durch einen deutlichen Knick gekenn- 
zeichnet (nicht mehr in der Darstellung enthalten). 

Dass die Schwarzung im Wirbelgebiet in den Figuren 2 und 4 stark ver- 
schieden und daher Figur 4 nicht durch Vergrésserung von Figur 2 zu gewin- 


Figur 4 


Ausbildung des Wirbels hinter der Schneide. Deformation der am Boden reflektierten Stosswelle 
infolge der Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung des Wirbels. 


nen ist’), beruht auf einem rein optischen Effekt. Bei pseudostationarer 
Ausbreitung des Vorganges nimmt der Dichtegradient mit der Zeit ab. Daher 
verringert sich in gleicher Weise die Lichtablenkung, die durch die Dichte- 
anderung hervorgerufen wird. Wenn also die optische Einstellung in allen Fallen 
auf die gleiche Referenzebene erfolgt, so muss der Vorgang fiir kleinere Zeiten 
ein optisch empfindlicheres Bild liefern. Um optisch ahnlich aussehende Bilder 
zu bekommen, ware es notwendig, mit zunehmender Ausbreitung des Vor- 
ganges eine Verkleinerung des Abstandes zwischen der Mitte der Messkammer 
und der Referenzebene vorzunehmen. Macht man bei jedem Versuch nur eine 
einzelne Aufnahme, so kénnte man statt dessen im Prinzip die Tiefe der Mess- 
kammer mit spateren Phasen des Vorganges entsprechend verkleinern. 

Die Art der Ausbreitung der reflektierten Welle gibt einen interessanten 
Einblick in die Verteilung der Strémungsgeschwindigkeiten in der Umgebung 
des Wirbelgebietes. In Figur 4 erkennt man, dass die am Boden reflektierte 
Stosswelle im Gebiet zwischen dem Wirbelkern und der riickseitigen Ober- 
flache der Schneide infolge der dort vorhandenen Rotationsgeschwindigkeit 
stark beschleunigt, wahrend sie rechts vom Wirbel aus dem gleichen Grunde 
in der Ausbreitung verzégert wird. 

Schhesslich wird der linke Teil der Welle praktisch selbstandig, lauft durch 
die von der Schneide ausgehende Wirbelflache hindurch, wobei die Wirbel- 
flache an der Schneide durch den Sprung, den die Strémungsgeschwindigkeit 
hierbei macht, zerschnitten wird. Figur 5 zeigt einen etwas spdteren Zeitpunkt. 


3) Abgesehen von der Abweichung von der Pseudostationaritat. 
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Man erkennt, dass die durch die Wirbelflache hindurchgelaufene Welle sich 
annahernd kreisférmig als eine neue Stosswelle um das Wirbelgebiet herum 


ausgebreitet hat, und man sieht die Trennfuge in der Wirbelfliche. Der rechte 
Teil der am Boden reflektierten Welle endet praktisch am Wirbel. Sie wird von 


diesem teilweise reflektiert. 


Figur 5 
Das linke Ende der reflektierten Stosswelle ist durch das Wirbelgebiet hindurchgelaufen. Die Wirbel- 
flache wurde hierbei aufgeschnitten. 


Figur 6 


Wie Figur 5 — spaterer Zeitpunkt. Auch die von der oberen Messkammerwand reflektierte Stosswelle 
ist infolge der Geschwindigkeitsverteilung deformiert. 


Eine weitere Phase des Vorganges ist in Figur 6 wiedergegeben. Die Trenn- 
fuge in der Wirbelflache hat sich stark erweitert. Unterhalb der von der 
Schneide abstrémenden Wirbelflache bildet sich ein gerader Verdichtungsstoss 
aus. Die Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung des Wirbelgebietes wird 
hier auch durch die Deformation der von der oberen Wand der Messkammer 


reflektierten Welle sichtbar gemacht. 
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Figur 7 (a und b) 


Zwei einander entsprechende Phasen der Umstrémung einer Schneide fiir zwei verschiedene Ver- 
suche. Man erkennt die Ubereinstimmung im Grossen und die statistischen Schwankungen der 
Details in der Wirbelbildung. 


Wir haben gesehen, dass eine Stérung in der Ausbreitung der Wirbelflache 
durch das Durchlaufen einer Stosswelle entstand. Unabhangig hiervon sind 
jedoch statistische Ursachen fiir ein unregelmassiges Verhalten der Wirbel- 
flaiche vorhanden. Diese sind allerdings nicht so stark ausgepragt, wie man zu- 
nachst vermuten sollte. Wenn man den gleichen Vorgang zweimal ablaufen 
lasst und die im entsprechenden Zeitpunkt gemachten Aufnahmen mitein- 
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ander vergleicht (Figuren 7a und 0), so stellt man zwar in den feinsten Details 
im Wirbelgebiet Unterschiede fest. Diese sind aber nicht so ausgepragt. Man 
ist erstaunt iiber den gleichartigen Ablauf. Um diese statistischen Erscheinun- 
gen studieren zu kénnen, ist es notwendig, eine wirkliche Kinematographie 
_ des Vorganges mit hoher zeitlicher Auflosung durchzufiihren und Serien unter- 
einander zu vergleichen, die unter denselben Bedingungen aufgenommen wor- 
den sind. 

Figur 7 zeigt an der rechten Seite sehr deutlich den Mach-Effekt, der bei 
der Reflexion der primaren gebeugten Welle am Boden entsteht. 

Ferner erkennt man links von der Schneide, dass die Stromungslinien ange- 
deutet sind. Dieser Effekt diirfte auf den Wirbeln beruhen, die an den Glas- 
platten der Messkammer in der Grenzschicht entstanden sind. Nach Reflexion 
der primaren Stosswelle an der Schneidenwand wird die Stoffgeschwindigkeit 
gleich null, und die in der Grenzschicht verbleibenden Unregelmassigkeiten 
fliessen mit der Strémung ab. 


Durchstrémung eines Spaltes 


Die folgenden Aufnahmen bringen eine Erweiterung des soeben geschilder- 
ten Versuches. Zwei gleichartige Schneiden sind einander gegeniibergestellt, 
so dass sie einen Spalt bilden. Bei Anlaufen der Stosswelle handelt es sich zu- 
nachst in der Umgebung jeder Schneide um den gleichen Vorgang, wie er im 
vorigen Abschnitt beschrieben wurde (Figur 8). Sobald sich jedoch die Stré- 
mungsvorgdnge um die beiden Schneiden gegenseitig beeinflussen, haben wir 
es mit neuartigen Vorgangen zu tun. So zeigt bereits der Zustand an den 
Schneiden in Figur 9 ein anderes Verhalten. Die die beiden Tripelpunkte mit- 
einander verbindende Stosswelle nach Figur 2 hat hier bereits jeweils die 
gegentiberliegende Schneide iiberstrichen und ist zum Teil an der Wirbelfront 
reflektiert worden. Die Uberlagerung der beiden die Tripelpunkte verbinden- 
den Stosswellen hat in der Mitte vor dem Spalt zu einem Mach-Effekt gefiihrt. 
Das Machsche V ist sehr ausgepragt zu sehen. 

Wenige Mikrosekunden nach der in Figur 9 dargestellten Phase bildet sich 
nun ein sehr eigenartiger Effekt aus: Es baut sich hinter dem Spalt ein senk- 
rechter Verdichtungsstoss auf. Figur 10 zeigt den Beginn, Figur 11 die Vollen- 
dung dieses Aufbaues. 

Die Ursache fiir das Zustandekommen dieses Verdichtungsstosses ist fol- 
gende: Bei Expansion um eine Schneide herum entsteht eine héhere Geschwin- 
digkeit. Im Falle des Spaltes erfolgt nun eine Expansion nach beiden Seiten, 
so dass die Geschwindigkeit noch erheblich vergréssert wird; sie wachst auf 
Uberschallgeschwindigkeit. Eine solche kann jedoch nur mit Hilfe eines Ver- 
dichtungsstosses wieder in Unterschallgeschwindigkeit zuriickgewandelt 


werden. 
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Figur 8 Figur 9 
Eine Stosswelle lauft durch einen Spalt. Gegenseitige Beeinflussung der Vorgange um die 
Der Ablauf des Vorganges um jede Schnei- beiden Schneiden eines Spaltes. 
de herum erfolgt noch ohne gegenseitige 

Stoérung. 


Figur 10 Figur 11 
Aufbau eines _geraden Verdichtungsstosses Ein intensiver gerader Verdichtungsstoss hat sich 
hinter dem Spalt. hinter dem Spalt aufgebaut. 


ee 
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Diese Bilder sind eine sehr anschauliche Demonstration fiir das Auftreten 
des gleichen Effektes auch in anderen Fallen. Zum Beispiel haben F. WECKEN 
und L. Mtcke [22, 23] im Jahre 1950 festgestellt, dass bei der kugelf6rmigen 
_ Expansion einer detonierenden Sprengstoffkugel ausser der primaren, nach 


SRL ETA PRT ye 


* 


- aussen laufenden Stosswelle noch eine sekundare Stosswelle entsteht, die be- 

ziiglich des Mediums in entgegengesetzter Richtung wie diese lauft, infolge der 

_ hohen Expansionsgeschwindigkeit der Materie von dieser jedoch mit nach 
aussen gefiihrt wird. Erst zu einem spiteren Zeitpunkt iibersteigt die Aus- 

| breitungsgeschwindigkeit der sekundaren Stosswelle die stoffliche Stré6mungs- 

: geschwindigkeit. Die sekundare Stosswelle lauft dann konzentrisch nach innen 
und anschliessend nach Durchgang durch den Mittelpunkt als zweite Stoss- 
welle nach aussen. 

Ein anderes Beispiel ist die Erzeugung von Hyperschallstromungen in 
Stosswellenrohren. Bei einer Expansion in einer konischen Diise bildet sich bei 
Beginn des Expansionsvorganges in der Diise auch ein nach riickwarts laufen- 
der Stoss. Um diesen die Messzeit verringernden Anfangsvorgang zu vermei- 
den, wird der Einlaufquerschnitt der konischen Diise mit einer Berstmembran 

_ versehen und die Diise selbst evakuiert [24]. 

Auch in unserem Beispiel der Str6mung durch den Spalt handelt es sich 
um eine Art Diisenstrémung. Die Geschwindigkeit steigt wie in dem divergen- 
ten Teil einer Uberschalldiise auf Uberschallgeschwindigkeit. Der Effekt dieser 

_ Diisenwirkung ist aber nur iiber eine gewisse Strecke vorhanden, daher muss 

die Umwandlung in Unterschallgeschwindigkeit an der Grenze dieses Gebietes 

durch einen Stoss erfolgen. 


Schneide in der Nahe einer Wand 


In einer etwas abgewandelten dritten Versuchsserie kann das Auftreten der 
Uberschallgeschwindigkeit in Form sich bildender Mach-Linien veranschau- 
licht werden. Die Schneide befindet sich in der Nahe der oberen Wand der 
Messkammer. Solange die Wand als idealer Reflektor dient, ist der Vorgang der 
gleiche wie im Falle des Spaltes. So entspricht die Figur 12 genau der Figur 9, 
nur mit dem Unterschied, dass an der Wand im Bereich der Uberschall- 
geschwindigkeit Machsche Linien auftreten. Sie werden durch die zufalligen 
Unregelmassigkeiten der Wand bzw. durch die Grenzschicht angeregt. Diese 

sind ein eindeutiger Beweis fiir die tatsachlich vorhandene Uberschallgeschwin- 
digkeit. Die Figur 13 entspricht der Figur 11. Der gerade Verdichtungsstoss 
hat sich bis zur Wand hin ausgebildet. Links desselben sind zahlreiche Mach- 
sche Linien vorhanden, nicht dagegen an der rechten Seite. 

Im spateren Verlauf macht sich nun jedoch der Einfluss der Grenzschicht 
an der Wand bemerkbar. Der Verdichtungsstoss neigt sich gegen die Wand 
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Figur 12 


Figur 13 


Aufbau eines geraden Verdichtungsstosses. 
Vor demselben intensive Machsche Linien, die von der Wand ausgehen. 


Figur 14 


In der Nahe der Wand beginnt sich der Verdichtungsstoss zu neigen, 
verbunden mit einer Ablésung der Grenzschicht. 


ZAMP 
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(Figur 14) und artet schliesslich in einen schiefen Verdichtungsstoss aus 
(Figur 15). Am Ansatzpunkt des Stosses an der Wand findet eine Ablésung 
der Grenzschicht statt. 

Die vorliegenden Aufnahmen sollten zeigen, dass man mit einem sehr ein- 
fach aufgebauten Stosswellenrohr und bei Verwendung von Luft an beiden 


Figur 15 
Aus dem geraden ist ein schiefer Verdichtungsstoss geworden. Ablésung der Grenzschicht. 


Seiten der Membran sowie Aussendruck in der Messkammerseite mit Hilfe 
des Schattenverfahrens aufschlussreiche Informationen iiber gasdynamische 
Vorgange erhalten kann. 

Der Ablauf des Vorganges wird wesentlich anschaulicher, wenn man ihn 
als Film wiedergibt. Ein solcher wurde fiir die drei dargestellten Falle auf der 
Sitzung des Fachausschusses «Kurzzeitphysik» des Verbandes der Deutschen 
Physikalischen Gesellschaften auf der Physikertagung in Heidelberg am 
30. September 1957 vorgefiihrt. Hierbei wurden die jeweils mit der Mehrfach- 
funkenkamera erhaltenen 24 Teilbilder fiir mehrere Vorgange phasengetreu 
aneinandergereiht. Die Streuungen von Versuch zu Versuch sind hierbei so 
gering, dass man sie bei der Vorfiihrung des Filmes nicht wahrnimmt. Die hier 
wiedergegebenen Aufnahmen sind Teilbilder aus diesem Film. Die Herstellung 
des Filmes erforderte einige Miihe, da Teilbild fiir Teilbild auf dem Tricktisch 
nach sorgfaltiger Justierung kopiert werden musste. Fiir die Mitarbeit schulde 
ich besonderen Dank den Herren H. Naspara und K. TANNEBERG. 
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Summary 


A test-rig using a shock tube is described which enables problems in instatio- 
nary gas dynamics to be studied in a simple manner. As an example of its appli- 
cation, the flow round a knife-edge and through a slit are described in detail by 
means of schlieren-photographs. 


(Eingegangen: 25. November 1957.) 
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Das Gleichgewicht eines Wasserringes mit freier Oberflache 
in einem rotierenden Hohlkorper 


Von Ernst Scumipt, Miinchen, Deutschland?) 


Bei dem vom Verfasser angegebenen Kiihlverfahren von Gasturbinen wird 
in der rotierenden hohlen Trommel der Turbine durch die Wirkung der Zentri- 
fugalkraft ein mit derselben Winkelgeschwindigkeit wie der Laufer umlaufender 
Wasserring gebildet, von dem Fliissigkeit auch in Kihlbohrungen eintritt, die in 
die Schaufeln hineinragen. Diese Anordnung erhebt die Frage nach der kriti- 
schen Drehzahl des wassergefiillten Laufers und nach der Méglichkeit der Ent- 
stehung von Lauferunruhe durch Schwingungen der freien Oberflache des 
Wasserringes, die durch die Drehzahl angeregt und aufgeschaukelt werden 
kénnen, wenn beide die gleiche Frequenz haben. 


Kritische Drehzahl eines teilweise mit Wasser gefillten Laufers 


Dass die Berechnung der kritischen Drehzahl eines teilweise mit Fliissigkeit 
gefiillten Laufers nicht einfach durch Addieren der Masse der Wasserfiillung 
zu der des Laufers erfolgen darf, erkennt man leicht anhand der folgenden 
Uberlegung: Denkt man sich die Welle eines genau ausgewuchteten, mit seiner 
kritischen Drehzahl rotierenden Laufers leicht durchgebogen, so besteht be- 
kanntlich bei jeder Grésse der Durchbiegung Gleichgewicht zwischen der 
Zentrifugalkraft der mit ihrem Schwerpunkt aus der wahren oder geometri- 
schen Drehachse herausgeriickten Masse des Rotors und der elastischen Riick- 
stellkraft der gebogenen Welle. Bei einer solchen Verschiebung des Laufers 
wird aber die Lage der Wasserfiillung relativ zum Laufer nicht unverandert 
bleiben, sondern die Fliissigkeit wird sich mehr nach der Seite des Hohlraumes 
bewegen, welche die gréssere Entfernung von der wahren Drehachse des 
Laufers hat, in solcher Weise, dass die freie Oberflache des Wasserringes wieder 
einen zur wahren Drehachse konzentrischen Zylinder bildet. 

In Figur 1 sind diese Verhaltnisse veranschaulicht. Dabei ist a der mit 
einem Hohlraum in Gestalt eines Kreiszylinders mit zur Drehachse senkrechten 
ebenen Endflachen versehene Laufer, 6 ist die im durchgebogenen Zustand 
gezeichnete, von den Lagern c gehaltene Welle. Die gestrichelte Gerade d be- 


1) Technische Hochschule Miinchen, Lehrstuhl fiir technische Thermodynamik. 
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zeichnet die wahre oder geometrische Drehachse des Laufers. Die Fliissigkeit 
verschiebt sich nun bei einem in der beschriebenen Weise rotierenden Korper 
derart, dass ihre freie Oberflache e wieder einen zur wahren Drehachse konzen- 
trischen Zylinder bildet, wie es vor der Auslenkung der Welle der Fall war. 
Vergréssert man in einem mit kritischer Drehzahl in durchgebogenem 
Zustand der Welle umlaufenden Hohlkérper den Wasserinhalt, so andert sich 
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Figur 1 
Mit kritischer Drehzahl bei durchgebogener Welle umlaufender Laufer mit Wasserfiillung. 
a Laufer; b durchgebogene Welle; c Lager; d wahre oder geometrische Achse der Rotation; e freier 
Wasserspiegel. 


offenbar nichts am Gleichgewicht der Krafte, denn die hinzugefiigte Wasser- 
menge wird einen zur wahren Drehachse konzentrischen Ring bilden. Das fiir 
die kritische Drehzahl charakteristische Gleichgewicht zwischen der Zentrifu- 
galkraft des ausgelenkten Laufers und der elastischen Riickstellkraft der Welle 
ist also véllig unabhangig von dem Grade der Fiillung des Laufers. Man erhalt 
deshalb seine kritische Drehzahl sehr einfach dadurch, dass man die Masse des 
Fliissigkeitsinhaltes des vdllig gefiillten Hohlraumes mit zur Laufermasse 


rechnet. 


Oberflachenwellen bei rotierenden Flissigkeitsringen 


Wir beschreiben die Schwingungen eines fliissigen Kreisringes, der von zwei 
ebenen Flachen senkrecht zur Drehachse begrenzt ist, nach Figur 2 mit den 
Zylinderkoordinaten y und # und den Geschwindigkeitskomponenten in 
Umfangsrichtung und v in radialer Richtung unter Benutzung des Geschwin- 
digkeitspotentiales ®. Dann gilt fiir den Geschwindigkeitsvektor 


w = grad @ (1) 


und fiir seine Komponenten 


tree MRA hee Te (1a) 
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Die Kontinuitatsgleichung verlangt bei inkompressiblen Medien div w = 0; 
womit sich fiir das Geschwindigkeitspotential die partielle Differentialgleichung 


02D 1 o@ 1S ee a 2 
a ge er eT 0 (2) 


ergibt. 
Wenn wir die Wassermasse des Ringes freie Schwingungen kleiner Ampli- 
tude ausfiihren lassen, so werden diese periodische Funktionen sowohl des 


Figur 2 
Erlauterung der Bezeichnungen bei einem umlaufenden Wasserring. 


Umfangswinkels als auch der Zeit ¢ sein, und man kann das Geschwindigkeits- 
potential schreiben in der Form 


® = Rcos(« #) cos (ft) , (3) 


wobei R eine Funktion allein der radialen Koordinate 7 ist. Durch Einsetzen 
von Gleichung (3) in Gleichung (2) erhalt man fiir R die gewohnliche Differen- 
tialgleichung 


2 
R” + — — oe) -s2i0, (4) 


deren allgemeine Lésung R = Ar* + Br-“ist. 
Damit ergibt sich fiir das Geschwindigkeitspotential 


@® = (Ar* + Br-*) cos (a 8) cos(B z). (5) 


Nun verlangt die Randbedingung am Boden des Wasserringes bei 7 = 7, dass 
die Radialgeschwindigkeit v = 0®/dr verschwindet, was, wie man leicht aus- 
rechnet, die eine willkiirliche Konstante durch die Gleichung 


BeAr? 
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auf die andere zuriickfiihrt. Damit bekommt das Geschwindigkeitspotential 
- die Form 


4 ®=C[(F)"+ (F)*] cosa 8) cosi(p a), (6) 


4 
wobei fiir A 7% die neue Konstante C eingefiihrt ist. 
Bei der Ableitung der Randbedingung fiir die freie Oberflache des Fliissig- 
q keitsringes geht man gewohnlich aus von der Verallgemeinerung der Bernoul- 
4 lischen Gleichung auf nichtstationére Strémungen, die bei inkompressibler 
' Flissigkeit im zweidimensionalen Falle unter der Annahme, dass die einge- 
perigten Krafte das Potential U haben, die Form 


4 Uu ay? Key) 2) 
; te +U= Fe) (7) 


~annimmt, wobei /’(¢) eine willkiirliche Funktion der Zeit ist. 
Beschranken wir uns zunachst auf die freie Schwingung einer ebenen Ober- 

_ flache im Schwerefeld mit der Fallbeschleunigung g, so verschwindet die will- 
 kiirliche Funktion F(¢), und das Kraftepotential wird U = — g y, wenn wir die 
_y-Achse von der ungestérten Oberflache an senkrecht nach unten legen. Bei 
sehr kleinen Schwingungsamplituden und damit auch sehr kleinen Geschwin- 
_digkeiten kann das erste Glied von Gleichung (7) vernachlassigt werden, da 
es nur Quadrate von Geschwindigkeiten enthalt. Damit vereinfacht sich diese 


- Gleichung zu 
o®D 
rts ey 0. (8) 


Wendet man diese Beziehung auf einen kleinen Ausschlag der Oberflache 
aus ihrer Ruhelage an und bedenkt, dass an der gestérten Oberflache der 
Druck gleich dem konstanten Atmospharendruck ist und dass hier die Vertikal- 
komponenten der Oberflachengeschwindigkeit gleich den Vertikalkomponenten 
der Fliissigkeitsbewegung sein miissen, so erhalt man nach W. KAUFMANN?) 


die Randbedingung ‘ oe 
nhl sy)” 0) 


die bei kleinen Schwingungsamplituden auch fiir y = 0, das heisst am Orte der 


ungestérten Oberflache gilt. 

Im Falle unseres mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Wasserrin- 
ges tritt an die Stelle der Fallbeschleunigung g die Zentrifugalbeschleunigung 
ro @2 am Ort der ungestérten Oberflache bei 7 = 7% auf, und wir erhalten die 


2) Vel. WALTER KaurmMann, Technische Hydro- und Aeromechanik (Springer-Verlag, Berlin, 
Go6ttingen und Heidelberg 1954), S. 172. 
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Oberflachenbedingung in der Form 


(a), to ls eo (+), fa2 (10) 


Mit unserem Ansatz des Geschwindigkeitspotentials nach Gleichung (6) 
ergibt sich 
02D at %\% Vo\—% 
(ain) OPT) lea) Aces acai 
und. 


Vo Va 


Byte ()-.7 C a ow? [(Z2)""- (2) "") cos (« #) cos B t . 


Durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdriicke entsprechend Gleichung (10) 
wird 


ios a Sf To al? 4 
als fel ta (11) 
Glare 
Vo Va 
Nun ist unwuchtserregend nur die Schwingung mit « = 1, denn wie Figur 3 
zeigt, gleichen sich Massenverschiebungen fiir « = 2 und alle ganzzahligen grés- 


Figur 3 
Grundschwingung (« = 1) und Oberschwingungen (« = 2 und 3) der freien Oberflache eines rotie- 
renden Fliissigkeitsringes. a ungestérte Oberflache mit dem Radius 7); 6 durch Schwingungen 
ausgelenkte Oberflachen. 


seren Werte von « aus. Mit « = 1 erhalt man nach einfacher Umformung 


(a Rakes 


Ga) +4 


Yo 


(12) 


Da 7,/7) > 1 ist, wird die rechte Seite des Ausdruckes (12) stets kleiner als 1 
und damit auch die Eigenfrequenz der Oberflachenschwingungen des mit ein- 


wees 


—_— 
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_laufenden Wasserringes in einem rotierenden Ko6rper stets niedriger als die 
_ Frequenz der Rotation. 


Die freie Grundschwingung des Wasserringes, die allein eine Unwucht des 


_ Laufers hervorruft, kann also nicht durch die Rotation angeregt werden, wenn 
_ der Wasserring mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit wie der Laufer rotiert. 
- Die Oberschwingungen hoherer Ordnung, deren Frequenz unter Umstanden mit 


der Drehzahl zusammenfallen kann, verursachen nur symmetrische, sich in der 


_ Wirkung ausgleichende Massenverschiebungen. 


Summary 


The problem of the critical speed of revolution of a hollow rotor which has a 
water ring revolving inside and with it, is investigated and it is found to be 
identical with the critical speed of revolution of a rotor completely filled with 
water. As the calculation of the oscillations of the water ring itself shows, dan- 
gerous resonances with the rotor oscillations need not be expected. 


(Eingegangen: 3. Oktober 1957.) 
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Ein neues Isotopentrennverfahren 


Von Fritz ScHuLtz-GruNnow, Aachen, Deutschland’) 


Unter den Gratulanten méchte ich nicht fehlen, gehdrte ich doch zu den 
ersten Mitarbeitern des Jubilars damals, als er noch die Geschicke der Wasser- 
turbinenversuchsabteilung von Escher Wyss leitete und ihm die schwierige und — 
verantwortungsschwere Aufgabe oblag, die ersten Grossturbinen fiir besonders 
hohe und niedrige Gefalle zu entwickeln. Dort erfahren zu haben, wie aus sehr 
zweckentsprechenden Kenntnissen wissenschaftlicher Grundlagen heraus fort- 
schrittliche Ingenieurprobleme optimal gelést werden, gleichgiiltig, ob sie dem 
eigensten Fachgebiet angehéren oder nicht, war mir das Erlebnis dieser meiner 
ersten Industriestellung. Deshalb ist auch der folgende Beitrag gewahlt, der 
zeigt, wie man bei der Trennung von Gemischen durch Thermodiffusion, von 
denen heute besonders Isotopengemische wirtschaftlich wichtig sind, die Aus- 
beute durch hydrodynamische Massnahmen steigern kann. 

Die Trennung von Gemischen mittels Thermodiffusion wurde durch den 
Gedanken von CLusius [1]?) praktisch méglich, der eine zirkulatorische Stré- 
mung verwendete, die sowohl ein fiir die Thermodiffusion giinstiges Konzentra- 
tionsgefalle schafft als auch die getrennten Teilchen fortbewegt und sammelt. 
In seinem Trennrohr erzeugte CLusius diese Strémung durch Thermosiphon- 
wirkung [1, 2]. Insbesondere zeigte sich das Verfahren als ausserst wirksam bei 
‘kleinen Unterschieden der Atomgewichte und bei kleinen Konzentrationen [4], 
indem es gelang, das gasférmige *’Cl-Isotop mit 99%, Reinheit zu gewinnen, 
was einem Trennfaktor 310 (siehe dessen weiter unten mitgeteilte Definition) 
entspricht. Es war iiberdies schon vorher bekannt, dass sich der Thermodiffu- 
sionseffekt nicht auf den gasférmigen Zustand beschrainkt und deshalb das 
Verfahren auch bei Fliissigkeiten, Suspensionen und Aerosolen anwendbar ist 
[2]. An Flissigkeiten wurden quantitative Messungen durchgefiihrt [3, 4], und 
es ergab sich bei der Trennung des *’Cl und *5Cl in fliissigem Zustande ein 
Thermodiffusionsfaktor gleicher Gréssenordnung wie bei isotopen Gasmischun- 
gen [5]. Insbesondere gelang es in neuerer Zeit P. H. ABELSON [6], nach dem 
Trennrohrprinzip das #*°U-Isotop aus fliissigem UF, zu gewinnen. 

Dieses Verfahren und auch die spater vorgeschlagene Trennwalze, bei der 
eine intensivere Konvektionsstrémung durch Reibungswirkung erzeugt wird, 
haben Nachteile, die die praktische Anwendung verhinderten. Neben rein 


1) Rheinisch-Westfalische Technische Hochschule Aachen, Lehrstuhl fiir Mechanik. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 636. 
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technischen Mangeln, wie unausfiihrbare Baulangen, Abdichtungsschwierig- 
keiten, oder dass nur eine Komponente gewonnen werden kann, sind es die 
geringe Thermosiphonwirkung, die geringe Regelfahigkeit und die Turbulenz- 
empfindlichkeit der Strémung. Tatsichlich zeigte sich das Trennrohr als er- 


_ schiitterungsempfindlich [2]. Die Forderungen hoher Trennschirfe und hoher 


sekundlicher Ausbeute lassen sich auch nicht vereinigen, denn die Trennscharfe 
ist zu r~* (y = Rohrradius), die sekundliche Ausbeute dagegen zu 74 proportio- 
nal [2]. Deshalb war die Ausbeute bei der oben erwahnten Trennung des fast 
reinen gasformigen Cl-Isotops nur 8 cm? pro Tag und erforderte die Anreiche- 
rung des Sauerstoffs in Luft um das Dreifache (Trennfaktor 8) 50 Stunden [2]. 

Man kann aber eine kraftige, laminare, zirkulatorische Stroémung erzeugen, 
die den Vorteil hat, von der Gerateabmessung weitgehend und von den Tem- 
peraturdifferenzen véllig unabhangig zu sein, wenn man eine Scheibe in einem 
engen Gehduse verwendet und die Scheibe relativ zum Gehause rotiert. Das zu 
trennende Gemisch befindet sich in dem Spalt zwischen Scheibe und Gehause. 
Die Strémung, die entsteht, wenn die Scheibe rotiert und das Gehause ruht, ist 


_ bekannt [7]. Es bestehen Grenzschichten mit radialen Geschwindigkeitskompo- 


nenten, die an der rotierenden Scheibe nach aussen, am Gehause nach innen 
weisen. Beide Grenzschichtstr6mungen zusammen bilden die zirkulatorische 
Str6émung. Sie verlaufen in Spiralen, deren Steigung durch die Drehzahl und 
die Spaltweite fast unbeschrankt reguliert werden kann. Das Eintreten der 
Turbulenz kann durch entsprechende Drehzahlen und Spaltweiten weitgehend 
vermieden werden. Die gleiche Strémung besteht auch bei ruhender Scheibe 
und rotierendem Gehduse sowie allgemein, wenn Scheibe und Gehause mit 
unterschiedlichen Drehzahlen rotieren, denn im einen Fall sind nur die Rand- 
bedingungen fiir die Strémung vertauscht und im anderen Fall iiberlagert sich 
lediglich ein auf der Zentrifugalwirkung beruhender Ruhedruck, der eine zu- 
sitzliche Thermosiphonwirkung verursacht. Der notwendige lange Stromungs- 
weg, der grésstmégliche Trennrohrlangen verlangt, erscheint nun hier in einem 
Gehause relativ sehr kleinen Durchmessers aufgewickelt. Zwischen Scheibe und 
Gehause wird das fiir die Thermodiffusion erforderliche Temperaturgefalle auf- 
rechterhalten. 

Die nachfolgend mitgeteilten Versuchsergebnisse wurden mit einer Scheibe 
von nur 22,4 cm Durchmesser bei einer mittels Thermoelement gemessenen 
Temperaturdifferenz von 300°C zwischen Scheibe und Gehause, bei Drehzahlen 
von maximal 3000 U/min und bei Atmospharendruck erhalten. Die geringe 
Drehzahl zeigt, dass es sich hier keineswegs um die Trennung schwererer und 
leichterer Molekiile nach dem Zentrifugenprinzip handelt. Es ist auch hier zu 
bemerken, dass unterschiedliche Molekulargewichte nicht das einzige Kriterium 
fiir das Auftreten der Thermodiffusion sind. pees 

Figur 1 zeigt die Versuchsapparatur. Hier rotiert die Scheibe in einem still- 
stehenden Gehiiuse. Die Scheibe a ist fliegend bei g gelagert und hohl ausge- 


| 


| 


630 Fritz SCHULTZ-GRUNOW ZAMP 


fiihrt, damit sie von innen gekiihlt werden kann mit einem Strémungsmittel, 
das durch die hohle Welle bei 6 zu- und abgefiihrt wird. Die Scheibe bildet mit 
der gegeniiberliegenden Gehausewand c den Spalt d, in dem getrennt wird. Die 


Wand c wurde von aussen mit fliissigem Metall e geheizt. f ist die Antriebs- 
scheibe. Der Einfachheit halber wird bei dieser ersten Versuchsanordnung nur 
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Figur 1 


Versuchsapparatur mit fliegender Lagerung der Scheibe. 
a rotierende Scheibe; b Zu- und Abfuhr des Kiihlmittels zur Scheibe; c Gehadusewand; d spalt- 
formiger Trennraum; é fliissiges Metall; f Antriebsscheibe; g Lagerung der Scheibe. 


die eine Seite der Scheibe fiir die Trennung ausgeniitzt und nur die in Achsen- 
nahe sich ansammelnde Komponente gewonnen. Es wurde zunachst Stickstoff 
aus einem Stickstoff-Argon-Gemisch getrennt. 

Die Ein- und Austritte fiir die Gase sind in Figur 2 angegeben. Es wurden 
zwei Eintrittsoffnungen benutzt, zunaéchst 7 auf dem mittleren Durchmesser 
und dann m am Aussenumfang. Die Austrittsdffnung & fiir die leichte Kompo- 
nente liegt in der Mitte, die fiir die schwerere Komponente (J) auch am Aussen- 
umfang. 

Die Trennung erwies sich als derart intensiv, dass im kontinuierlichen Durch- 
fluss getrennt werden konnte. Von dem bei & austretenden, an Stickstoff ange- 
reicherten Gas wurde die Menge und interferometrisch die Stickstoffkonzentra- 
tion gemessen. Die zweite, schwerere Komponente blies durch J am Aussen- 
umfang ab. 

Diese einzelnen Zu- und Abfiihrungen stellen noch nicht die beste Anord- 
nung dar, da hiermit nur ein beschrankter Winkelraum des Spaltes zur Tren- 
nung ausgenutzt wird und daher auch ein spiralférmiges Scheibensegment fiir 
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die Trennung geniigen wiirde. Die Anordnung mehrerer Ein- und Austritts- 
6ffnungen auf den verschiedenen Durchmessern oder die Anordnung von Ein- 
und Austrittsschlitzen wird daher noch eine Erhéhung der sekundlichen Aus- 
_ beute ergeben. Bei rotierender Scheibe und stillstehendem Gehause wird man 
die Zu- und Ableitungen durch die Scheibe fiihren. 


- 
- 


a ' 


Figur 2 


TY «SQ 


a Zu- und Abfiihrung der Gase. 
— i,m wahlweise Zufiihrung; k Entnahme des angereicherten Stickstoffs, / Austritt des an Stickstoff 
verarmten Gemisches. 


Aus den Versuchsergebnissen wurde der Trennfaktor ermittelt in der tibli- 
chen Weise als Verhaltnis der Molenbriiche nach und vor der Trennung 


u” ” 
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my,|2's, 


, 


MW 


wo # die Anzahl der Mole je Volumeneinheit bedeutet und sich die Indizes 
und ’ auf das Gemisch nach und vor der Trennung beziehen. 

Figur 3 zeigt den Trennfaktor abhangig von der Drehzahl, wenn ein Ge- 
misch von 58% N, und 42% Ar zugefiihrt und kontinuierlich eine mit Ny an- 
gereicherte Menge von 80 cm’/min entnommen wird. Die Spaltbreite betragt 
1,1 mm. Bei Kurve J wurde das zu trennende Gemisch, wie erwahnt, auf einem 
mittleren Durchmesser, bei Kurve 7J am Aussenumfang zugefiihrt. Der Ver- 
gleich der Kurven J und IJ zeigt etwa die Verbesserung, die man von einer 
Vergrésserung des Scheibendurchmessers zu erwarten hat. Die Ausbeute von 
80 cm8/min bei einem Trennfaktor 2,5 ist wesentlich grésser als beim Trenn- 
rohr, das den gleichen Trennfaktor fiir Sauerstoff aus Luft [2] bei nur 26 cm*/h 
erreicht bei der doppelten Temperaturdifferenz von 600° C. Mit grésser wer- 
dendem Durchsatz wachst dieser Unterschied noch weiter. 

Der Abfall der Kurve J bei den hohen Drehzahlen ist eine Wirkung der Tur- 
bulenz, was sich hier dadurch bestitigt, dass bei Kurve J der Abfall zu héheren 
Drehzahlen verschoben ist, indem bei J zur Trennung nicht das turbulente 
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500 1000 1500 2.000 
n(U/min) ——— 
Figur 3 


Trennfaktor g abhangig von der Drehzahl n. 
I Zufuhr bei 7; IZ Zufuhr bei m. Spaltbreite 1,1 mm. Ausgangskonzentration 58% N,, 42% Ar. 
Sekundlich entnommene Menge an angereichertem Stickstoff 80 cm?/min. 


; Spaitweiten: 


1000 2000 3000 
”(U/min) ——— 
Figur 4 


Einfluss der Spaltbreite bei 80 cm3/min Entnahme von angereichertem Stickstoff auf den Trenn- 
faktor. 


Aussengebiet ausgenutzt wird. Alle folgenden Versuche beziehen sich auf eine 
Zu- und Abfuhr der Gase wie bei Kurve JJ. 

Figur 4 zeigt den Einfluss der Spaltbreite bei der gleichen Entnahmemenge 
von 80 cm*/min. Die Nachrechnung ergibt, dass die Maxima der Kurven bei 
gleichen Reynoldsschen Zahlen auftreten. Das bestatigt, dass der Abfall der 
Kurven bei den héheren Drehzahlen vom Turbulentwerden der Stré6mung am 
Scheibenumfang herriihrt. Eine Spaltbreite von 1 mm erweist sich als giinstig. 
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Spaltweiten: 


5 20.0278 105 156 205: 2.60 


Figur 5 
Abhangigkeit des Trennfaktors von der Entnahmemenge an angereichertem Stickstoff bei den 
gunstigsten Drehzahlen nach Figur 4. 


Figur 5 zeigt die Abhangigkeit des Trennfaktors von der Entnahmemenge 
bei verschiedenen Spaltbreiten und bei der jeweils giinstigsten Drehzahl, die 
sich aus Figur 4 ergab. Man kann danach den Trennfaktor 4 bei der recht hohen 
Entnahmemenge von 26 cm*/min erreichen. Ausserdem ergibt eine Auftragung 
von q uber der tiber die Spaltbreite gemittelten radialen Durchtrittsgeschwin- 
digkeit des angereicherten Stickstoffgemisches durch eine Zylinderflache des 
Halbmessers 1, dass der Trennfaktor mit kleiner werdender Spaltweite erst zu- 
nimmt und dann konstant bleibt, womit sich die Vermutung bestatigt, dass das 
Verhaltnis dieser Stoffgeschwindigkeit v, zur Thermodiffusionsgeschwindig- 
keit UTh 

UV 


Y 


na Urn 
eine die Trennscharfe charakterisierende Kennzahl ist. 

Schliesslich zeigt Figur 6 den Trennfaktor in Abhangigkeit von der Aus- 
gangskonzentration bei einer Spaltweite von 1 mm, wieder bei einer Entnahme- 
menge des angereicherten Stickstoffes von 80 cm*/min, und bei der giinstigsten 
Drehzahl nach Figur 4. Es zeigt sich ein giinstiger flacher Verlauf. 

Zam besseren Vergleich mit Trennrohrversuchen iiber die Sauerstoff- 
trennung aus Luft [2] wurde auch Stickstoff aus Luft getrennt. Die in Figur 7 
wiedergegebenen Ergebnisse sind unmittelbar vergleichbar. Durch Wahl der 
giinstigsten Drehzahl (vergleiche Figur 4) lassen sich noch rund 10% zu- 
schlagen. Hiernach ist bei 1 mm Spaltweite und 350° C Temperaturdifferenz 
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ein Trennfaktor g = 1,36 erreichbar bei einer Ausbeute von 80 cm3/min, wah- 
rend das Trennrohr bei der kleinsten untersuchten Ringspaltbreite von 3 mm 
und bei 600° C Temperaturdifferenz den gleichen Trennfaktor erst bei einer 
Ausbeute von 16 cm/h erreicht. Zu der starken Uberlegenheit in der Ausbeute 
trigt grossenteils auch der Umstand bei, dass die heisse Flache an der Trenn- 
scheibe wesentlich grésser als im Trennrohr ist. 


10 20) ec0 40 ee 50S a b0ee oT 0 sot 90 100 
Ausgangskonzentration ZU No ——== 
Figur 6 
Trennfaktor in Abhangigkeit von der Ausgangskonzentration. 


Spaltweite 1 mm, Entnahmemenge an angereichertem Stickstoff 80cm%/min, giimstigste Drehzahlen 
nach Figur 4. 


. Diese Versuche zeigen, dass mit einer Trennscheibe, wie die neue Apparatur 
wohl am zweckmassigsten genannt wird, bei kleinen Abmessungen ein hoher 
Durchsatz erreichbar ist. Ausserdem ist bei kleinen Apparatedimensionen in 
einer Stufe ein hoher Trennfaktor miihelos erreichbar, wahrend bei der Druck- 
diffusion, die in grosstechnischem MaBstab durchgefiihrt wird und bei der der 
Trennfaktor der Wurzel aus dem Massenverhiltnis gleich ist, sich fiir das 
hier verwendete Stickstoff-Argon-Gemisch nur ein Trennfaktor 1,2 je Stufe 
erreichen lasst. Ein weiterer Vorteil, der die Apparatedimensionen ebenfalls 
erheblich reduziert, ist die Méglichkeit der Trennung in fliissigem Zustand, 
denn bei der Trennung des Chlor-Isotops hatte sich je Masseneinheit der gleiche 
Thermodiffusionsfaktor ergeben [5], und zwar fiir fliissigen und gasférmigen 
Zustand. 

Die zweite zurzeit im Bau befindliche Apparatur zeigt Figur 8. Die Scheibe 
ist wiederum fliegend gelagert und allseits vom Gehduse umschlossen, so dass 
beide Seiten der Scheibe fiir die Trennung verfiigbar sind. Fiir die Flissigkeits- 
trennung wird ein Sperrgas verwendet, dessen Gegendruck tiber eine Labyrinth- 
dichtung (7) erzeugt wird. Der Scheibendurchmesser ist gegeniiber der ersten 
Apparatur vergréssert, was den Vorteil hat, dass bei gleicher Lange des 
Stromungsweges die spiralférmigen Stromlinien starkere Steigung besitzen 
kénnen, wodurch die quer wirkende, normale Diffusion abgeschwacht und der 
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_ Trennfaktor vergréssert wird. Die notwendigen Drehzahlen sind auch hier so 


gering, dass keine besonderen Korrosionen zu befiirchten sind. Bei der Flissig- 
keitstrennung wird es ausserdem wegen des hohen Warmeflusses, der etwa 
2,5 cal/cm*s bei einer Temperaturdifferenz von 150°C und bei 1mm Spalt- 
-weite betragen diirfte, zu empfehlen sein, nicht wie bei den beschriebenen 
_Versuchen die Scheibe zu kithlen und das Gehause zu heizen, sondern umge- 
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Figur 7 
Abhangigkeit des Trennfaktors g von der Entnahmemenge: an angereichertem Stickstoff bei der 
Trennung aus Luft bei Atmospharendruck. Drehzahl 1550/min, Spaltweite 1 mm, Temperaturdif- 
ferenz 350°C. 


_kehrt die Scheibe von innen zu heizen und das Gehduse zu ktihlen, weil das 


zur Kihlung zur Verfiigung stehende Temperaturgefalle beschrankt ist. Wegen 
des optimalen Warmetibergangs ist hier eine Heizung durch fliissiges Metall 
vorteilhaft, das bei Betriebsbeginn im Bedarffall durch eine in der Scheibe vor- 
gesehene elektrische Heizung (s in Figur 8) geschmolzen wird. Bei der hiermit 
erreichbaren Warmeiibergangszahl von der Ordnung 5 - 104 kcal/m?°Ch sind 


nur einige Grade Temperaturdifferenz nétig, um den notwendigen Warmefluss 


aufrechtzuerhalten. Die Turbulenz lasst sich iiberdies auch durch Ausfiillen 
des Spaltes mit porésem Material vermeiden. 

Infolge ihrer intensiven Trennwirkung bei hohem Durchsatz diirfte die 
Trennscheibe geeignet sein, die Liicken auszufiillen, die die fraktionierte De- 
stillation offenlasst. Hierher gehéren Gemische, deren Komponenten benach- 
barte Siedepunkte besitzen, vor allem Kohlenwasserstoffe, und Gemische von 
Komponenten, deren Siedepunkte unterhalb der Siedepunkte der gebrauch- 
lichen Kaltemittel, ndmlich fliissiger Luft und fliissigen Stickstoffs, legen. 
Hier ist die Gewinnung von Helium aus dem Neon zu erwahnen, das das 
Linde-Verfahren liefert, da es 30% Helium enthalt. Ferner diirfte die Trenn- 
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scheibe zur Anreicherung des Uranisotops in kleineren Konzentrationen in 
Frage kommen, weil besonders bei schwacher Anreicherung héhere sekundliche 


Ausbeute bei gleichem Energieaufwand als nach den bekannten Verfahren zu ~ 


erwarten ist und wegen der Méglichkeit, im fliissigen Zustand zu trennen. 
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Figur 8 
Im Bau befindliche, doppelseitige Apparatur insbesondere zur Trennung von Fliissigkeiten. 


Schwarz: zu trennende Flissigkeit; 0, f Zu- und Abfuhr des Sperrgases, » Labyrinthdichtung; 
s elektrische Heizung zum Verfliissigen des als Heizfliissigkeit verwendeten Metalls. 


Schliesslich ist auf die Gewinnung des als Spurenelement wichtigen 17O-Iso- 


tops hinzuweisen, das nicht anders als durch Thermodiffusion getrennt werden 
kann. 
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Summary 


An isotope process is described which em inci f 

ploys the principle of thermal dif- 
fusion employed by CLusius and which creates the required cvgneeny flow not 
by means of convection but by a forced controllable boundary layer flow. Experi- 
mental results are given and compared to results from other processes oa 


(Eingegangen: 14. August 1957.) 
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A Note on the Vorticity Downstream of a Curved Shock 
By AScHER H. SHaptro, Cambridge, Mass., LORY) 


Introduction 


It is well known, according to Crocco’s theorem, that the presence of 


_ vorticity in a steady non-viscous motion is associated with the existence of 


gradients of entropy and of stagnation enthalpy in the direction normal to the 
streamline. 
Vorticity is therefore created when a uniform, parallel flow passes through 


_a curved shock. Here, although the stagnation enthalpy remains constant 
_ throughout, a gradient of entropy is created downstream of the shock by reason 


of the variation of entropy increase with shock angle. 

In this brief note an explicit expression is derived for the vorticity down- 
stream of a curved, two-dimensional shock, first, for any fluid, and subse- 
quently, for a perfect gas. 


Analysis 


It is convenient to employ Crocco’s theorem in the form?) 


Os Ny (1) 


,aV—= f= rag 


where 2 w is the vorticity (20 =/7 x V), V is the velocity, T is the absolute 
temperature, s is the entropy, /, is the stagnation enthalpy, and m is the arc 
distance measured normal to the streamline direction. The quantities w, V, T, 
s, and h, all refer to conditions at the downstream face of the shock. 

Since ht) is everywhere the same upstream of the shock, and is unaltered by 
the shock, 0/4/07 is zero. 

Let subscript co refer to the uniform flow upstream of the shock, and let o 
and 6 refer to the shock angle and turning angle, respectively (Figure 1). By a 
transformation of reference frame such that the shock appears normal, it 
becomes evident that the entropy rise across the shock, s — s,,, is equal to that 
for a normal shock which has an entry Mach number M,, sino. Accordingly, 


1) Massachusetts Institute of Technology, Department ot Mechanical Engineering. 
2) Swaprro, A. H., The Dynamics and Thermodynamics of Compressible Fluid Flow, vol. 1 


(Ronald Press, New York 1953), p. 282. 
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$5 — S,, depends uniquely on the normal component of Mach number, 


M,, = M,, sine. (2) 7 
Thus, 
s—s, =/(M,) = /(M,, sino) - 


Curved shock 


Streamline 


Streamline 


Figure 1 


Geometry of curved shock, illustrating nomenclature. 


Differentiation then yields 


ds of df ~=—-A(Maysine) __ df do 
on on dM, On = ae ee ORO (3) 


where 0a/0n is replaced by do/dn because there is only one shock angle for each 
streamline. 

Consider a short arc length P’ P” on the curved shock (Figure 1). At. P’, the 
shock angle is o, and the turning angle is 6, while at P” the shock angle has 
increased to o + do. The radius of curvature of P’ P" is v,; accordingly, if the 
angle P’OP" is do, the arc length P’ P" is y, do. The normal distance dn between 
the streamlines passing through P’ and P" is P"Q; examination of the triangle 
P’ P"Q then shows that 


dn = (r, do) sin (o — 6). (4) 


Substituting for do/dn in equation (3) the value computed from equation (4), 
and referring back to equation (1), the result is 


‘- df M,, cota 
le, a AM. vy, sin(o — 6) * 


a ae 


t 
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Since the equation of continuity across the shock is 
0 V.. sino = @ Vsin(o — 6) 


the term sin ( — 6) may be entirely eliminated from the previous equation. 
Rearranging, one obtains 


= (BZ) (=| M,, cose af 5 
Voo Vin T) sinte sZt (5) 


Poo a 


This is as far as the analysis may be brought in general terms for an arbitrary 
fluid substance. The further development of an explicit formula is based on 
a perfect gas. For the latter we note that @ T/e.. Tx = ~/f., and that 
ie. =ecr /k R, where c,, is the free-stream sound speed, & is the ratio of specific 
heats, and R is the gas constant. Thus T,,/V%, is replaced by (k R M2,)-1. The 
well-known shock formulas for #/p,, and s — s,, are’): 


p iat” eee as 
poe bee Ry i (6) 
S — Soo k 2 k—1 il 2k sy fe Sl 
rR ee a st a 
(7a) 
Differentiation of equation (7a) yields 
1 df 2k (M3, — 1)? (7b) 


R  dM2Z M2(2k M2 — (k —1)}(2+ (2 — 1) M3]- 


Making the indicated substitutions in equation (5), and simplifying, one 
finally achieves the desired formula: 


201, 4 (M7? — 1)? cosa (8) 


Voge tn SPA AZ [2 (he 1), 9)” 


This shows that the appropriate dimensionless vorticity, w 7,/V.., depends only 
on M,,, o, and k. 

It is evident that w7,/V.. is zero when o = 90° (normal shock), and when 
M,, = M. sino = 1. The latter condition corresponds to the shock lying at the 
Mach angle, thus signifying that it is of vanishing intensity, By setting equal 
to zero the derivative (0w/0c)y,,, a8 computed from equation (8), one obtains 
after a considerable amount of calculation the following formula for the shock 
angle at which w 7,/V.. is a maximum: 


4 (1+ M§) 
(tan? a ™ (M2 —1) [2 + (k — 1) M2) ° a 


3) SHapiro, A. H., The Dynamics and Thermodynamics of Compressible Fluid Flow, vol. 1 
(Ronald Press, New York 1953), pp. 118-120. 
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Inasmuch as M,, = M,, sino, it does not appear possible to express (O)5 18 
by an explicit algebraic formula. However, once (O)dmaz is obtained from 
equation (9) for a specific value of M,,, the corresponding value of M,, is at 
once calculable from equation (2). Substitution inte equation (8) then gives the 
maximum value of (2 w 7/Voo)- 


o {degrees| 


Figure 2 
Dimensionless vorticity as function of shock angle and Mach number. Dashed line represents maximum 
dimensionless vorticity for a fixed Mach number. 


Results 


Figures 2 and 3 are graphical representations of equations (8) and (9) for 
k = 1-4. The maximum dimensionless vorticity goes to zero very rapidly as 
M,. > 1, and approaches an asymptotic value of 4:17 as M,,-> ov. The shock 
angle corresponding to maximum vorticity starts at o = 90° for M.. = 1, and 
after decreasing first rapidly and then slowly, goes to 0° for M,, = ie 
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Figure 3 
Maximum dimensionless vorticity, and corresponding shock angle, as function of Mach number. 


Zusammenfassung 


Es wird ein expliziter Ausdruck ftir die Wirbelstarke @ hinter einem gekriimm- 
ten Verdichtungsstoss fiir den Fall der zweidimensionalen Str6mung eines idealen 
Gases in Termen der Geschwindigkeit der ungest6érten Stré6mung V,, ihrer 
Mach-Zahl Mo, des Stosswinkels o und des Kriimmungsradius, des Verdichtungs- 
stosses im betrachteten Punkt aufgestellt. 

Die dimensionslose Wirbelstarke  7,/Voo hangt nur von Moo und o ab. Bei 
festgehaltenem Mo treten bei einem Stosswinkel von 90° (senkrechter Verdich- 
tungsstoss) und auch dann, wenn der Stosswinkel dem Mach-Winkel der unge- 
stérten Strémung gleich ist (Verdichtungsstoss der Intensitat Null), keine Wirbel 
auf. Fiir einen dazwischenliegenden Winkel, der von 68° fiir Mo = 1,5 bis zu 


VET: 


(Received: October 4, 1957.) 
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Dimensionslose Theorie der isentropischen Gasstromung 
durch Kreiselrader unter der Voraussetzung kleiner Breite 
und unendlicher Schaufelzahl (Stromfadentheorie) 


Von WILHELM SPANNHAKE, Karlsruhe, Deutschland!) 


Es wird ein Arbeitsdiagramm aufgestellt, mittels dessen man den Verlauf 
der Strémung durch ein vorgegebenes Kreiselrad verfolgen oder fiir einen vor- 
gegebenen Strémungsverlauf die Form des Kreiselrades bestimmen kann. 

Betrachtet wird die Absolutstrémung. 

Vier Aussagen stehen zur Verfiigung. 


1. Ausdriicke fiir die Isentropie 


edn al: (1) 


a ist die értliche Schallgeschwindigkeit. 


2. Die Energiegleichung der Turbinentheorie 


cz + 20 Qa EXD Ya qe? aay | Yo ?, 
een 0 Pe a Ug Yo Cy = me Cy, 7 (2) 


Der Index 0 bezieht sich auf einen passend gewahlten Bezugskreis mit dem 


Radius 79. 
3. Die Kontinuttatsgleichung 


rbcsind 5 ae Pg yn (3) 
0 


6 ist der Winkel der Absolutgeschwindigkeit gegen die Umfangsgeschwindigkeit. 


4. Aussage tiber die Umfangskomponente c,, 


Bei arbeitsfreier Str6mung ist 


Von diesem Wert muss sich ¢, bei Strémung mit Arbeitsaustausch um eine 
passend zu wahlende Funktion von r/7, unterscheiden. 


1) Technische Hochschule « Friedericiana », 


— 
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Wir setzen ‘ 
Lee Se A 
Cy — Cy, = Mo L{(7) : (4) 


L ist eine dimensionslose Funktion von 7/7, die fiir y = 7) den Wert Null hat. 
Fiihren wir sie in Gleichung (2) ein, so kommt, wenn wir von jetzt ab 
x (6) 


setzen, 


a4 tata frais st (Geen (S eZ. 6 


zx 0 


Der Klammerausdruck ist eine dimensionslose Funktion von «; wir setzen 


Ke=i+ *5* ()' + 1) (9) eZ. (7) 


ao ao 


Mit dieser Festsetzung wird aus Gleichung (6) 


(=. ae alee GQ 


ener s (9a) 
|/ ak 
x—1 
aK al 1] (9b) 


ein und erhalten als dimensionslose Energieglerchung 
B+ n=l. (10) 
Nach den Gleichungen (9) und (10) wird die Machsche Zahl 


1 od | (11) 


x—1 yi—-& 


Fiir das Dichteverhiltnis findet man 


eee os = (7 Kyle-0 — (1 — Bie Ey eed (12) 
0 


Mit den Gleichungen (9) und (12) wird nun aus Gleichung (3), wenn wir noch 


as 13 
ar (13) 
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ee . 1 £ sind, K 
oe (LENO Mein oto aa (14) 
Gleichung (4) schreibt sich unter Einfiihrung des Winkels 6 
¢.cosd = — cy cos Oo t+ uy L, 
und hieraus wird 
fp 008d) Ky + |/~F— - Se aL 
Ecosé = — a - soreness )S : (15) 


Auf der rechten Seite der beiden letzten Gleichungen stehen, da auch z als 
Funktion von x aufzufassen ist, dimensionslose Funktionen von x. 


Wir setzen 
hl egSiOg Ig 
GM Ls Sescriaer y cont = (16) 
&, cos 0, + = lS ET 
g(x) = “ee a, (17) 
also 
A(x) = 1 —€) Sin dy Ky : (18) 
SOW pee Pay ; 
& cos 0) Ky + [ee ae Lx 
Die Gleichungen (14) und (15) schreiben sich nun 
ELS) sind = dig. (19) 
Ecosd =. (20) 
Division liefert 
x A 
tgd (1 7 £2)1/(%—1) (21) 
oder 
sino — é ae (22) 
Ve aL (1 = £2)? (x—1) 
Quadrieren und Addieren ergibt 
(pee dee et) 22 phan), (23) 


also eine Gleichung von der Form 


EAE, v(x), A(x)} = 0. 
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Se 


4 Wir fragen nun nach Extremwerten von als Funktion von é und bilden daher 


het 


dp _ 
dé (OF op , OF da 
OG OH J 01 Ge ae 
Im allgemeinen, das heisst bei beliebig gegebenem Z(x) und L(x) wird der Nenner 
des Ausdrucks auf der linken Seite nicht gleichzeitig mit dem Zahler Null; daher 
lautet die Extrembedingung 


oF 2 
is ii, eis Coe ae = Os (24) 


Mit Gleichung (20) wird hieraus 


z : 
ae NO Sea? 


und hieraus mit den Gleichungen (9) 
esind =a. (25) 


Die Extremwerte von gm und damit von x werden also dort erreicht, wo die 
Meridiankomponente c,, = c sind der 6rtlichen Schallgeschwindigkeit gleich ist. 
Gleichung (19) liefert, nach @ aufgelést, 


i Ga et eae (26) 


In den Gleichungen (22) und (26) fassen wir A als Parameter auf und erhalten 
damit die Kurvendarstellung der beigefiigten Figur. 
Die Maxima der g-Kurven liegen auf der Hyperbel 
= 


z+ x—1 
FF a (27) 


Langs dieser Hyperbel ist also c sind = a. Auf ihr geniigen die A-Werte ent- 
sprechend Gleichung (23) der Beziehung 


Een a Set ee bs 
nae? PAR are 
% zx+1 
Nun ist der kritische &-Wert, der der Mach-Zahl eins entspricht, 
ease © 
= 29 
Sue aa /~ = 1 ’ ( ) 


(30) 
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010 0,20 0,30 04 
a ees 
Dimensionsloses Arbeitsdiagramm fiir Gasstr6mungen mit Energieaustausch. Parameterdarstellung 


der Zustandsfliche F = (&% — ?) (1 — pay2i(e—4) — j? y? = 0 fiir die allgemeine eindimensionale 
Gasstr6mung. 


In das Diagramm ist die Mach-Zahl bzw. ihr reziproker Wert mit eingetragen. 
Das Druckverhaltnis wird 


£ s ( a lua = (y KP 2/(%—1) __ (1 oe &2)x/(e—1) Ke“) 
Po a : 
also 


* = P Kel) | (31) 


P ist eine reine Funktion von &. 


VE ee Th yt y 4 SSA eee 
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Anwendungsbeispiele 
1. Freie Dralistrémung im schaufellosen Rotationshohlraum (Wirbelquelle) 


Hier ist c, 7 = const = ¢,, 7) und u = u, = 0. Daher L = 0, K = 1G, 
Fir konstante Breite (z = 1) verlauft die Strémung entsprechend irgend- 
einer Kurve 2 = const. Dabei ist 


2 VESCOSOR 
= 0 (32) 
Fiir veranderliche Breite muss man 2 aus 


tg oo 
a 


pre 


ausrechnen und eine die g- und sin 6-Kurven kreuzende Linie eintragen. Auf 
jeden Fall gelangt man an die gestrichelt eingetragene Maximumshyperbel. 
Aus dem dort geltenden y-Wert erhalt man den Minimalradius aus Gleichung 
(32). In der rein zweidimensionalen Strémung waren die Minimalkreise tat- 
sachliche Grenzkreise. Im rotationssymmetrischen Falle kann man den mitt- 
leren Meridian des Hohlraumes U-férmig umbiegen und so die Strémung wirk- 
lich fortsetzen (unter der Voraussetzung kleiner Breite!). Ein reiner Drall ist 
durch = &, eine reine Quellstr6mung durch » = 0 gegeben. 


2. Kretselrad mit vorgegebener «Zustandslinie» 


Von irgendeinem Punkt qp», &) ziehen wir eine Linie durch das Feld der 
g-Kurven. Jeder Punkt einer solchen Linie entspricht einem Ordinatenwert 
und einem Parameterwert A. Um aus diesen beiden Werten weitere Angaben aus 
den beiden Gleichungen (17) und (18) zu gewinnen, miissen wir entweder x oder 
z als Funktion von & wahlen. Dann kann man die Funktion L und z bzw. 
L und x bestimmen. Der sin6 ergibt sich in einfacher Weise aus dem Diagramm. 
Eine niahere Diskussion des Diagramms, aus der noch eine Reihe zusatzlicher 
Aufschliisse zu erlangen waren, wiirde hier zu weit fiihren. 


Summary 


A diagramm is developed by means of which any flow through axisymmetric 
spaces with and without exchange of energy can be followed up. The flow, too, 
is assumed to be axisymmetric which, in the case of turbomachines, means that 
an infinite number of blades is assumed and the average values of the meridian 
components of the velocities are introduced. In all cases the absolute flow is 


discussed. 


(Eingegangen: 30, September 1957.) 
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Geschwindigkeitsverteilung in rotationssymmetrischen 
Drallstromungen inkompressibler Fliissigkeiten 


Von MIcHAEL STRSCHELETZKY, Friedrichshafen, Deutschland?) 


1. Problemstellung 


Beim Entwerfen von Strémungsmaschinen, hydraulischen Anlagen und 
Apparaten strebt man an, die festen Begrenzungen (Wande) der str6menden 
Fliissigkeit derart zu formen, dass die vorgeschriebenen Krafte der Gegenwir- 
kung zwischen der Fliissigkeit und den Wanden bei einer ablésungsfreien Um- 
stromung dieser Wande verwirklicht werden kénnen. Nicht weniger wichtig 
ist die rechnerische Ermittlung von «freien Trennflachen », die unter Umstan- 
den im betreffenden Raum weit von den festen Wanden entstehen kénnen und 
die «gesunde» Strémung von denjenigen Gebieten trennen, die zwar mit Flis- 
sigkeit gefiillt sind, aber ausserhalb der Hauptstrémung liegen (vgl. [1]?) und 
insbesondere das erste Kapitel in [2]). Die beiden Aufgaben werden auf eine 
ausfiihrliche hydrodynamische Analyse von Strémungen zurtickgefiihrt. Die 
Grundlage dieser Analyse bildet die rechnerische Ermittlung des Geschwindig- 
keitsfeldes von «gesunden» Strémungen, deren Begrenzungen sowohl aus 
festen Wanden als auch aus Trennflachen bestehen kénnen, wobei die Form 
dieser Begrenzungen dem Zustand des hydrodynamischen Gleichgewichtes der 
strémenden Fliissigkeit im betreffenden Raum entspricht (vgl. [1] und das 
zweite Kapitel in [2]). 

Strémungen, die in rotierenden Strémungsmaschinen vorkommen, vollzie- 
hen sich zum gréssten Teil in Kanadlen, deren Begrenzungen durch rotations- 
symmetrische Wande gebildet sind. Auch verschiedene Strémungen in Rohr- 
leitungen, Armaturen, Messgeraten, Zyklonabscheidern usw. sind durch feste 
Wande begrenzt, die ganz oder zum Teil aus rotationssymmetrischen Flachen 
bestehen. 

Es ist also fiir die praktischen Zwecke von grosser Bedeutung, Strémungen 
zu analysieren, die sich in verschiedenen Rotationshohlraumen vollziehen. Dabei 
ist es besonders wichtig, die sogenannten «rotationssymmetrischen » Str6mun- 
gen zu untersuchen, deren ortliche Geschwindigkeiten von der Winkelkoor- 
dinate unabhangig sind. Die in Rotationshohlraumen vorkommenden wirk- 


1) Maschinenfabrik J. M. Voith GmbH, Heidenheim. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 660. 


“Se > Ane 


pea | le 
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lichen Str6mungen kann man zwar angendhert, aber meist mit gentigender 
Genauigkeit als rotationssymmetrische Bewegungen betrachten. 

In dieser Abhandlung werden Geschwindigkeitsfelder von stationaren Stré- 
mungen in Rotationshohlraumen betrachtet, wobei angenommen wird, dass 
die Verteilung der értlichen Geschwindigkeiten und Driicke sowohl als auch 
die Verteilung des Energieinhaltes der stroémenden Fliissigkeit rotationssym- 
metrisch ist. Wir wollen also die dreidimensionalen « Drallstromungen » unter- 
suchen, deren Geschwindigkeitsfelder im allgemeinen Falle axiale, radiale und 
Umfangskomponenten der 6rtlichen Geschwindigkeit aufweisen, die nur von 
der axialen und der radialen Koordinate (und nicht von der Winkelkoordinate!) 
abhangen. 

Die Analyse des Geschwindigkeitsfeldes wird auf eine reibungsfreie, homo- 
gene, inkompressible Fliissigkeit bezogen, wobei aber praktisch beliebige Ver- 
teilungen des Energieinhaltes der Fliissigkeit in der zu den Stromflachen senk- 
rechten Richtung zugelassen werden). 


2. Das Geschwindigkeitsfeld im allgemeinen Falle 


Wir betrachten stationdre, das heisst von der Zeit ¢ unabhangige, rotations- 
symmetrische Str6mungen reibungsfreier, homogener, inkompressibler Fliissig- 
keiten und nehmen an, dass eine solche Strémung einen Raum § liickenlos 
ausfiillt, wobei innerhalb dieses Raums keine Unstetigkeiten des Geschwindig- 
keitsfeldes auftreten. Die Form der festen Begrenzungen (Wande) des Raums R 
entspricht also dem Zustand des hydrodynamischen Gleichgewichtes der betref- 
fenden Strémung [1, 2]. 

Es ist bequem, die Analyse der Strémung im betreffenden Falle auf die 
zylindrischen Koordinaten 6, 7, z (Figur 1) zu beziehen. Da die Stromung rota- 
tionssymmetrisch ist, sind sowohl die értlichen Geschwindigkeiten als auch die 
ortlichen Driicke von der Winkelkoordinate § unabhangig. Die Eulerschen 


Gleichungen lauten also: 


0c Oc (a 
u edad col Se ear 1 
“a Oz sa Ov + Vy 0, (1) 
0c, 0c, ce aah: 2) 
nS errr aan Ye 
0c, 0c, 1 Op 3 
Spr ey 8g Oe” 3) 


ven hinter den Laufridern von Strémungsmaschinen hangt die Verteilung 


3) Inreellen Stromung 1 et a 
des Energieinhaltes der Fliissigkeit in der zu den Stromflachen senkrechten Richtung von der 
fo} = 


Bauart der Lauf- und Leitschaufeln wesentlich ab und kann unter Umstinden betrachtliche Abwei- 
chungen von einem konstanten Wert aufweisen. 
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wobei c(c,, C;, Cg) 6rtliche Geschwindigkeit*), g Beschleunigung der Erdschwere, 
 ortlichen Druck und @ Dichte bedeuten. 

Wir bezeichnen durch feeds 

Cn = Ve Ss Ce ; (4) 

die Meridiankomponente der értlichen Geschwindigkeit. Die Stromlinien / der 
Strémung bilden rotationssymmetrische Stromflachen f(r, z) = /(b), wobei der 
Parameter F(b) eine Funktion der Flachennormale (Figur 1) darstellt. Die 
Meridianschnitte der Stromflachen /(v, z) = F(d) stellen stetig gekriimmte 
Stromlinien /,, des Geschwindigkeitsfeldes c,,(7, z) dar. 

Die durch die Kriimmung der Stromlinien /,, erzeugte Fliehkraft pro Volu- 
meneinheit betragt 0 c2,/R, wobei R(r, z) den 6rtlichen Kriimmungsradius be- 
deutet. Die Komponenten dieser Fliehkraft sind: 


Cn c 
in y-Richtung ——%- @ cosa, in z-Richtung~ = o sing. 


Der ortliche Vektor N der net der Stromflache /(7, z) = F(d) 
liegt in der (7, z)-Ebene und bildet mit den Koordinatenrichtungen 7 und z die 
Winkel f, und £,; deren Kosinusse sind: 


ad*y Thee : 
cosh. == de, == COS®.,.*COS Pia Je - = = cos 3 “ x) = —sing. 


Die 6rtliche Beschleunigung der stationaren Strémung in der Meridianebene 
im Punkt A (Figur 1) hat die Komponenten: 
in v-Richtung: 


dty 0c, > 0c, ae CL a ae ce : 

dit See aye tS aie Cae area (5) 
in z-Richtung: 

d2z Oc, oN 0c, dz 4 pe 

BR pO 8 ect ai Stee tae nee (6) 


Da die Gleichungen (5) und (6) fiir beliebige Punkte der Normallinie 6 
(Figur 1) gelten, diirfen wir diese Gleichungen in die Summe 


(3) db sin« — (2) db cosa 


einfiihren und erhalten damit 


c2 
= cosa db — 


1 (0b.> Op 
db = —g db — ae — 
g sina db ; (4 sina — cosa db 


oder 
Ch ‘ Cn We Oe ; 
—* dr — Ro = a (E+ ez) ad. (7) 


4 
) Die Indizes bedeuten: 7 radiale Richtung, « Richtung der Umfangsgeschwindigkeit bzw. 
tangentiale Richtung und a axiale Richtung. 
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Diese Gleichung gilt langs der Normallinie }, so dass das auf der rechten Seite 
stehende volistindige Differential diejenige Anderung der Grésse blo+gz 
bedeutet, die der Verschiebung db (dr, — dz) des Aufpunktes langs der Normal- 
linie 6 entspricht. 

Ee 


Figur 1 


Meridianschnitt einer rotationssymmetrischen Stré6mung. 


Wir bilden jetzt die Summe 
(3) dm, cosa + (2) dl, sine , 


wobei dl,, = Vdi? + dl? ist, und erhalten damit 


0c 0c, 0c, - 5 
c, - - al, + aes a, + Cp ( =A dl, + - iy a, Te" dl, 


oder, nach einigen Zwischenrechnungen 


2 2 
a a tei Bs] lg = —* dr. (3) 
Diese Gleichung gilt lings der Stromlinie /,, der Meridianstrémung ; das auf 
der linken Seite stehende vollstandige Differential bedeutet diejenige Anderung 
der Grosse c2/2-+¢2+ P/o, die der Verschiebung dl,, (— dr, — dz) des Auf- 
punktes langs der Stromlinie /,, entspricht. Da die Stromung rotationssymme- 
trisch ist, gilt die Gleichung (8) auf der ganzen Stromflache /(7, z) = F'(0). 


652 MICHAEL STRSCHELETZKY ZAMP 


Aus (1) ergibt sich Orato, 


v Cc 0z Or 


oder, auf die Stromflache f(7, z) = F(b) bezogen, 


Cu gy Oe Gy 4 Oh gy — Me 
at a,:= a dl, + al, al, dl dm 


™m 


oder 
Cn ad (%\ y 
Para (Z) de 
Damit ergibt sich aus (8) 
oN om ee 
“s Ee a +er42|a,=0 (9) 


oder, nach der Integration langs der Stromlinie /,,, 


5 +eztE=C,, (10) 


S 


wobei die Integrationskonstante C, den Energieinhalt (Energie der Massen- 
einheit) der str6menden Fliissigkeit bedeutet und fiir die ganze Stromflache 
f(r, z) = F(b) gilt; die Ordinate z entspricht den auf dieser Stromflache liegen- 
den Aufpunkten. 

Da die Str6mung im Raum , nach der Voraussetzung, keine Trennflachen, 
das heisst keine Unstetigkeiten des Geschwindigkeits- bzw. Druckfeldes ent- 
halt, stellt C, eine stetige Funktion der langs einer jeden Normallinie a a’ 
(Figur 1) gemessenen Ordinate b dar, so dass 


C, = C,(b) 


ist. Das bedeutet, dass beim Ubergang von einer Stromfliche /,, zu der Strom- 
flache f,,,, die von /, in einem Abstand db (langs Normallinie 6 gemessen!) 
liegt, sich die Konstante C,(6) andert und auf der Stromflache f,,,, den Wert 


C3. SUE) ap 
aufweist. 
Aus (10) erhalten wir also 
aeipet res. dla dC, (b) 
wy lo ters 4 db — eae (11) 


Aus (7) und (11) ergibt sich 


2 2 2 
Gre ee be = a dp a Seth 2 


li ale Ski Sa 2 a REN ai 
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oder) 


; y db 


OCm om es if dC,(b) 1 Cy d(c 7) 
eee ie aT Saar Bale (12) 


Die Gleichung (12) stellt in Differentialform die Grundgleichung der rota- 
tionssymmetrischen Drallstrémungen reibungsfreier, homogener, inkompres- 
sibler Flissigkeiten dar. Sie gilt (wie die Eulerschen Differentialgleichungen 
1, 2 und 3) sowohl fiir wirbelbehaftete Strémungen als auch fiir den Fall, dass 
eine Strémung wirbelfrei ist, wobei ihr Geschwindigkeitsfeld einer Potential- 
funktion entspricht. Die Gleichung (12) wird auf eine Flachennormale b bezo- 
gen, die zu den Stromflachen f(r, z) = F(6) senkrecht gerichtet ist (Figur 1). 

Die Gleichung (12) integrieren wir langs der Normallinie aa’ (Figur 1), 
vorausgesetzt, dass die festen Begrenzungen PQ und RS des Rotationshohl- 
raums den Zustand des hydrodynamischen Gleichgewichtes der betreffenden 
Strémung erméglichen (vgl. [1] und das zweite Kapitel in [2]). Damit erhalten 


wir) : 


b ; i b 
‘pl yee 
Rib) - rp J ROO) b R(b) es 
Cn = e° C0 si 2 | 2a sea ih 2fe 0 [ , (Cy | db ; 
0 


(13) 


wobei C9 die Meridiankomponente der 6rtlichen Geschwindigkeit an der Stelle 
a(b = 0) bedeutet, die aus der Kontinuitatsbedingung ermittelt werden kann. 
Die sekundliche Durchflussmenge, die durch die Normalflache a a’ (Figur 1) 


fliesst, ist 


wobei 
J RG) dC (b) , é R(6) C 
p(s) =2/¢ § ~E db—2e [= 
0 0 


bedeutet. Da die unter dem Integralzeichen der Gleichung (14) stehende 
Funktion im ganzen Integrationsbereich stetig ist, kann man die Integration 
numerisch durchfiihren. Damit ergibt sich nach der GauBschen Formel 


; | 
- db 
h | 0 ry (15) 
Q w2n by A, ia e° Cn a p(2) k» 
Sak 


5) Vel. Abschnitt 4, Gleichung (28). 
6) Vgl. den Anhang zu dieser Abhandlung. 
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wobei die in Klammern stehende Funktion den k GauBschen Abszissen ent- 
spricht. A, sind die GauBschen Koeffizienten [8]. Aus der Gleichung (15) ergibt 
sich die Komponente ¢,,9 der értlichen Geschwindigkeit an der Stelle b = 0. 

Da zu Beginn der Berechnung die Funktion R(b) nur fiir die Grenzflachen 
des Rotationshohlraums bekannt ist, findet man die Lésung von (14) mittels 
der Methode der sukzessiven Approximation. 

Die Gleichung (13) erméglicht eine direkte Ermittlung der c,,-Verteilung 
langs einer jeden Normallinie 6 (zum Beispiel a a’.auf Figur 1), wenn sowohl 
die Drallverteilung und die Funktion C,(b) langs dieser Normallinie als auch die 
Durchflussmenge bekannt sind. 

Aus der Gleichung (13) folgt, dass die Verteilung der c,,-Komponente bzw. 
der Durchflussmenge Q iiber einen jeden Querschnitt einer rotationssymme- 
trischen Stro6mung sowohl von dem Verlauf des Dralles c,,7 = (6) als auch von 
der Verteilung des Energieinhaltes in der stroémenden Fliissigkeit abhangt. Nur 
in Strémungen mit konstantem Energieinhalt (C; = const fiir die ganze Str6- 
mung bzw. dC,/db = 0) wird die c,,-Verteilung allein durch die Drallverteilung 
c, 7 = f(b) eindeutig bestimmt. 


3. Allgemeine Bemerkungen tiber die Integrationskonstante C,(b) 


Um die Grundeigenschaften der Funktion C,(b) festzustellen, fiihren wir in 
die auf das rechtwinklige Koordinatensystem (x, y, z) bezogenen Eulerschen 
Differentialgleichungen die Komponenten des 6rtlichen Wirbels ein und erhalten 
damit: 


- ae = (=) —20,¢,+2,¢, + — : ; = 
ae 4: “ (F) tp th, Cn 2 Wy Cy + je be _| se (16) 
= Sa =: (5) Te Dy Cop 2 Oy, Oh oe = -= d ey 

wobel 

= 7 ~G) wmal(G ae) =z (Gt-S3) an 


ist?) und U die Kraftefunktion der Massenkrafte bedeutet, die mit ihren Ab- 
leitungen tiberall stetig ist. 

Wir wollen die Gleichungen (16) iiber einen Raum ® integrieren und nehmen 
an, dass eine Str6mung den Raum § liickenlos ausfiillt und sich im Zustand des 
hydrodynamischen Gleichgewichtes befindet. Innerhalb des Raums & sind also 
keine Trennflachen vorhanden (vgl. [1] und das erste Kapitel in [2}). 


*) Bezeichnungen nach (3). 


: 
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Wir multiplizieren die Gleichungen (16) der Reihe nach mit den Projektio- 
nen dx,, dy,, dz, des Elements ds = Vdx? + dy; + dz? einer stetigen Linie, die 
innerhalb des genannten Raums § liegt und folglich keine Unstetigkeitsflache 
tiberquert. Nach der Addition der damit erhaltenen Gleichungen erhalten wir 


OC» 0G, © ; 0c, ee CaN: _?p 
a dn, + —¥ dy, + SP de, + es Ce a ds | ie 


= 2 (a, Cy 2 — W, C,) dx, + 2 (Wel, — Wz Cz) d¥g + 2 (Wy Cg — We ghee | 
Die Integration der Gleichung (18) wollen wir fiir die folgenden Sonderfalle 
durchfiihren : 


a) Die Stromung ist wirbelfret 


In diesem Falle ist w, = w, = w, = 0, und die 6rtliche Geschwindigkeit hat 
ein Potential ®(x, y, z). Nach dem Satz von LAGRANGE behilt ein Geschwindig- 
keitsfeld dauernd ein Potential, wenn es zu irgendeinem Zeitpunkt ein Poten- 
tial besitzt [4]. Deshalb diirfen wir die folgende Umbildung durchfiihren: 


Oe. , Wy 7 0c, 
ey Ae > og ts 


(19) 
0 (0®@ 0 (0® 0 (o® ££ (0® 
Spa ae) oho By Car) Os * ae (ar). as (Ca) 2 
Damit erhalten wir aus (18) 
EN OO ee Thy 4 
wel tatU+e| as 0. (20) 


Die Integration der Gleichung (20) langs einer beliebigen Kurve S, die im 
Raum § liegt, ergibt: 


0®@ lose Day eo 1 
ae hg cae = Cyt), (21) 


wobei die Integrationskonstante zu ein und demselben Zeitpunkt fiir den 
ganzen Raum & gilt. Die Abhangigkeit der Konstante C(t) von der Zeit ¢ 
bedeutet, dass der Energieinhalt der Fliissigkeit bzw. der Druck im Raum ® 
durch aussere Einwirkungen variiert werden kann. 

Fiir die von der Zeit ¢ nicht abhangigen (stationaéren) wirbelfreien (poten- 
tiellen) Strémungen ergibt sich aus (21) der Energieinhalt der Fliissigkeit pro 


Masseneinheit , 


Gc 
eZ, 


ge ibe : Seles (22) 


der an allen Stellen des Raums ® und an seinen Begrenzungen gleich ist. 
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b) Die Strimung ist stationdr und wirbelbehaftet 


In diesem Falle ist der drtliche Wirbelvektor @ (@,, @,, @,) + 0. Der rechte 
Teil der Gleichung (18) verschwindet aber, wenn 


dx, dy, dz, (23) 


ist. Die Bedingung (23) bedeutet, dass die Gleichung (18) im betreffenden Falle 
auf die Stromlinien / bezogen wird: 


Galea wae ds 
a [5 mt u +2] dt 20" (24) 
Die Integration dieser Gleichung langs einer Stromlinie / (Raum §) ergibt 
c® et: t p — 
idk ed rT aagh (25) 


wobei die Integrationskonstante C,, die dem Energieinhalt der strémenden 
Flissigkeit entspricht, langs ein und derselben Stromlinie der betreffenden 
stationdren Strémung gilt. Diese Konstante andert ihren Wert beim Ubergang 
von einer Stromlinie zu der anderen, stellt aber eine stetige Funktion sowohl 
innerhalb des Raums §® als auch an seinen Grenzen dar, weil nach der Voraus- 
setzung der Raum ® keine Trennflachen enthalt. 

Wir betrachten eine Flache /(x, y, z) = 0, die zu den Stromlinien einer 
stationaren, wirbelbehafteten Str6mung im Raum  senkrecht gerichtet ist, 
und nehmen auf dieser Flache ein orthogonales Netz der krummlinigen Koor- 
dinaten 7, ¢ an. Die Integrationskonstante C; kann man als eine stetige Funk- 
tion der Koordinaten 7, ¢ betrachten. 

Kommen alle Stromlinien aus einem Raum, in dem die Fliissigkeitsteilchen 
iberall einen gleichen Energieinhalt aufweisen, so gilt die Konstante C, fiir die 
ganze Stromung. 


4. Das Verhalten des Dralles in rotationssymmetrischen 
Drallstr6mungen 


In dem Falle, dass in einer rotationssymmetrischen Strémung keine Wirbel 
vorhanden sind, gelten die Gleichungen 


O(r Cy) rs OCy ae O(r Cy) O(r Cy) 
v OZ galls Dee ay Or ae ix week: 


Daraus folgt, dass in wirbelfreien rotationssymmetrischen Str6émungen 
é,, F=,const (26) 


fiir die ganze Stromung ist. Bleibt auch der Energieinhalt der strémenden 


EET ENE 


Bie \ eh ace 
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_ ‘Filussigkeit in der ganzen Strémung gleich, das heisst C,(b) = Cy, = const, so 


a 


ergibt sich aus (13) 
: b 
db 


R(b) 
Cte” : (27) 


Eine graphisch-analytische Lésung dieser Gleichung ist wohl bekannt (vel. 
_ zum Beispiel [5]). 


Im allgemeinen Falle einer wirbelbehafteten stationaren Strémung wird das 


_ Verhalten des Dralles lediglich dadurch bestimmt, dass der Energieinhalt eines 


jeden Fliissigkeitsteilchens, welches sich langs seiner Stromlinie innerhalb des 
Rotationshohlraums #2 bewegt, nicht gedndert werden kann (reibungsfreie 


Flissigkeit!). Damit ergibt sich aus der Gleichung des Impulsmomentes der 


Masseneinheit 
d 
ar (c, 7) =0 
oder 
C. f= const . (28) 


Die Gleichung (28) gilt langs ein und derselben Stromlinie bzw. auf ein und der- 
selben Stromflache einer rotationssymmetrischen Stré6mung und ist unabhangig 
von der Verteilung sowohl des Dralles als auch des Energieinhaltes der Fliissig- 
keit in der zu den Stromflachen dieser Str6mung senkrechten Richtung. 

Die Gleichungen (26) und (28) erleichtern wesentlich die rechnerische Be- 
handlung von rotationssymmetrischen Drallstrémungen (vgl. auch [6]). 


5. Vergleich mit den Versuchsergebnissen 


Rotationssymmetrische Strémungen mit fast konstantem Energieinhalt der 
Fliissigkeit kommen oft vor, wobei nur mit einem verhaltnismdssig geringen 
Einfluss der Reibungsverluste auf die Verteilung des Energieinhaltes zu rechnen 
ist. Die experimentellen Nachpriifungen der Gleichung (13) fiir den Sonderfall 
C,(b) = const, dC,(b)/db = 0 (gleichférmige Energieverteilung in der ganzen 
Strémung) findet man in [6]. 

Strémungen, die hinter den Laufradern von Strémungsmaschinen vorkom- 
men, weisen meist keine gleichférmige Energieverteilung in Querschnitten der 
strémenden Fliissigkeit auf. 

Auf der Figur 2 findet man, zum Beispiel, die gemessenen Werte des 
Energieinhaltes (C, — g z, wobei z = const) und der Umfangskomponente Cy der 
értlichen Geschwindigkeiten in einem Querschnitt hinter dem Laufrad einer 
Kaplan-Turbine. Die Messebene liegt geniigend weit hinter dem Laufrad, 
wobei die Wande des Rotationshohlraums zylindrisch sind; die Stromung 


ZAMP IXb/42 


~~ 

658 MiIcHAEL STRSCHELETZKY ZAMP 
Cy 
™s 
v/ 

_ Ae Rea 
eh hore L Oe Se 
006 007 008 O09 O10 O11 012 
Figur 2 
Str6mung hinter dem Laufrad einer Kaplan-Turbine. 
oO ae) vorgegebene bzw. gemessene Verteilungen des Energieinhaltes 


(C, — gz) und der Umfangskomponente (C€ 
— - —— ¢,,-Verteilung nach der Formel (13); 
gemessene Werte der C,,-Komponente; 
+*—+—+—+—-+—:+-—> C,-Verteilung fiir C; = const bzw. C; — gz = const.mach der 
Formel (13). 


“wa 


kann mit ausreichender Genauigkeit als eine rotationssymmetrische Strémung 
ohne Radialkomponente der 6rtlichen Geschwindigkeiten betrachtet werden§). 

Anhand von den gemessenen Werten von C, — g z und c, wurde die Vertei- 
lung der Meridiangeschwindigkeit c,,(”7) nach der Formel (13) berechnet und 
mit den gemessenen Werten von c,, verglichen. Aus der Figur 2 kann man 
folgern, dass die berechnete reibungsfreie Str6mung [Formel (13)] mit der wirk- 
lichen Strémung vollig tibereinstimmt, was zu erwarten ist, weil die Reibungs- 


8) Die Messungen wurden in der hydraulischen Versuchsanstalt Brunnenmiihle der Maschinen- 
fabrik J. M. Voith GmbH, Heidenheim, von Dr.-Ing. W. Tuuss durchgefiihrt (vgl. auch [7)). 


oes 


eNO ny 


a a ae 
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krafte nur in den diinnen Grenzschichten an den Wanden des Rotationshohl- 
raums merkbar sind). 

Um den Einfluss der nicht gleichférmigen Energieverteilung auf das c,,-Feld 
deutlicher zu zeigen, haben wir die c,,-Werte der Strémung im betreffenden 
Rotationshohlraum fiir den auf Figur 2 angegebenen c,-Verlauf aber fiir 
C;— g2z= const (z= const) nach der Formel (13) berechnet und auf Figur 2 
durch eine Strichpunktlinie aufgezeichnet. Aus dem Vergleich der beiden 
C-Verteilungen (Figur 2) sowohl als auch aus anderen ahnlichen Untersuchun- 
gen’) folgt, dass die Verteilung der Durchflussmenge in Querschnitten der 
stromenden Flissigkeit hinter den Laufradern von Strémungsmaschinen von 
der Verteilung des Energieinhaltes unter Umstanden wesentlich abhingen 
kann. 


Anhang 
: : ; Wy ya it ; 
Lésung der Differentialgleichung ee iy ae si : [“ ; an a 


Die betreffende Differentialgleichung wird langs einer Normallinie (a a’, 
Figur 1) integriert. 


Man setzt Oem ow an 
ee ee ree og 
und erhalt damit 
Ow _ Ov vw 1 [= d(Cy 7) ae 
Pie 1. 06. (6) vw itr db db 
oder 
00 ov eet Paes E ( A(Cy 7) ae (a) 
Sob As =a ae rete db db uli 


Von den beiden Funktionen v und w kann ezme willkiirlich ausgewahlt 
werden. Es sei also v derart bestimmt, dass in der Gleichung (a) die eckigen 
Klammern der linken Seite verschwinden. Damit ergibt sich: 


b 
ov ee dv pee: l v= fey tin Cl 
OCT ae gee J BP) 


und 


wobei C’ den Wert bedeutet, den die Veranderliche v an der Stelle 6 = 0 an- 


nimmt. 


9) im betreffenden Falle ist R(b) > 00, wodurch die Gleichung (13) wesentlich einfacher wird. 
Dabei erkennt man besonders deutlich, dass jede Anderung des Boerpcinhalits c;(r) eine ent- 
sprechende Anderung der ¢,,,- bzw. c,- Komponente (c,,&¥ 0) mit sich bringt. 

10) Vel. Kapitel 4 in [2]. 


. 


| 


» | 
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Aus (a) ergibt sich damit: 


ab 
» 2 | aay 
2 cp, CORT, dC,(b) I\g 


wobei C” der Wert ist, den die Veranderliche w an der Stelle 6 = 0 annimmt. 


Damit erhalten wir: 
b b 


/ db b -2 | 2a 
‘R(b) 1 be R(6) Cy dG, r) dC (b) 
im=ow=Cred a (ccnt—2fe 0 [fe Sietl _ S | dh. 
0 
Fiir 6 = 0 ist 
Cute 3% Ce Ge 

Also 

b b : 

la ee eee b ah a 

ROO) g RO) gC,(b) gO eg ae 7) 

Cm = © bo t2ie wm A db —2 | eae 14 
0 0 


wobei im allgemeinen Falle C,(6) eine stetige Funktion der Koordinate 0 ist. 
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Summary 


Supplementing an earlier publication the author investigates axially sym- 
metric rotational flows of friction-free homogeneous incompressible fluids, which 
are in hydrodynamic equilibrium and in which not only the tangential velocities 
but also the energy content of the flowing liquid may have any distribution. The 
analysis is reduced to the calculation of meridional components of the local flow 
velocities. 

The experimental checks on the theory have disclosed that there is good 
agreement between the calculated and the measured flows. 


(Eingegangen: 13. September 1957.) 
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Zut Prandtlschen Membrananalogie der Torsion’) 


Von Fritz Stissi, Ziirich, Schweiz?) 


1. Es ist das Verdienst von Lupwic PRANDTL, als erster auf die Analogie 
hingewiesen zu haben, die zwischen der Gleichung der Spannungsfunktion ® 
eines auf reine Torsion beanspruchten prismatischen Stabes, 


: ed 020 
| ame ape Oe (1) 
O@ a@ 
Ten = Oy? Ten Oye (2) 


_ und der Durchbiegungsgleichung einer durch die Flachenbelastung q belasteten 
und durch die gleichmassige Scheitelkraft S (je Langeneinheit) gespannten 


biegsamen Membran, 
0?w 0?w q (3) 


Oho ee O92 eS” 


besteht [1]8). Nach dieser Analogie sind die Schubspannungen t durch die 
Neigungen der Membran und das resultierende Torsionsmoment T, 


F 
T= 2//waxdy, (4) 


durch den doppelten Inhalt des von der Membran und ihrer Grundflache um- 
schlossenen Volumens gegeben, wenn die reduzierte Belastung ¢/S dem Wert 
2G # entspricht; dabei bedeutet G bekanntlich den Schubmodul des Stab- 
materials und # die Anderung y’ = dp/dz des Verdrehungswinkels q iiber die 
Langeneinheit. 

Die Prandtlsche Analogie ist wertvoll, weil sie das Torsionsproblem veran- 
schaulicht und weil sie seine experimentelle Untersuchung (« Seifenhautgleich- 
nis») erlaubt. Dariiber hinaus fiihrt sie auch auf eine einfache numerische 
Untersuchung des gegebenen elastizitatstheoretischen Problems, weil sie die 
Verbindung mit einer statischen Aufgabe herstellt, die durch die Mittel der Bau- 


statik gelést werden kann. 


1) Bs sei mir gestattet, meinen Gliickwunsch an Prof. J. ACKERET durch diesen erganzenden 
Hinweis auf eine bekannte Arbeit seines auch von ihm verehrten Lehrers Lupwic PRANpDTL dar- 
zubringen. 


2) Institut fiir Baustatik an der ETH. / en 
3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 667. 


662 Fritz STUsst ZAMP 


2. Eine gespannte biegsame Haut kann statisch ersetzt werden durch zwei 
Scharen von sich rechtwinklig kreuzenden Hautstreifen, die je einen Anteil ¢, 
bzw. q, der Belastung g aufnehmen, 


Ve + Wy = - (5) 


Die Aufteilung der Belastung g auf die beiden Streifengruppen ist nun nicht 
mehr durch Gleichgewichtsbetrachtungen bestimmbar, sondern von den Ver- 
formungen abhingig; die Aufgabe ist statisch unbestimmt. 

In der Baustatik sind zur Lésung solcher statisch unbestimmter Aufgaben 
zwei grundsatzlich verschiedene, einander jedoch dual entsprechende Methoden 
aufgestellt worden, die Kraftmethode und die Deformationsmethode, die beide 
auch zur Lésung der Membranaufgabe und damit des Torsionsproblems ver- 
wendet werden kénnen. Gemeinsame Grundlage beider Methoden ist der Zu- 
sammenhang zwischen Belastung und Durchbiegung eines Membranstreifens 
bzw. eines biegsamen Seiles, der beispielsweise fiir die x-Richtung durch die 


Differentialgleichung 02 
Ww x ¢ a 
== q : (6a) 


das heisst statisch durch ein Seilpolygon bzw. die Seilpolygongleichung [2] 


Wot 2 we 


mer = Ae Ke (2) (6b) 
gegeben ist. Fir stetig verteilte Belastung g, wird die Knotenlast K,, bei glei- 
chen Intervallen Ax sehr gut durch die « Parabelformel » 

Kn (Yu) = - (4x, +1092, + Gx, 1) (6c) 
angendhert. 

Die Gleichungen (6) driicken bekannte Zusammenhange der elementaren 
Baustatik aus ; sie sagen namlich aus, dass die Durchbiegungen w eines Membran- 
streifens wegen S,, = M wie die Momente M eines einfachen Balkens infolge 
der Belastung 

= 4 


berechnet werden kénnen. 


3. Bei der Kraftmethode zur Berechnung statisch unbestimmter Systeme 
werden Kraftgréssen («iiberzihlige Gréssen») als Unbekannte eingefiihrt, 
wobei die Bestimmungsgleichungen durch Aussagen tiber die Formanderungen, 
die sogenannten Elastizitatsbedingungen, geliefert werden. Fiihren wir die 
Belastungen p, der Membranstreifen der x-Richtung als tiberzahlige Gréssen 
ein, so sind die Belastungen der y-Streifen durch die Gleichgewichtsbedingung 
(5) bzw. durch 4, = py — p, bestimmt, wobei fo = 2G’ betragt. 
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Bei den Elastizitatsbedingungen sind zwei Gruppen zu unterscheiden 
(Figur 1): in den Kreuzungspunkten a miissen die Durchbiegungen w (bzw. die 
« Balkenmomente» M) der beiden Membranstreifen gleich gross sein, wahrend 


‘i 


xf 


Figur 1 
Bezeichnungen. 


an den Randpunkten 0, an denen ja die Schubspannung t tangential zum 


Randpunkt verlaufen muss, die Randbedingung 

Ow . Ow 

py Se + 5 cosa = 0 (7) 
gilt. Dies bedeutet zundchst, dass die Durchbiegung w langs eines Randes 
konstant ist ; fiir den Umfang eines einfachen vollen Querschnittes ist im Sinne 
unserer Balkenanalogie w = 0 anzunehmen. Mit 


kann Gleichung (7) durch die «Querkrafte» Q ausgedriickt werden: 
Q, sin« + Q, cosa =0. (7a) 
Gleichung (7a) bedeutet die Elastizitatsbedingung zur Ermittlung der Rand- 


belastungen #, und #, im Randpunkt 0. 
Fiir einen Randpunkt ¢ auf einem zur x-Achse parallelen Rand ist nicht nur 
Ow/dx = 0, sondern auch ew 


or 


“an px =O, 


so dass hier p, = fo wird. . 
Die Berechnung soll noch an einem einfachen Beispiel gezeigt werden: Wir 


bestimmen das Torsionsmoment T und die grésste Schubspannung T,,,, fiir 
einen Rechteckquerschnitt mit dem Seitenverhaltnis 6 = 1,5 a. Es sei absicht- 
lich eine sehr grobe Feldteilung gewahlt (Figur 2a). Da wegen der zu den 
Achsen x und y parallelen Rander die Randbelastungen bekannt sind, miissen 


Fritz Sttsst 


Qmax = Tmax 


4 Ay 


Q=/p, ax +C, 


lh 72 
" 
a 
$ at 
1 Mmax\~ “max 
1. | M=Saar+6 
ie Peart | : 
é a) b) 
Figur 2 - 
Rechteckquerschnitt. 


nur zwei unbekannte Belastungswerte #,, und #,, berechnet werden, fiir die 
sich durch Gleichsetzung der Durchbiegungen w, und wy, in beiden Richtungen 
aus elementarer Rechnung die beiden Bestimmungsgleichungen 


oy = A (by + 5 Pa.) = 42 [ho + 11 (Py — ba.) + 6 (Po — bal; 
0, = 55 (by + 5 Pz,) = A> [hy + 12 (by — Pe.) + 11 (by — Pa) 
oder geordnet und mit Ay? 152 ae 


44,75 py, + 13,50 py, = 36,50 Pp, 27,00 py, + 44,75 pe, = 50,00 po 
ergeben; die Lésungen betragen 
Pu, =9,5851 4, pu, = 0,7643 pp. 


Denken wir uns nach Figur 2b die Verteilung von #, durch eine quadratische 
Parabel erfasst, so ergibt sich durch Integration 


Orgs = oe (Do ate pe,;) ) ME ce = a (Do =a Px,) ’ 


ibis eolaay eV mi 


Vol. IXb, 1958 Zur Prandtlschen Membrananalogie der Torsion 665 


- Die grésste Schubspannung tritt in der Mitte des langeren Randes auf und 
- betragt mit Ax = a/2,4,=2Gy' 


Tmax =~ (1,0 + 2+ 0,7643) 2G = 0,843 aG g’; 
_ der Unterschied gegeniiber dem von S. TImosHENKOo [3] angegebenen und als 


_ genau anzusehenden Wert 0,848 a G g’ betragt 0,6%. 
Das Torsionsmoment T bestimmen wir, indem wir aus den Werten 


Mes ax > [w dx = 3,340 ate fiir Punkt 1, 


4,057 fiir Punkt 2 
das doppelte Membranvolumen mit der Simpsonschen Regel bestimmen: 
a? b 7 , 
P=2(2-4- 3,340 + 2- 4,057) = - 75 269 = 01935 ZB bGo 


- mit einem Fehler von 1,3°% gegeniiber dem von S. TIMOSHENKO angegebenen 
Wert 0,196 a2bGq’. 


4. Die Berechnung statisch unbestimmter Systeme nach der Deformations- 
methode ist dadurch gekennzeichnet, dass die unbekannten Kraftgréssen zu- 
nachst durch die Formanderungen ausgedriickt werden; diese Werte in die 
Gleichgewichtsbedingungen eingesetzt, liefern die gesuchten Bestimmungs- 
gleichungen. Auf die Membrananalogie iibertragen, sind die beiden Belastungs- 


anteile 
0?w 0?w 
ae Ve s.r Le 


in die Gleichgewichtsbedingung 


02w 0?w i 
Pot fy =Po: pet Oy? =—pf=—2G9 


einzusetzen; die Differentialgleichung der Membranausbiegung erfasst somit 
das Problem in der Formulierung der Deformationsmethode. 
Fiir die numerische Lésung sind die beiden Seilpolygongleichungen 


An* 
OO ae: = ie bp, > Vins = SP (Pet —1 ae 10 Pim fae Prim e M 


derart zu kombinieren, dass alle Belastungswerte p, und #, durch die Gleich- 


§ 
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gewichtsbedingung eliminiert werden kénnen; dies fiihrt auf das in Figur 3 
dargestellte Rechenschema. 


=12 py Ax? Ay? 


Figur 3 
Rechenschema. 


Fiir das Zahlenbeispiel der Figur 2 ergeben sich so die beiden Bestimmungs- 

gleichungen 
125 w, — 35,5 0, =13,5a2Gy’, —T1lw,+1250,.=35e6¢ 
mit den Lésungen 
w, = 0,16534 a427Gqy’, w,=0,20192 a*Gq’, 
woraus sich die Werte 
pe, =1,1873 Gy’, py, = 15384 Gg’ 
aeenen Analog zu friither erhalten wir damit 
Teg =O, 8464869, T=O019aoGg 

mit Fehlern von 0,2% bzw. 0,5°% gegeniiber den genauen Werten. 

5. Die Rechnung ist trotz der zu groben Feldteilung erstaunlich genau. 
Dabei zeigt die Deformationsmethode die gréssere Genauigkeit, was offenbar 
darauf zuriickzufiihren ist, dass hier die Belastung # durch Flachen-Knoten- 


lasten erfasst wird, wahrend wir bei der Kraftmethode mit Linienlasten gerech- 
net haben. 


Bei einer Einteilung a = 4 Ax, b = 6 Ay, das heisst mit 6 Bestimmungs- 
gleichungen, ergeben sich folgende Werte: 


Kraftmethode: Tmax = 0,8472aGq’, T=0,1950 a bG gq’, 
Deformationsmethode: 0,8477 aG q’, 0,1953 42 b'G 9, 


mit praktisch bedeutungslosen Unterschieden gegeniiber den genauen Werten. 
Die Ergebnisse dieser genaueren Rechnung sind in Figur 4 durch die Niveau- 
kurven der Durchbiegungsflache w dargestellt. 


SS an) 


4 
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| Der Vorzug der grésseren Genauigkeit der Deformationsmethode wird mit 
zwei Nachteilen gegeniiber der Kraftmethode erkauft: Erstens ist die Defor- 


-mationsmethode in bezug auf die gesuchten Kraftgréssen (hier #) eine indi- 


rekte Methode; die Belastungen # miissen zusatzlich aus den Durchbiegungen 


T 02 


Q 


1 sore 


la Y. b=tha 


Figur 4 
Niveaukurven. 


w berechnet werden. Schwerer wiegt der zweite Nachteil: Bei beliebig geformten 
Querschnitten lassen sich die Randbedingungen nicht mehr immer auf einfache 
Weise formulieren, wahrend die Kraftmethode immer direkt zum Ziel fiihrt. 
Analog wie die Membrangleichung kénnen auch Platten- und Scheiben- 
probleme numerisch nach der Kraftmethode [4] oder nach der Deformations- 


methode [5] gelést werden. 
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Summary 


Lupwic PRANDTL’s membrane analogy reduces the problem of torsion, which 
involves the theory of elasticity, to that of calculating a membrane, which relates 
to structural statics; this enables a solution to be found by means of the known 


methods applied in structural statics. 


(Eingegangen: 5. Oktober 1957.) 


668 ZAMP 


Parallel Effects of Bulk Viscosity and Time Lag 
in Kinetics of Non-Monatomic Fluids’) 
By Purixos THEODORIDES, College Park, Maryland, USA?) 


In his classical treatise of gas dynamics [1]*), Professor J. ACKERET referred 
to the first invariant of the total stress tensor—in regard to Pjyn = (1/3) D’ bai 
%,V,2 


—with an early warning. He wrote: ‘Ohne weiteres darf dieser Druck nicht mit 
dem in der Gasgleichung, f/o = RT, vorkommenden identifiziert werden.’ His 
prophetic statement is gratefully acknowledged as a source of inspiration for 
the following lines. They are contributed in deep affection and admiration of 
his personality. 


1. Introduction 


Let a macroscopic flow be considered, and parallel to it an imaginary inner 
surface. Darting across it are particles in random thermal motion, yet mo- 
_ mentum of gross flow is carried as well by the molecules. Impulses are thus 
conveyed by means of collisions over the imaginary border in either direction. 
So, if there is a gradient of gross velocity, molecular agitation accounts for a 
transport of momentum at right angles to the mass flow. The global effect 
appears as shear viscosity. 

Similarly, temperature gradients are antagonized by conduction of heat as 
directed by the second law of thermodynamics, and gradients of concentration 
cause diffusion in gas mixtures. The kinetic picture helps clarifying the indi- 
viduality of a fluid in non-uniform fields of gross velocity, temperature and 
concentration. Continuum theory accounts for such antagonistic effects by 
specific values of global physical parameters (u, k, D). These classic transport 
phenomena occur no matter how many atoms compose a molecule. 

But if complex, the molecules of a fluid show in general a lack of rigidity, 
unless adequate cooling has frozen one or more of the admissible, inner proc- 
esses. Conversely, as temperature is being raised in a complex medium, typical 
events may occur that are unthinkable in a monatomic fluid. The non-mona- 
tomic status determines, according to range of temperature and kind of fluid, 


1) This work is part of an investigation supported by the United States Air Force, through the 
Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command on contract AF-18 
(600)-428. 

*) University of Maryland, Institute for Fluid Dynamics and Applied Mathematics. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 684, 
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one or more of the following distinctive processes: atomic vibrations within 
molecules in several normal modes (symmetric, antimetric, flexural -ete)iva 
disruptive loosening of intramolecular bonds, structural changes in liquids, 
specific chemical reactions in any fluid, etc. 

At higher temperatures, extensive dissociation, ionization, and recombina- 


_ tion tend to obliterate the peculiarities of initially complex gases. They behave 


: 


4 


then as mixtures of various species like: monatomic components, ions and 
electrons, and proceed finally into the plasma state. 

Let our present interest be in a range of conditions preserving the non- 
monatomic character of the fluid, yet involving notably one inner process only, 
and let this be a single mode of vibration within molecules. It may be so either 
because the fluid is diatomic or on account of a temperature that is not high 
enough to excite but the lowest eigenfrequency of triatomic or polyatomic 
molecules. 

The classical transport phenomena dissipate energy without regard to 
simplicity or complexity of colliding molecules. In non-monatomic media, 
however, additional irreversible processes hail from the aforesaid typical 
phenomena. This means bulk viscosity and an equivalent time lag. Under 
specific conditions thermal elastic relaxation may even account for almost the 
entire dissipation [38]. 

This seems to be nearly so in supersonic flight at great altitude, as growth 
of the air’s kinematic viscosity with elevation reduces the Reynolds number 
(Re) for unchanged product (M1) of Mach number (M) times a typical reference 
length (1). Accordingly the flow around a missile at certain heights may be 
treated as laminar to a certain extent even for M1-values that would corre- 
spond to an over-critical Re near ground. The boundary conditions are not 
changed appreciably if the surrounding air is not too rarefied as presently 
assumed. 

Pure kinetic theory moves on the hard path of integrating the Maxwell- 
Boltzmann integro-differential equation for non-elementary cases on specific 
boundary conditions. This implies overcoming as well tough hurdles of delicate 
existence and unicity proofs as to solutions under non-equilibrium conditions 
in complex media. Though rather promising, this method would seem still far 
from producing conclusive results (cf. Truesdell contribution in [29]). 

It may be worth while trying an intermediate method on a quasi-continu- 
um basis [26] set forth for tri-axial flow [32]. While interpreting kinetically 
some of the physical parameters, the endeavor rests on the differential equa- 
tions for conservation of mass, momentum and energy. Through effects of 
bulk viscosity and quadratic shear viscosity the N avier Stokes equations are 
generalized. 

The latest NBS data [31] on thermal properties of gases, as based on the 
spectra and statistical thermodynamics, include anharmonicity and inter- 
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action effects on quantized intramolecular degrees of freedom. Their availa- 
bility makes worth while an effort to reconsider the conditions of shock tran- 
sition with after-effects trailing the shock front. 

The scarce data on compression viscosity hail from experiments in ultra- 
sonics [17, 19]. 

Because of unavailable empirical data on separating nonlinear viscosity, 
the gap is bridged after GmBarc and Paorucci [26], by kinetic Burnett 
numbers of third approximation with Sonine polynomials. 


2. Elastic Waves (Plane, Longitudinal) in Non-Monatomic Fluids 


Complex fluids differ from the monatomic ones in general as to transmission 
of longitudinal elastic waves, when these combine either: (1) Very small inten- 
sity with ultrasonic pitch [13, 17] (up to 10° Hz and beyond), or (2) finite inten- 
sity with supersonic rate of propagation [40, 41]. The latter properties charac- 
terize the shock wave liable to originate from a disturbance in a supersonic 
flow, an electric spark, an explosion (chemical or nuclear). 

Unhke the behavior of fluids in the subaudible and audible range, ultra- 
sonics revealed: (a) in gases, a molecular dispersion, i.e., a small increase (a 
few percent) of phase velocity with wave frequency. (b) In both, gases and 
liquids, an added dissipation of wave energy from molecular causes, in time- 
dependent processes, i.e., as bulk viscosity effects. The absorption seems to 
grow with molecular complexity of the transmitting medium. (c) In liquids, 
eventual activation of structural changes (time-dependent) and even a sem- 
blance of shear elasticity. 

In gases both dispersion and absorption are observable at the available 
upper limits of ultrafrequency, and the dispersion curve g? (In @w) shows a point 
of inflection at almost the same critical value of the circular frequency (@) that 
maximizes the absorption coefficient. Then, the reciprocal of w,,, measures 
the relaxation time referred to a reduction of the wave intensity by a factor 
gona, 


3. Triaxial Flow with Trimerous Viscosity [32, 33, 41] 


(a) Tensor of Total Stress 


Let first the notation be clarified as follows: Time rate of strain elements: 


K=Uy, E=Uy+V 


: 
| 
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Time rate of relative bulk variation: 


| Ae es ot D 
tne B mo Mme ptyed, 
: Me Ny Pa eT 7 
Ma N05 Vy t 1, ° D=A+A =| ¢ 28 €£ |, (2) 
Wy Wy W, U7] ¢ 2y 
Dt=AAT+ ATA + AY 4 (AT)? (4,5), @) 
ig g = 4 07 + 62 + 7?, Qizy =Ayy=2(a+Plet+nl, 
! 
Uy y =e +4 B+ 0, dyy=dyy =2(B+y)C+en, (3a) 
diz) ay n° + ¢* a0 yee ds x) = 4s) =2 (y + at) 4] a 


Particular case of uni-axial flow, e.g., in x-direction only: 
dx x) =4a2=4 x2, Avy yy =Q)= de) = Bi, (¢ +4). 


A linear matrix of strain rate is symmetrized as a sum (D) of the asymmetric 
matrix (A) and its transpose (A). In view of isotropy, the nonlinear terms 
in matrix J’ of viscous stress should be even functions of D with coefficients 
4; in the expansion marking physical parameters of viscosity in function of 
temperature. 
Thus 


but 


an a Pk 


2n +1) 


As we retain only the first three terms (7 =1), we write 
P=" (yD) Ay + Ag) D + Ay D? = MT) 81 + (TD +9(T) D2. (A) 
0 


At a higher range of temperature, non-monatomic fluids may become the 
seat of inner processes like atomic vibrations within molecules implying bulk 
viscosity or the equivalent notion of a finite relaxation time. Moreover, inclu- 
sion of nonlinear viscosity would seem justified when such inner phenomena 
occur at a high time rate. But trimerous viscosity (A, 4, ») should suffice. 

Conversely, slow-rate conditions allow to neglect even quadratic viscosity. 
In particular, flow problems, if not occurring under high pressure, seem to ad- 
mit for all monatomic gases one and the same constant ratio: A/u = —2/3 


(Maxwell-Stokes hypothesis), 1.e., # = A+.2 w/3 =0. 
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The viscous stressing — matrix J"= (s; ;)—is superposed to the static pres- 


sure as given by the equation of state 
p= To=RTo. 
Thus, the matrix, ?, of total stress becomes 
C—~p1—l=(p—A0)I-pD-—vD*?, 
or in terms of the modulus of bulk viscosity, 


waht =u, 


P = (6-20) I—w(D— 3 61) —y D¥= (hy,y)- 


The matrix elements of total stress for a general, tri-axial flow are 


6 
Pun =P —xO— 2h (« ¥ 3] V4)» Ploy = Pyn = —(ME+V Ay), 
p =p—%d—2u (6-5) —vd iss weedy ieee Paper eae 
() 3 wa)? Pea = Poy = — (uo + wah 


6 
Poon) =p—xd0—2u (v ae +] aan Dies) Pisx 7 Pixs) =—(un+y Ge x) 


These formulae may be condensed in 
Bij = (6 ~ #0) OG) — (4, + Hy, — = 9 9G, i) — dG 5s 
yielding as normal stress (t =7, 0); = 1) 
Pin =? —2d—2u (mp, 5) 9 de, 
and as shear stress (1 +7, 6, ;) = 0) 


Pi; = — pe (uy (i)j ai Uns — v dy 5) 4 


(10a) 


(10b) 


If the flow is uni-axial (e.g., in x-direction only), the stress components are 
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In tri-axial flow, the mean value of the three orthogonal normal stresses at 


viscous conditions (Dayn) differs from the counterpart (p) in uniform flow by 
an amount : 
; ‘ | 1 
‘ B= Pin P= = J) big RT Q=—xd- > Sd, | 
%,V,2 X,Y,% 
2 
zg =—2%6— {2 (a? + B2 + y®) + e+ C24 yh | 
_and specialized for uni-axial flow 
2 we 
uni-axial — — % Uy, — = VU,. (11a) 
If, moreover, nonlinear viscosity be negligible 
Zea stee 
By, = —*d =—(A+ 5 p) divd, (1b) 


for compression (6<0): py, > RT @, 
for dilation io: pu2— RT 0: 


Evidently By, ,,) would vanish for either 6 = 0, x + oo (incompressible behavior) 
or x =0, 6+0o (Maxwell-Stokes hypothesis). 

The latter may hold, as previously stated, in monatomic gases as long as 
flow conditions preclude immoderate values of the state variables, 1.e., if 
neither pressure is to become very high (Enskog thesis, Uppsala 1917) nor 
temperature (ionization negligible). 


(b) Conservation of Mass 


5 = D errs Dt Aa 
o, + div (9b)=—* +e divi =9 =" —divi =0, (12) 
div b = —0-1(0,+ “02+ Oy + 0,) #0. (12a) 


(c) Conservation of Momentum 


Woe =Vr. (13) 


The vector equation (13) generalizes NEWTON’s law in stating that the 
product of mass density and substantial time derivative of the velocity vector 
equals the divergence of the stress tensor. For a tri-axial flow with negligible 
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effects from body forces the kinetic equation in x-direction reads 


D 2 ‘ 
0 ree = Pear ait Pins zr Pune = Px Pa (2 0) 5 ean (u 6)» —2 (wu Uy) x (14) 
7 (u On rs (u )s ae (y dix ny)a ¥ (v dy Ay a (v dian)s - 


By cyclic interchange, similar equations obtain in directions y and 2. 

For independence of the viscosity parameters between themselves, as well 
as from the coordinates, and neglect of body forces, the equations of motion 
read: 


Du 


lM : = 
Oo = Pans t Bay + Pune — Pam (e+ 5) os LV ve, 
Dy im 3 
OH Payne Pudoo Poverty me (x + =) Ot Verar eH, (15) 
Dw 7 8 
0 = Pans t Pyny + Pugs =P: — (+ 5 6, Vin vZ, 
Du _ 
i U,+U,w+ Uv + u,v, & = iy at Fy ay + Aiaae? 
Dov 
ap er te, OF Uw, Heed ae ya eae (15a) 
Dw aa 
Gr rt Wh + WY + WD, Z = bins diy y + Un z- 


These component equations (15) may be merged in the single vector equation 


o(0,+ 576) =gradp | 
(16) 


= 3 bd 
— («+ 4) grad divb -wV?b—v(WF+7H+k2). | 


For negligible quadratic viscosity and validity of the Maxwell-Stokes 


hypothesis the kinetic equations degenerate into the classic Navier-Stokes 
system. 


(d) Balance of Energy Flow 


The function ®,,,,,,, shall express for the general case the dissipation of 


energy by viscosity, i.e., conversion of power per unit volume from gross 
motion into heat. 


Poo, nn) = Sua) © + Sin B+ Sen ¥ + Syn) + Sipyy C+ Six2) 1 


= 88+ {5 [le —f)®+ (B—7)2+ ly a tetents cel  b (7) 


+0{a diy t+ Bdyy+yduy te ey +o dyn +7 den} 


es 


* 
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By integration over the volume Q 
Pia) = 4 Po, y,») 42. 
(2) 


Neglect of the nonlinear terms reduces the general expression (17) to the follow- 
ing extension of RAYLEIGH’s function 


Duy =H 88 + {5 [la —B)+ (By)? + a) + ets Cee yhh Hk 
17a 
= AG? + {2 (a + BP + y?) + e% +24 C7. 


Finally with x = 0, the expression (17a) yields 


Psa Hg Ue—B)?+ B—y)?+y—a)| ters cetyl. (170) 


The balance between input and output of heat at general kinetic conditions 


_ means the following differential equation of the temperature field 


dt ee on 20, D 0, 
(6 ae cw) er ee div (R grad T) ee < : (18) 


dt Q dit 
dynamic viscous heat heat total heat 
convection dissipation conduction suurces dissipation sources 


The terms of equation (18) express power per unit mass of a compressible 
medium. Its last term is the time rate of source heat per unit mass supplied 
from outside by a chemical or nuclear reaction. Exothermic and endothermic 
processes contribute with opposite sign. The factor in front of the substantial 
derivative of temperature is the specific heat for a change of state along the 
path of the mass unit. 

The three kinetic equations of general type (15), the continuity equation 
(12), the energy equation (18), and the equation of state (5) are intercoupled. 
Moreover the physical parameters depend all on temperature, and some of 
them also slightly on pressure. Therefore the integration of so general a group 
of basic equations for tri-axial flow is rather entangled. 


4. Normal, Stationary Shock Wave with Variable Specific Enthalpy 


Originally, RrEMANN (1860) conceived the compression front as a mathe- 
matical discontinuity (infinitely thin strip of transition). RANKINE (1870) ac- 
counted for the irreversible transfer of energy. Huconror (1889) established 
the correct energy equation for gases passing through a shock wave. STODOLA 
(1903) materialized a compressive surge in steam nozzles, and analyzed the 
normal stationary shock. TAYLOR (1910) clarified the conditions in weak transi- 
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tions. BECKER (1922) calculated, for a constant Prandtl-number, a strip width | 
of the order of one mean free molecular path, i.e., about 1/10 of a micron for 
normal conditions. At present [35, 44] a front width of many free paths would 
seem likely for not too high values of Mach number. 

The actual interest in the problem is focussed on variable dimensionless 
enthalpy and transport properties as well as inner processes trailing the shock 
with a time lag linked to bulk viscosity. 


(A) Assumptions 


(1) Initially supersonic, steady, uni-axial flow in x-direction. (2) A shock 
front is caused by a disturbance. To an observer attached to the x-axis, Le., 
moving with shock speed, the front is stationary. (3) At stations appreciably 
upstream (cold domain; subscript 1) or downstream (hot domain; subscript 2) 
of the front, there is uniform flow (u,=0) and thermal equilibrium (T,= 0). 

The dependency of enthalpy on temperature is accounted for. Thus with 


y di 


acres y—1 d(InT) 


the specific heats are 


er eae di . 
eo = gre =F (§ + ae): eimagr 7% tage 


Their ratio is 


_ %@) a et ' di -1 
aha (: ~ a(n) (: ary 1) (20) 
The squared speed of sound is 
ve be? k. di di -1 


(B) Basic Relations 


The basic equations of this particular case follow from our general relations 
for vanishing components and derivatives in regard to y and z, as well as 
vanishing partial derivatives in regard to time. 


(a) Equation of State 


Unchanged =RTo. (5) 
(b) Stress 
os as 
Pie = —P+Sey=—Ptuu,+ > uu, +4nu7, (22) 


Sun = A+ 2m) ut 4u? nu, + + wu, +402, (22a) 


2 
a 


{ 


5 
7 
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The Burnett numbers [4, 5, 20, 26] 


fh Tara 
Oo; = ; 
. ely Lu ork Bar 0: 
= TRS a 
Weed; aaa an 
Ws a aT” (23) 
Oa — on Oe=—s 


are used in expressing our coefficient of nonlinear shear viscosity as follows [41] 


@ 7 2 2 
2 1 bb 2 Ip du 16)\ we 
(= ig 2+ 37) 5 = (5° Gr an (24) 


(c) Conservation of Mass 


(9 u),=0, (25) 
hence 
o 4 =const = 9, 44. (25a) 
(d) Conservation of Momentum 
CWP, Sa (26) 
hence 
au Por Sam to. (26a) 
By entry conditions 
b=), + 0%, 


because the flow is assumed uniform at the boundaries (1, 2). 


(e) Conservation of Energy 


We assume the shock intensive enough to excite molecular vibration. This 
implies an abrupt rise of the temperature up to 7; > 600°K over a thin zone of 
transition. Behind the shock front the temperature and the other variables of 
state adjust gradually to their values at the new thermal equilibrium (station 2). 

The initial thermodynamic state is fixed by 7, and #, chosen at a strato- 
spheric level, while a set of different values is assigned to the final tempera- 
ture-{T 5). 

For end states of uniform mass flow (w,=0) and vanishing heat flow 
(T,,=0), the conservation relations become directly integrable, and so yield 


the constants of integration a, 0, c 
= Caity = Co Mos 
b=f,+4U,=p, 1 aU, 
om (ue +24, RT) = (ug + 24, RT). 


(27) 
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Here the values of a, b, c depend on finding previously the speeds “, and 
u, Which are consistent with the chosen initial values for the state variables 
(station 1) and the temperature (T,) at the new station of thermal equilibrium 
behind the shock. 

To this end we solve the following equations for u, and w, 


RT IRAE 
Wer eta tacks age (28) 
“f+ 2R1,T, =u, +2 Ri, T,- (29) 


Relation (28) is derived by combining the equations for conservation of 
mass (25a) and momentum (26) with the equation of state (5). Relation (29) 
is the energy equation for our end state conditions. It holds only for u,=0 
(uniform stream), and T,=0 (no heat flow) at the boundaries, i.e., on both 
sides of a thin zone of transition. 

An asset to the computation of asymptotic boundary conditions is the 
availability of the function 7(T, #) in tabulated form for many gases [31]. 

With nondimensional variables 


rears Us 
e ree ns My 
equation (28) yields 
uz v—T , 
Bie a vos ty 4a) 
equation (29) yields 
ut _ 2(t4,—74 4) ; 
ee (29 
By equating (28’) to (29’) the following quadratic equation results 
v?—24u—r=0 (30) 
with 
; 1 : : 1 
4 = (5 in) pM hea a (30a) 
A meaningful solution is 
U . 2 5) 
ya Tait (P+ ay. (31) 


Then with u,, u,, T,, Tz known, and the state equation holding, the three 
constants of integration (a, b, c) become directly calculable and allow to 
complete and check a table with regard to all desirable characteristics of the 
end states. 

This method is similar to that initiated by BETHE [7]. He clearly dispelled 
as fallacy any influence of transport phenomena and relaxed inner processes 
on boundary conditions of thermal equilibrium and uniform flow. Intermediate 


Vol. IXb, 1958 Parallel Effects of Bulk Viscosity and Time Lag 679 


_ occurrence of non-equilibrium as well as current transport phenomena do only 
affect the structure and width of the transition zone. 

We were fortunate to base on the NBS-Tables the numerical values re- 
garding the dimensionless proper enthalpy 1(T,p) and the specific heat ratio 
y(T,p). Their dependence on pressure is slight over the relevant range. 

The free choice of final temperatures (7) was associated with estimating 
the probable values of final pressures (f,). Mostly one iteration sufficed in 
order to obtain satisfactory agreement between estimated and computed #,- 
values. 

On this basis we calculated the end state characteristics of shock waves in 
molecular nitrogen, atmospheric air, molecular oxygen and carbon dioxide 
with T, = 218°K, p, = (0-1) atm corresponding to an altitude of 52,898 ft 
= 16-134 km of Standard Atmosphere. The set of end temperatures was equally 
spaced by VT = 200°K. It covered the interval 400°K < T, < 2000°K for No, 
O, and air, while 300,K < 7, <1500°K was taken for CO,. 

These asymptotic boundary conditions are used for the numerical integra- 
tions in the zone of shock transition with trimerous viscosity, heat conduction 
and specific heats dependent mainly on temperature and only slightly on 
pressure [44]. For conditions of equilibrium nearly prevailing and time lag 
almost negligible, the basic relations for uni-axial steady flow with non- 
vanishing gradients of speed and temperature are 


ou = const =a, 
au=—pt+(A+2p)u,+4vu7+, 
=—ptuu,t > wu,t4vu2 tb, 


RT,,+(R,—4¢q)T,+ (au b) u, =0. 


The third equation of this group expresses the balance of energy in the one- 
dimensional case in a steady field of temperature and speed (0/0¢ =0) with 
no sources or sinks of heat. It is linked to viscous effects by the momentum 
equation yielding: au —b=—f+ Sj. We may distinguish two categories 
of fluids, namely: ie: ; 

(a) Gases, like nitrogen, for which reliable data on bulk viscosity hail from 


ultrasonics [17, 19]. 
(b) Most of the gases and liquids for which, at present, little is accurately 


known as to bulk viscosity [6]. 


Category (a) 


Here x/u = const, and the linear linking of bulk viscosity to ordinary shear 
viscosity follows from ultrasonic experiment. Implied is then the same depend- 
ency on temperature in the two modes of viscous dissipation. 
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On such a first approximation rest the preliminary numerical solutions 
which we have recently communicated [44] in regard to the broadening of the ~ 
profiles for velocity and temperature on account of a varied shock intensity in 
molecular nitrogen. 

In the range of envisaged conditions, the Becker profiles (constant Prandtl 
number) are considerably dilated (order of dilation: 10:1) mainly because the 
actual temperature variation influences appreciably the physical parameters. 

Quantitative results were reached as well in regard to an additional dila- 
tion in above profiles on account of bulk viscosity. The latter was based on 
the excess absorption of wave energy in ultrasonics [19, 40, 44]. 

In this connection we found the Stokes hypothesis affecting more the 
temperature distribution than the velocity profile. While the former’s profile 
width appears as waning with waxing shock intensity, the less pronounced 
Stokes-effect in the velocity profile was revealed of opposite sign [44]. 


Category (b) 


Here, relaxation [6] should compensate for unavailable data on bulk viscosity. 
This means accounting for a very small but finite time of adjustment (f) over 
a very small but finite distance between stations of equilibrium. 

Let a single mode of vibration be the only unfrozen internal process. Then 
the total nondimensional proper enthalpy may be split as follows: 


with 2,,, being nearly constant. 


Kind of Molecules 


Non-monatomic 


Diatomic linear : 
non-linear 


| Monatomic 


a) | 3/2+-1= 2:5 | 5/2+1= 3-5 | 6/2 Picks 


Thus the energy equation over the non-equilibrium process may read: 


. ; 4 2 2 
ig RT +4, (T) RT + _ = S (34) 


5. Concluding Remarks 


. Since the advent of the high speed electronic computer, a lack of solutions 
in closed form is no more an impervious barrier precluding further analytical 
interest in the mathematics of specific physical problems. 


——— 


Vol. IXb, 1958 Parallel Effects of Bulk Viscosity and Time Lag 681 


Numerical integrations, however, regarding relaxation phenomena on the 
basis of the excellent theory of Lanpav and TELLER still suffer mainly from 
haziness as to the evaluation of collision cross-sections. 

An alternative would be to try to remedy the present paucity of knowledge 
about bulk viscosity of various fluids and the law of its thermal variation. In 
this respect, the ultrasonic experiment should be very helpful if conducted 
systematically on a variety of utmost pure fluids and extended over a wide 
range of values for the state variables. 

From a different angle, important theoretical research is now in full evolu- 
tion on a closer analysis of non-equilibrium rate processes particularly in chemi- 
cal kinetics [42, 43]. One of these recent publications discusses the relaxation 
of a system of harmonic oscillators contained in an isothermal bath. May the 
hope be expressed that such a sound approach could be soon extended to 
include also secondary effects of anharmonicity and interaction between 
periodic modes. 


6. Notation 


A superposed dot means time rate. Any subscript, if not parenthesized, 
stands for one partial derivation as to the subscribed variable. In uni-axial 
flow, each accent (’) as superscript denotes one devivation in regard to x. 


Cs ae orthogonal, cartesian spatial coordinates ; 

Gea acceleration components from body forces ; 

i,7,R unit vectors in directions x, y, 2, respec- 

tively; 

b=ixtjy+t+ kz displacement vector ; 

t time; 

ae iu+juv+kw velocity vector with orthogonal components; 
U,V, W OT Uy), My), Mp; 

6 = div t= Uy + Vy + Wz divergence of velocity vector or time rate of 
relative bulk variation ; 

ie absolute temperature in °K, based on trans- 
latory random agitation only, 


Se, 


2 e 
B relaxation time as for intramolecular 


3 
pa = 


mobilities ; 
Ae inner temperature defined by 
(2) 


BTge=T — Ty: 
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c = (2:997,76) 102 cm s-} 


substantial derivative, e. g., 
a= Ty yh er ee: 


Kronecker delta; 
static pressure ; 


identity matrix ;. 
dynamic mean value of normal stresses; 


difference between dynamic and static mean 
value of normal stresses; 

asymmetric matrix of strain-rate ; 
transposed a-matrix; 

symmetrized linear matrix of strain-rate ; 
symmetrized bilinear matrix of strain-rate ; 
matrix of viscous stress tensor; 

matrix of total stress tensor; 


coefficient of linear compression viscosity ; 


coefficient of linear shear viscosity; 
coefficient of nonlinear shear viscosity ; 


modulus of bulk viscosity; 


coefficient of thermal conductivity; 

mass per unit volume; 

volume per unit mass; 

source-heat from outside per unit mass; 
dissipation function = power from visible 
motion converted into heat per unit volume; 
power dissipated per unit mass by viscosity; 
speed of light in vacuo; 


Ro = (8-314,36) 107 erg (°K)-! mol-1 universal gas constant; 


m 
R= Ryjm 
N = (6-0251) 1023 mol-1 


k = *o — (1.380,32) erg (°K)-1 


& 


N 
eye 
2 esse 


molecular weight ; 
individual gas constant; 
Avogadro number; 


Boltzmann constant ; 
zero-point energy per unit mass; 


kinetic energy per unity of translatory mode 
and per unit mass; 


ON ae 
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, Cty —= 2 R gf 
3 
Gy = RT One PORTE 
lin. molec. non-lin, molec. 
ome Bi) 
Ras he 
1) ~ exp (Aj) —1 noe 
a) 
a) 
Vv 
pee eee or 2 x F 
c 
0. my fh vy ~ he vy 
(1) RL Real 
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kinetic energy of random translatory mole- 
cular motion per unit mass (definition of 
temperature) ; 


rotational intramolecular energy per unit 
mass ; 


vibrational intramolecular energy of i-th 
mode per unit mass at equilibrium; 
intramolecular energy of all active (in gene- 
ral non periodic) modes per unit mass; 
actual local energy per unit mass in regard 
to a lagging inner process like vibration; 
characteristic frequency of intramolecular 
vibration ; 


characteristic wave number; 


characteristic quantum-dynamical number 
of intramolecular normal vibration; 


U=eé,+ ie dT=e,+3e + )/e,) internal energy per unit mass; 


Up =U —e 
Hy ~é 
(2) = eo 
“Seri Rr 
Ya) 
ey er 
Mee 
hats dT 
dH 
Cw) = Gr Ca) + i) 
Ca) 
fe) 


“f(y 


proper or thermal internal energy per unit 
mass ; 


= H—e=U,+RT=tRT proper enthalpy per unit mass; 


non-dimensional proper enthalpy per unit 
mass ; 

i for active mobilities only; 

squared speed of sound in a gas; 


specific heat at constant volume; 


specific heat at constant pressure ; 


specific heat of active modes only (transla- 
tion and rotation) ; 

specific heat of inert modes only (e. g., one 
normal vibratory mode) ; 


entropy per unit mass; 


dH =dU+pdr+tdpsTdo+t dp (inequality holding for irreversible occu- 


4 


rance) ; 
rate of inner process ; 
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A 


dU 
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difference of chemical potentials of compo- 
nents (DONDER) ; 


= Tdo—pdr—A dé for equilibrium: A df = 0; 


circular frequency ; 

(¢=1,2, ... 6) Burnett non-dimensional coefficients (third 
approximation to velocity distribution func- 
tion) ; 


a=ou mass per unit area in unit time; 


j= (p +a U) ee momentum per unit area in unit time; 


[14] 


[15] 


[16] 


[17] 


speed of efflux into vacuum ; 


all) RT = ae total proper energy per unit mass. 
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Zusammenfassung 


Fir stromende nicht-einatomige Fluida werden parallele Einfliisse von Volu- 
menviskositat und Relaxation im Ubergang hinter einer Kompressionsfront 
untersucht. Anhand einer intramolekularen Eigenschwingung, des einzigen akti- 
vierten inneren Prozesses, wird das System der Grundgleichungen fiir eine drei- 
achsige Stromung mit Einschluss von Volumenviskositaét und quadratischer 
Scherzahigkeit aufgestellt. 

Es wird auf neuliche numerische Lésungen des einachsigen Falles fiir moleku- 
laren Stickstoff hingewiesen. Die Ergebnisse beruhen auf Veranderungen der 
dimensionslosen Enthalpie sowie der Transporteigenschaften gemadss den 1955- 
NBS-Tafeln als auch auf Volumenviskositat aus zuverlassigen Messungen von 
Uberschalldampfung. 

Betreffend die Gase und Fliissigkeiten mit noch ungeniigenden Daten iiber 
Volumenviskositat wird die Wichtigkeit der Landau-Teller-Theorie hervorgehoben. 


(Received: November 22, 1957) 
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Theorie zur Berechnung des Abstromwinkels 
bei Turbinengittern 


Von WALTER TRAUPEL, Ziirich, Schweiz?) 


Die gittertheoretische Berechnung des Abstrémwinkels eng geteilter Gitter 
aus stark gekriimmten Profilen, wie sie der Dampf- und Gasturbinenbau 
allgemein verwendet, ist heute méglich, erfordert aber einen erheblichen Auf- 
wand. Die Praxis bedient sich daher weithin einer einfachen Faustregel, der 
sogenannten « Sinusregel». Diese kann in der Form 


sing, = K + (1) 


geschrieben werden, wobei a und # lichte Weite und Teilung des Gitters bedeu- 
ten (vgl. Figur 1). Den Faktor K fiigte man erst nachtraglich ein, um die Regel 


Figur 1 
Schaufelschnitt zur Erklarung der Sinusregel. 


mit der Erfahrung noch besser in Ubereinstimmung zu bringen. Er ist in der 
Tat nur wenig von 1 verschieden und wird praktisch genau 1, wenn die Abstrom- 
geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit wird [1}?). Unbefriedigend an 


1) Institut fiir thermische Turbomaschinen der ETH. as 
2 Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 694, 
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dieser Regel ist ihr rein empirischer Charakter, der keine Einsicht in die mass- 
gebenden Zusammenhange gewahrt, ferner auch die Unsicherheit beztiglich 
des Faktors K, die bei grésseren Winkeln immerhin erheblich wird und einen 
stetigen physikalisch wohlbegriindeten Ubergang zum Fall des Gitters mit 
grosser Teilung und flachen Profilen nicht erlaubt. Nachfolgend wird gezeigt, 
wie eine genauere Aussage iiber die Ablenkungseigenschaften eines Gitters 
gewonnen werden kann, welche die Sinusregel als Grenzfall mit enthalt. 


Figur 2 
Schaufelgitter mit Druckverlauf und Kontrollkontur ABCDE. 


Zu diesem Zweck fiihren wir eine Kontinuitats- und Impulsbetrachtung 
am Kontrollgebiet ABCDEFA (Figur 2) durch. Zunachst sei der inkompressible 
Fall betrachtet. Ist c, der Mittelwert der Geschwindigkeit langs der Orthogonal- 
trajektorie a und sind c, und «, die Geschwindigkeit und die Richtung der aus- 
geglichenen Strémung nach dem Gitter, so liefert die Kontinuitatsgleichung 


tc, sina, = a@Cq. (2) 


Um den Impulssatz zu formulieren, betrachten wir den Druckverlauf p’ langs 
BCDE und p" langs AFE. Langs BC und AF sind die beiden Druckverlaufe 
sicher gleich, da beide Linien um ¢ auseinanderliegen, und in E laufen sicher 
beide Druckverlaufe wieder zusammen. Die x-Komponente der auf das Kon- 
trollgebiet ausgetibten von den Driicken herrithrenden resultierenden Kraft ist 


also é a 
X= | p'dy — [pr ay. (3) 
C F 


: 


i 
: if 


- . 


: 
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Da ~’ und #" in den betrachteten Intervallen keinen allzu unregelmassigen 

_ Verlauf annehmen kénnen, darf mit guter Naherung X = 0 gesetzt werden. 

_ Man kann also X neben der x-Komponente der gesamten Schaufelkraft ver- 

_ nachlassigen, wie aus dem entsprechenden Flachenverhaltnis in Figur 2 auch 

verstandlich wird. Weiter hat die x-Komponente des langs ED eintretenden 

_ Impulsstroms die Grésse m c, cosa, (m die je Zeiteinheit durchtretende Masse) 

und die x-Komponente des langs AB austretenden Impulsstromes den Betrag 
_ MC, COSH%, So dass mit X = 0 aus dem Impulssatz folgt 


Cy COSH, = Cy COSH,. (4) 


Aus (2) und (4) folgt aber sogleich 


a C a COS a 
sing, = — »-—- = — - ue 
FS Plies get, COR Ce (5) 
oder 
a 
"Bo cosa, # | (6) 


Aus der Form (5) wird ebenfalls die Sinusregel verstandlich, da ja 
K = cosa,/cosa, 


_ offensichtlich besonders fiir kleine Winkel nicht sehr wesentlich von 1 ver- 
schieden sein kann. Zur Bestimmung des Abstrémwinkels eines « kanalartigen » 
Gitters geniigt es also offenbar, eine Trajektorie DE zu zeichnen und a zu 
messen — wobei kein grosser Fehler entstehen kann, da selbst ein etwas falsches 
#, den Kosinus nur wenig falscht —, worauf (6) «, liefert. 

Man beachte, welche Vereinfachungen gemacht wurden. Ausser der Voraus- 
setzung der Reibungsfreiheit und der Vernachlassigung der Kraftkomponente X 
(die der wesentliche Schritt bei dieser Theorie ist) ist noch folgende Feinheit 
nicht zu tibersehen. Die Kriimmung der Trajektorie DE und die Tatsache, dass 
die Geschwindigkeit langs ihr nicht konstant ist, haben zur Folge, dass der in 
die Kontinuitatsgleichung einzusetzende Mittelwert c, nicht genau gleich dem 
Mittelwert des Impulses je Masseneinheit ist. Eigentlich diirfte man also in der 
Impulsgleichung nicht das gleiche c, verwenden, doch erweist sich der Fehler 
bei kanalartigen Gittern der hier betrachteten Art als ausserordentlich gering. 

Neben dem inkompressiblen Fall wird vor allem der transsonische besonders 
einfach, das heisst der Fall, dass c, und c, ungefahr gleich der Schallgeschwin- 


digkeit sind. Kompressibel muss ja (2) lauten 
£0, sin %, = & Qq a: (7) 


Da aber bei Schallgeschwindigkeit 9 c ein Maximum erreicht (also horizontale 


ZAMP 1Xb/44 
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Tangente und Kurve), gilt @, ¢, © @_ ¢, und somit nach (7) 


sing, = eae fay ae al (8) 


t 


in Ubereinstimmung mit dem empirischen Befund. 

Schliesslich lasst sich auch der allgemeine kompressible Fall im Unterschall- 
bereich behandeln. Verallgemeinernd sind hier noch die Austrittsschaufellange / 
und die Schaufellange J, am Ort der lichten Weite verschieden angenommen. 
Durch Einfiihrung von (4) in (7) folgt mit x als Isentropenexponent 


, Glen Oa Or Aly QgCOSa, 1, COSa, (2 \ae 9 

evi: fly 0,0; toy COS, tl, cosa, \p; ; (9) 
wobei das Verhaltnis der Dichten vermége der Gleichung der Isentrope sogleich 
durch das Verhiltnis der Driicke ausgedriickt wird. Fiir die isentrope Zustands- 
anderung gilt ferner die Energiegleichung 


od = 5, [1 (Se. (10) 


Hier bedeutet 7, die als « Normalenthalphie» bezeichnete Grdsse 


= a Pi %1- (11) 


Diese Darstellung der Enthalpie ist bei geeigneter Nullpunktswahl langs 
einer Isentrope stets méglich, sofern nur der Isentropenexponent iiber einen 
gentigenden Bereich genau genug konstant gesetzt werden darf. Es muss also 
nicht ideales Gas oder idealer Dampf vorausgesetzt werden. Der in (10) rechts 
stehende Ausdruck ist offensichtlich nichts anderes als die isentrope Enthalpie- 
differenz zwischen den Zustanden 1 und a. Man bezeichnet als die Croccosche 
Zahl der Strémung die Grésse ©, = ¢,//2 7, . Dann folgt aus (10) unmittelbar 


Cher ake sh 
eer) —1= es [1 mA (ee) | 


was wie folgt aufgelést werden kann: 


yf [(Sey ay 3 


COS hy 


oder mit (4) auch 


Setzen wir diesen Ausdruck in (9) ein, so folgt 


wa -(f) eter yp] 


a) ae 
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Die Berechnung von «, aus dieser Gleichung miisste korrekterweise so er- 
folgen, dass man versuchsweise einige a, einsetzt und so denj enigen Wert auf- 
findet, fiir den die Gleichung erfiillt ist. Da aber cos «, rechts nur in einem stets 
kleinen Korrekturglied auftritt, geniigt es meist, a zundachst naherungsweise 
aus der Sinusregel zu bestimmen mit K = 1 und den entsprechenden Niahe- 
rungswert des Cosinus rechts in Gleichung (13) einzusetzen, worauf links der 
praktisch genaue Wert von tg «, erhalten wird. 


2 2 Figur 3 


Kontrollkonturen zur weiteren Theorie. 


Man beachte, dass die Crocco- und Mach-Zahl miteinander zusammen- 
hangen a 
e, =m, |/*>*. (14) 


Die ganze Untersuchung gilt streng genommen nur bis zur Schallgrenze. Bei 
Uberschalldruckverhaltnis ist die zusatzliche Strahlablenkung zu beriicksich- 
I 1 dartiber [2, 3]. 
ie. ee sehr es ene Schaufeln ist somit der Abstromwinkel 
auf einfache und physikalisch wohlbegriindete Weise berechenbar. Gute aie 
nungsunterlagen besitzt man auch fiir Gitter aus schwach gewolbten a ilen 
mit grosser Teilung. Am schwierigsten ist jedoch das Gebiet ioe bee 
beiden extremen Fallen. Trotzdem werden solche Gitter haufig verwen as — 
es besteht daher ein dringendes Bediirfnis darnach, auch diese aut ae es 
Wege berechnen zu kénnen. Dies erweist sich als méglich durch die ae ) aa 
beschriebene Verallgemeinerung der soeben fir das kanalartige er 
fiihrten Uberlegung. Ein Gitter dieser Art ist in Figur 3 dargestellt. Wir 
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trachten die beiden Kontrollgebiete ABCDEA und BFGHCB. Die beide 
Gebiete trennende Linie BCH ist eine Stromlinie, und zwar treten durch die 
beiden mit I und II bezeichneten Gebiete gleiche Mengen hindurch, was 
dadurch erreicht wird, dass B in der Mitte zwischen A und F liegt. 

Fiir beide Kontrollgebiete kénnen die fritheren Uberlegungen wiederholt 
werden, nur dass jetzt die x-Komponente der resultierenden Kraft nicht mehr 
von vornherein vernachlassigt werden darf, denn der Druck in C wird von dem- 
jenigen in G und E etwas verschieden sein. Nehmen wir etwa an, der Druck in 
C sei wesentlich tiefer als der in E. Dann ist 


X'=[pay—[pay>0, x" = |p dy—|pdy <0. (15) 
FGH BCH BCD AED 

Da der Druckverlauf langs AE und FG gleich ist, sind auch die unterhalb 
der Gitteraustrittsebene ECG entstehenden Anteile von X’ und X” einander 
entgegengesetzt gleich. Die iibrigen Anteile kénnen auch nicht allzu stark 
voneinander abweichen, was aus der Ahnlichkeit der Druckverlaufe langs GH 
und £D einerseits und langs CH und CD anderseits folgt. Also besitzen X’ und 
X" nicht sehr verschiedene Betrage und entgegengesetzte Vorzeichen. Die 
Uberlegung fiihrt zum gleichen Ergebnis, wenn man annimmt, der Druck in 
C sei héher als in E. Fiir das Kontrollgebiet I lautet die Kontinuitatsgleichung 


t - , ? / 
2 hy Q1 Gy Bley == La Qa Cy , 


woraus 
: 2a, 05 Ce 
sing, = —_4*4 4 16 
tl, 1 Cy a 
wahrend der Impulssatz fiir die x-Komponente liefert 
* (cy cosa, — ¢, cosa’) = X’. 
Hier ist m die gesamte durchgesetzte Masse. Mit &’ = 2 X'/m wird also 
€, COSa, — c, cosa’ = &, (17) 
woraus auch 
Ca _ COS, (,  & 
os COS Xq ( by SOS = j 18) 
Eingesetzt in (16) gibt 
; 2@'1,04 cosa gE’ 
sina, = —_4** . cesar —— | 
y #1, 0, cos af e, cos.) (19) 
In gleicher Weise folgt fiir das Kontrollgebiet II 
: 2a do! cosa El 
Sle +( 2 
. £1.06, cosa! Cc, COs Z| (20) 


q 
4 


Ee 
? 
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; Aus der Addition dieser beiden Gleichungen nach Division durch 2 COS Hy 


n 


if a’ 0, alk f £/ Nn yy " 
teat [- Ca, (1 #n3. 2) Sea ey ee é 
eee re, © cose. C, COS a, gs t0, ~ cosa” Line eral ; 
Diese Glieder ordnen wir so, dass alle Glieder zusammengefasst werden, die 
weder €’ noch &” enthalten, und ebenso diejenigen, in denen die € vorkommen, 
wobei wir diese aber durch (17) bzw. den analogen Ausdruck fiir é” ersetzen. 
Dann kommt 


tga, = Iq {@’ 4 se a" 04 1 
7 ( eo, COS Oy Zo COs a} | 
; 
= [F ea (cy cosa, — c, cosa’) + a” ea (c —¢" ml ou 
€,cosa, to, ‘t 1 % a Tae COSA, — C, cosa) |} : 


Nun sind die in runden Klammern geschriebenen Ausdriicke offensichtlich sehr 
klein, was besonders klar wird, wenn man den Faktor 1/c, cosa, noch hinein- 
nimmt, also zum Beispiel die erste runde Klammer 
Cy COS a4 
( Pos roe 

schreibt. Die beiden runden Klammern in (21) stellen aber nichts anderes als 
& und &” dar, haben also nach den durchgefiihrten Uberlegungen dhnliche 
Betrage und entgegengesetzte Vorzeichen. Weiter sind auch a’ 9, und a” 0} 
nicht stark voneinander verschieden. Damit wird also der ganze in eckiger 
Klammer geschriebene Ausdruck samt dem Faktor 1/c, cos a, eine Differenz 
zwischen zwei Gréssen an sich sehr kleinen und ahnlichen Betrages, das heisst, 
er ist vernachlassigbar klein, und es bleibt 


u” 


Bile ts ou Bp bse Dy (22) 
tl, 04 COS a, td, Oy COS HF 


tga, = 


Diese Gleichung hat eine anschauliche Bedeutung, die man durch Vergleich 
mit (9) erkennt, wenn man dort durch cosa, dividiert, so dass links tga, steht. 
(22) sagt dann einfach aus, dass man jedes Kontrollgebiet wie frither zu be- 
handeln und dann das arithmetische Mittel zu bilden habe. In der Tat stellt (22) 
eine arithmetische Mittelung dar. Die in (22) auftretenden Dichteverhaltnisse 
kénnen — wenn tiberhaupt die Kompressibilitat beriicksichtigt werden muss, 
was meist unnotig ist — wieder durch die entsprechenden Ausdriicke (12) wie- 
dergegeben werden. . . 

Fiir die praktische Ausfithrung des Verfahrens miisste allerdings noch die 
genaue Lage C (Figur 3) bekannt sein. Dieser Punkt liegt nicht genau in der 
Mitte zwischen E und G. Verschiebt man ihn etwas aus seiner wahren Lage, so 
falscht man a’ und a” im entgegengesetzten Sinne. Es ist daher zulassig, C in 
die Mitte zwischen E und G zu legen; da der Punkt sehr nahe bei der Mitte 
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liegen wird, kann kein merklicher Fehler entstehen, denn die Fehler der beiden 
Kontrollgebiete gleichen sich praktisch aus. 

Das Verfahren lasst sich wie folgt zusammenfassen. Vom Mittelpunkt C der 
Strecke EG (Figur 4) und ebenso von G aus falle man je eine Normaltrajektorie 
auf den Schaufelriicken. Dann lasst sich weiter von C aus mit gentigender 
Genauigkeit eine Stromlinie einzeichnen. Mit den so erhaltenen a’; as a, 


Figur 4 
Festlegung der Bezeichnungen fiir das erweiterte Rechnungsverfahren, 


ergibt sich tg «, aus (22), wobei die Dichteverhaltnisse, wenn sie nicht gleich 1 
gesetzt werden kénnen, aus 


Pee ee S| oe, alee ae (23) 


01 COS a, (*) J 


zu berechnen sind. Bei einiger Sorgfalt werden die Fehler beim Aufzeichnen der 
Trajektorien nicht gross und wirken sich wibrigens praktisch fast nur auf das 
rechte Kontrollgebiet aus, werden also bei der Mittelung noch halbiert. Dieses 
verfeinerte Verfahren mit Einteilung in zwei Kontrollgebiete ist fiir alle Gitter 
mit nicht ganz ausgesprochen kanalartigem Charakter zu empfehlen. 
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Summary 


A simple method is given for the approximate calculation of the outlet flow 
angle for cascades of narrow-spaced blades of the type used in steam and gas 
turbines. The method is based on continuity and momentum equation and ma 
be applied to compressible flow. : 


(Fingegangen: 31. August 1957.) 
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Naherungstheorien fiir die Berechnung von 
Stromungsegrenzschichten 


Von ALFRED WALz, Emmendingen (Bd), Deutschland =) 


Einleitung 


Die Basis aller Theorien fiir zihe kompressible Strémungen sind bekannt- 
lich die Navier-Stokes-Gleichungen [1, 2]?), aus denen sich fiir den technisch 
wichtigsten Sonderfall der Strémung mit kleiner Zahigkeit die wesentlich ein- 
fachere Prandtlsche Grenzschicht-Gleichung (3] herleiten lasst. 

Jedoch auch diese Gleichung ist noch verhaltnismassig schwierig zu be- 
handeln, und bis vor kurzem waren nur wenige Sonderfalle laminarer Grenz- 
schicht, wie zum Beispiel die Strémung an der ebenen Platte, die Strémung 
gegen einen Keil (U ~ x™) und die linear verzégerte Strémung (U = 1 — x), 
streng zu lésen. 

Man war daher schon immer bemiiht, das allgemeine Problem einer zahen 
kompressiblen Strémung mit Druckanstieg in Strémungsrichtung wenigstens 
naherungsweise zu lésen, vor allem um die in der praktischen Luftfahrttechnik 
anfallenden Fragen beziiglich des Zusammenhangs zwischen Strémungsab- 
lésung und Profilform zumindest grob bei ertraglichem Zeitaufwand beant- 
worten zu k6énnen. 

Besonders fruchtbringend im Hinblick auf die Entwicklung solcher Nahe- 
rungstheorien war der Gedankengang von v. KARMAN und PoHLHAUSEN (4, 5], 
der darauf beruht, die Prandtlsche Grenzschichtgleichung nicht mehr punkt- 
weise, sondern nur noch im Mittel tiber die Grenzschichtdicke zu erfiillen. 
Dabei musste allerdings die Geschwindigkeitsverteilung innerhalb der Grenz- 
schicht als eine einparametrige Kurvenschar vorgegeben werden, die der 
physikalischen Wirklichkeit nach dem Vorbild exakter Rechnungen (im lami- 
naren Fall) oder von Messungen (im turbulenten Fall) anzupassen war. 

Solche Verfahren funktionieren erstaunlich gut, vor allem, seitdem 
K. Wrecuarpt [6] zu dem gemuttelten Impulssatz, den schon v. KARMAN und 
PoHLHAUSEN beniitzten, einen gemittelten Energiesatz hinzufiigte und Rotta 


1) Institut fiir Str6mungslehre und Strémungsmaschinen der Technischen Hochschule Karls- 
ruhe und Deutsche Versuchsanstalt fiir Luftfahrt e. V. (DVL), Institut Freiburg iif Br. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 708. 
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(7, 8] und Lupwigc-TiLrMANN [9] fiir die turbulente Grenzschicht einen uni- | 
versellen Zusammenhang zwischen Dissipation, Wandschubspannung, Rey- © 
noldsscher Zahl und Formparameter des turbulenten Geschwindigkeitsprofils 
feststellen konnten. 

Alle diese wesentlichen Fortschritte waren jedoch auf inkompresstble Stré- 
mung ohne W drmeiibergang an der Wand beschrankt. 

In der vorliegenden Arbeit werden die Grundziige einer Verallgemeinerung 
dieser Verfahren auf den Fall einer kompressiblen Strémung mit Warmeiiber- 
gang dargelegt. 

Ausserdem werden darin die Grundgedanken einer weiteren Verallgemeine- 
rung angedeutet, die in der Richtung geht, dass Druckunterschiede innerhalb 
der Grenzschicht beriicksichtigt werden kénnen. Dieser Fall liegt zum Beispiel 
im Bereich von Verdichtungsstéssen vor, wo der Druckgradient senkrecht zur 
Wand die Gréssenordnung der Druckgradienten in Strémungsrichtung er- 
reichen kann. 

Bevor jedoch auf Einzelheiten der darzustellenden Naherungstheorien ein- 
gegangen wird, sei anhand eines Ubersichtsbildes gezeigt, an welcher Stelle 
sich die zu behandelnden Naherungstheorien in das allgemeine Feld der schon 
vorhandenen Grenzschichttheorien einordnen. 

Figur 1 lasst erkennen, wie sich aus den Navier-Stokesschen Gleichungen 
fiir eine zahe kompressible Str6mung und aus der allgemeinen Energieglei- | 
chung durch die iiblichen Prandtlschen Grenzschichtvereinfachungen einer- 
seits die Prandtlsche Grenzschichtgleichung, andererseits eine vereinfachte Ener- 
guegleichung ergeben. 

Diese beiden Gleichungen (hier angeschrieben fiir den Fall einer zweidimen- 
sionalen stationéren Stroémung) bilden dann die Grundlage fiir alle bis jetzt 
bekannten exakten und angendherten Lésungen fiir die Reibungs- und Tempe- 
raturgrenzschicht. 

Exakte Lésungen sind, wie schon erwahnt, bis jetzt nur fiir die laminare 
Grenzschicht und da auch nur fiir spezielle Falle gegliickt. Diese Lésungen sind 
vor allem mit den Namen Brasius, BUSEMANN, CHAPMAN, CROCCO, HARTREE, 
HowartH, LEGENDRE, Roy und RuBesin verkniipft. Eine besondere Stellung 
nehmen dabei die vor allem von H. GORTLER [14, 15] entwickelten Verfahren 
ein, die mit Differenzengleichungen oder mit Reihenentwicklungen arbeiten. 
Diese Verfahren fithren fiir sehr allgemeine Aufgabenstellungen U(x) bei ge- 
ntigendem Aufwand (ausreichend kleiner Schrittgrésse oder geniigend grosser 
Gliederzahl) zu Lésungen, die ebenfalls als exakt anzusehen sind. 

Wahrend die exakten Lésungsmethoden darauf hinausgehen, das Ge- 
schwindigkeitsprofil (w/U) und (bei Problemen mit Warmeiibergang an der 
Wand) auch das Temperaturprofil (7/7;) Punkt fiir Punkt zu ermitteln 
(Lésung durch Transformation der Variablen und Einfiihrung einer Strom- 
funktion), werden bei den Naherungsmethoden Geschwindigkeits- und Tempe- 


-~ 
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U-const(ebenePlate)) ae a 
1 Behe. ,ahniiche’Lésungen TIS Ss 
U~ x™(Keilstromung) SSa x ae 
—— = as Ss 
2 U(x) beliebig, Differenzen-Verfahren(GORTLER) » ss baal 
=! = 7. 3 > 
3 ey |i vereinfachenden Annahmen iiber Stoffwerte > S| § oe es 
SSB - 
SoS 
S885 
8 


4 U(x) beliebig, Differenzen-Verfahren(GoRrLeR) 


Fi 


s 
8 
8 
ee 
83 5 
S53 N 
Sass &: 
meee SSD >= = 
v-Kstman -Pohihausen-Prinzip el ele siz x8 5 
5 mit Impuls-und Energiesaiz ST) | a = Se Sé 
gemiltelt Uber Grenzschichtdicke Ss 3 ae = g 8 x. 
<< 5 = 
ERE ae = % S| Sr 239) 
v. Karman - Pohihausen-Prinzip S ZB =. 5. a & 2 Ee) 
6 in Verbindung mit | 8 g iS ae Ss 
empirischen Gesetzen St oS Le = S S g 
Zane SSE ss a) So 
v. Karman -Pohihausen-Prinzip = g al S/S $. Ss a| ls 2 
7 entwickelt mit Hartree-Geschw-Prot 5. s se 28 alles 
bis M=12( WALZ) S112] IS8 3 3||<& 
: Soe 
v.Karman - Pohihausen-Prinzip = eS S > S Ss 
8 mit veraligemeinerten empirischen Gesetzen S & = | s||s 
bis M~12(WALZ) SI = Oca 
=— => 
OF ae 
S§ A 
BE lige. 
as 
— SS. Sy 
_U=const Iw = Const & _ S 3 
g mit vereinfachenden Annahmen & a ae S$ = 
Uber Stoffwerte a se 2 s-2 S| |s 
3. 5, & s£8|| 8//82 
7 Nes Fe og Ts IS 
3 vos ee SR | 
Ulx)beliebig) _. ; moe Se Ss SS 
10 ._._} Differenzen-Verfahren (GORTLER) 2 238 3s 
Iw(x)beliebig S18 $55 ee 
> ale SS pes 
sess 33 
anes te a a ay “4's 8S ae 
v.karman -Pohihausen-Prinzip > S vie § 88 e = 
i mit gemitteltem /mpuls-und Energlesatz me 3. Ss S im 3 § a 2 
bis M~12(WALZ) & as Silecw yes ss 
[ (in Vorbere/tung) ~ J iss € 
See eee 3 
— = S: 
[ v.Karman-Pohihausen-Prinzip | | 8 Lal 
mit gemitteltem Impuls-unu Energesaiz S| ||=8 
12 und mit veraligemeinerten empirischen Gesetzen < = 
fiir Wandschubspannung und Dissipation 3 . 
bis M=12(WALZ) =| 


Figur 1 
Ubersicht tiber Grenzschicht-Theorien.*) 


3) Unter eda iks Lésungen» (2 und 4) sind neuerdings auch die mit einer neuen Reihenent- 
icklung mrbetenden Verfahren von H. GOrTLER [15] einzuordnen, anwendbar fur beliebig mo- 
wic. 


noton mit x sich anderndes U. 


698 ALFRED WALZ ZAMP 


raturprofil als gegeben vorausgesetzt und gemittelte Bedingungen fiir _Impuls 
und Energie innerhalb der Grenzschicht aufgestellt. 

Diese Naherungsmethoden, deren Grundgedanke auf v. KARMAN und 
PoHLHAUSEN (4, 5] zuriickgeht (1921), sind vor allem fiir die Behandlung der 
turbulenten Grenzschicht unentbehrlich geworden und sind heute der einzige 
Weg, um das wichtige Gebiet der kompressiblen turbulenten Grenzschichtvor- 
gange ohne und mit Warmeiibergang einer (wenn auch nur naherungsweisen) 
rechnerischen Untersuchung zuganglich zu machen. ° 

Die Arbeiten des Verfassers, iiber die hier kurz berichtet werden soll, be- 
treffen besonders das zuletzt genannte Gebiet und ordnen sich in das Uber- 
sichtsbild (Figur 1) fiir die Grenzschichttheorien an der angedeuteten Stelle 
ein. 

Ausserdem soll hier eine weitere Naherungstheorie fiir die Grenzschicht- 
entwicklung bei Druckgradienten senkrecht zur Wand, wie sie im Bereich von 
Verdichtungsstéssen beobachtet werden, in groben Ziigen skizziert werden. 
Bei dieser Theorie muss natiirlich auf die Prandtlschen Grenzschichtverein- 
fachungen verzichtet und unmittelbar an die Navier-Stokesschen Gleichungen 
angekniipft werden. 


2. Naherungstheorie fiir kompressible turbulente Grenzschicht mit 
Warmeitbergang 


Wir beginnen mit der Darstellung der Naherungstheorie fiir kompressible 
turbulente Grenzschicht mit Warmeiibergang an der Wand. 

Ausgangspunkt bildet die Prandtlsche Grenzschichtgleichung fiir ebene 
stationare Stromung 


Ou Ou dp Oy fa Ou 

ou, tot af 1 a ae (w dy) (1) 

in Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung 

0(Q ) 0(Q v) 
ON Oy a (2) 
und der allgemeinen Energiegleichung 
di dp due PPA 

OU Ot 710 8 Oy =u aa aera, I oy ace ak (3) 
tome Clee (4) 


A ist die Warmeleitzahl, c, die spezifische Warme bei konstantem Druck, 
x die Koordinate parallel zur bestrémten Wand, y die Koordinate senkrecht 


dazu, u die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung, v die Geschwindig- 
keitskomponente in y-Richtung. 


—_ — wan 


wi 
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Durch partielle Integration in y-Richtung kénnen wir nun aus Gleichung (1) 


eine tiber die Grenzschichtdicke gemittelte Impulsbedingung und aus Glei- 


chung (3) eine entsprechende Energiebedingung herleiten. Beides sind gewohn- 
liche Differentialgleichungen 1. Ordnung, mit denen wir grunds&tzlich zwei 
Grenzschichtunbekannte zu gegebenen Verlaufen M¥(x) und T,,(«) berechnen 
k6nnen. 

Die Schreibweise dieser beiden Gleichungen wird besonders einfach, wenn 
wir als Unbekannte einfiihren 


U 55\n 
1 a. Boe Ne n 
z= 6, (2 )" = 6, R", (5) 
Re eel os (6) 
Hw 


(1 = Exponent der Reynoldsschen Zahl R im Wandschubspannungsgesetz von 
LUDWIEG-TILLMANN): 


Tw a(H) 
06 jferre Piao 6 (7) 
2 H* x ae mir (8) 
oe = M5 
t) 
Hio= (52), = # 


(H = gewahlter Formparameter des Geschwindigkeitsprofiles). 
61, 05, 03, 64 sind Integralgréssen, definiert in [10]. Dann kann man namlich 


schreiben: 


ais dM /dx 

: — k= 9 
pp Aa a (9) 
dH* 2 aM */dx Me Ae 0 
alae or ee eee mae <1) 


giiltig fiir laminare und turbulente Grenzschicht, inkompressibel und kom- 
pressibel, ohne und mit Warmetibergang an der Wand. etme 
F,, Fy, Fy, F, und H* sind dabei Funktionen von H, M¥ und (bei Warme- 
iibergang an der Wand) ausserdem von einem Warmetibergangsparameter 6 
und sind universell auswertbar, wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind: 
1. Geschwindigkeitsprofile w/U als einparametrige Schar vorgegeben, H 
als Scharparameter, bei turbulenter Grenzschicht mit Potenzansatz: 


Uw es sy" ' (11) 


2-H (12) 
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2. Temperaturprofile 7/7; vorgegeben, zum Beispiel mit bekannter 
exakter Lisung fiir die ebene Platte (als Naherung fiir den allgemeinen Fall 
dp|dx + 0): 


Qs _ x*—1 2 [9 i 13 
fant 2S M/F 41-4] (13) 
mit 

6 _ (T= TIT (14) 

om fail ; 

: a M2 
T= F 5 
Sie ee Tee: SH OOE 1 
diisind = es 


T,, Wandtemperatur (im jeweils betrachteten Integrationsabschnitt als kon- 
stant angenommen); 7, Eigentemperatur; /, und /, bekannte Funktionen von 
ulU and t/t. 
3. Schubspannungsverteilung t/t, in der turbulenten Grenzschicht dar- 
stellbar (nach J. Rotra [8]) als Potenzreihe: 
T 


—=1+a4, 4 + a (5) + ag (5). (16) 


ty, a) 


a,=140y(H) — 20, a,=—280y(H) +37, a,=140y(H)—18. (17) 


4. Turbulente Wandschubspannung t,, darstellbar durch Naherungsansatz, 
giiltig bis etwa M,; = 10 (nach A. Watz [10)): 


ate mes (—#). : ae (i = inkompressibel) . (18) 


5. Turbulente Dissipation D, darstellbar durch Naherungsansatz, giiltig 
bis etwa M, = 10 (nach A. Watz [10)): 


eur = (peur), eh, (FRt)” ow = 0,168) ae) 


My 
Die Funktionen F, bis /, wurden auf dieser Basis zunachst fiir turbulente 
Grenzschicht ausgewertet fiir einen praktisch interessierenden Wertebereich der 
Machschen Zahl (bis M; @ 10), der Reynoldsschen Zahl R = @5 U 65/4 (bis 108) 
und des Warmeiibergangsparameters 6/r (von —1 bis +1). 
Dabei zeigte sich das etwas iiberraschende Ergebnis, dass der Einfluss des 
Warmeiiberganges auf diese Funktionen durch ein additives, dem Parameter 


9/r proportionales Glied ausgedriickt werden kann. Es ist also eine Darstellung 
dieser Funktionen in der Form 


E(H, Mf, a ~ B(H, My, = 0) + » a,(H, M#) (20) 


moglich, die fiir praktische Rechnungen besonders bequem ist. 


/ 
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In den Figuren 2, 3 und 4 sind Ergebnisse dieser Theorien, und zwar Rei- 
bungsbeiwerte der ebenen Platte ohne und mit Warmeiibergang an der Wand 
mit verfiigbaren Messungen verglichen (aus CHAPMAN-KESTER feta 

Figur 2 zeigt den Grtlichen Reibungsbeiwert c;, bezogen auf den Wert c,, 
bei inkompressibler Strémung (und gleicher értlicher Reynoldsscher Zahl R) 


I 


2 0,92 (Ty-=18.T5) 


9.4 (Warme - 
isolierende Wand) 


Figur 2 
Ortlicher Reibungskoeffizient cy einer turbulenten Grenzschicht, bezogen auf den berechneten 
Wert cr; bei imkompressibler Strémung und beim gleichen Wert R = 06 U 0o/[dy « ¢7/cz; ist aufgetra- 
gen in Funktion der Mach-Zahl M6, mit 0/r als Warmeiibertragungs-Parameter. Vergleich zwischen 
Theorie (ausgezogene und gestrichelte Kurve) und Messungen (Punkte), 
© LizpmMann-DHAWAN Rigo = 10°; O Cotes Rigg = 8+ 108; @ ABBorT Rigg = 5: 108; 
Ndherungstheorie WALz mit 7 = 0,93 & VP,» Re. = 104; -—— Naherungstheorie Eckert 


mit 7 = VP, (121. 


abhangig von der Machschen Zahl fiir zwei Werte des Warmeiibergangspara- 
meters 6/7, und zwar fiir 0/r = 0 (warmeisolierte Wand) und 0/7 = 1 (T,, = 75, 
entsprechend einer starken Kiithlung der Wand). Man erkennt, dass die Theorie 
(ausgezogene Kurven) mit den Messergebnissen recht gut tibereinstimmt. 
Gestrichelt ist noch eine Naherungstheorie von ECKERT [12] eingetragen, iiber 
die jedoch Einzelheiten noch nicht ver6ffentlicht wurden. 

In Figur 3 sind entsprechende Ergebnisse fiir den Gesamtreibungsbeiwert 
Cy der ebenen Platte, bezogen auf den zugehérigen Wert Cy; bei inkompres- 
sibler Strémung, wiedergegeben, hier allerdings nur fiir den Fall ohne Warme- 
iibergang, da Vergleichsmessungen nur fiir diesen Fall zur Verfiigung standen. 
Die Ergebnisse der Theorie sind wiederum als ausgezogene Kurven dargestellt: 
dick ausgezogen die genaue Auswertung der Theorie fiir Rj. = 10°; auch hier 
ist gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung festzustellen. Diinn 
ausgezogen sind Ergebnisse von Faustformeln, die fiir rasche Abschatzungen 
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aus der Theorie abgeleitet wurden. Parameter der theoretischen Kurven ist die 
mit der Plattenlange gebildete Reynoldssche Zahl R,.. Es ergibt sich eine 
leichte Zunahme von C,/C;; mit wachsender Reynoldsscher Zahl R, (einige 
Prozent Zunahme, wenn R,,, um eine Zehnerpotenz zunimmt), die sich auch in 
den Messergebnissen von CHAPMANN und KeEsTER [11] andeutet. 


Sci., vol.18,NP 3, 
Marz 1951 Fig. 3-14) 


Maherungstheorié WALZ 


genaue Auswertung 6 Waherungstheorie WALZ 
<< mit Faustformel 


Figur 3 


Gesamt-Reibungsbeiwert Cp der ebenen Platte fiir turbulente Grenzschicht, bezogen auf den Wert 
Cr; bei inkompressibler Str6mung und bei gleicher Reynoldsscher Zahl Rjgg = Qo0 “oo !/Meo: 
Die gezeichneten Werte Cy/Cpr,; sind als Funktion der Machschen Zahl M5 aufgetragen mit Rjoo 
als Parameter. Es ist warmeisolierte Wand (8/r = 0) angenommen. 
Dick ausgezogene Kurve: genaue Auswertung der Naherungstheorie; dtinn ausgezogene Kurven: 
gerechnet mit Faustformel fiir Naherungstheorie. Verschiedene Messergebnisse sind zum Vergleich 
als Punkte eingetragen. 


© CHAPMAN-KESTER Rigg = 6+ 16-108 @ Witson Ryo = 107; 
4 RuBESIN-M.-VARGA Rigg = 7° 108;  Brincu-Draconis R)« = 3+ 18> 108. 


Figur 4 ist der soeben erwahnten Veréffentlichung [11] entnommen und 
durch das Ergebnis unserer Theorie fiir C;/C,; bei Ry = 107 erganzt. 

Diese Figur lasst die grosse Unsicherheit in der theoretischen Behandlung 
dieser Aufgabe erkennen, wenn (wie bisher) nur der gemittelte Impulssatz be- 
niitzt wird. Unsere neue Theorie scheint diese Unsicherheit zu vermeiden durch 
die gleichzeitige Beniitzung eines gemittelten Energiesatzes in Verbindung mit 
einer passend definierten 6rtlichen Reynoldsschen Zahl R nach Gleichung (6), 
sowie mit verallgemeinerten Gesetzen fiir Wandschubspannung und Dissi- 
pation (18) und (19). 

In den Figuren 5 und 6 ist (ohne Vergleichsméglichkeit mit Messungen) 
der errechnete Einfluss einer Kiihlung oder Heizung der Wand auf den turbu- 
lenten Ablésepunkt bei der Machschen Zahl Mx = 2,40 (Ms ~ 12) in stark 
verzogerter Strémung (U/U,, = 1— 10 x/l) dargestellt. Es ist in Figur 5 der 
Formparameter H des Geschwindigkeitsprofils iiber der Lauflange x// aufge- 
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CLEMMOW IT 
VAN DRIEST IZ 
L/-NAGANATSU (a =1) 
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es 
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Figur 4 


FUBESIN 
L/-NAGAMATSU (a3) 
FERPAR/ 

SMITH - HARROP 
LCKERT 

£/- NAGAMATSU 

VAN DRIEST T 


le EMM OW IT 


WILSON 
MANAGHAN 
COPE 
FRANKL-VOISHEL 
neue Theorie h,=\0" 
TUCKER I 
YOUNG = JANSSEN 
VON KARMAN 
ucKeR I 


Quotient Cz/Cy; einer turbulenten Grenzschicht in Funktion der Mach-Zahl Mg = Moo. Zusam- 
menstellung der Ergebnisse der verschiedenen Theorien nach CHAPMANN-KESTER [11]. Neue 
Theorie: dick ausgezogene Kurve, Rig, = 10’. 


Verschiebung des turbulenten A 
bei einer Mach-Zahl M5 = 2,40 


Figur 5 


blésungspunktes in Funktion 


AL 4 piosung — 1,57). 


der Warmetibertragung an die Wand 


(M6 & 12), Rico = 107 in verzégerter Stromung U/Ug = 1—10 cas 


a 
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tragen. Ablésung ist zu erwarten, wenn H den Wert 1,57 unterschreitet. Man 
erkennt, dass bei 0/r = 1 (T,, = T5, starke Kithlung) tiberhaupt keine Ablésung 
eintritt, wahrend bei 6/r = — 1 (starke Heizung) der Ablésepunkt stark nach 
vorne wandert. 

Zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses sind in Figur 6 die errechneten 
Ablésepunkte x// iiber 0/7 aufgetragen. 


Geneizte Wand Gekunite Wand 
= = see 
Tw = 56 Ty Iv a wie8 Ty iy 


Figur 6 


Ablosungspunkt (%/2) 4p; dsung in Funktion des Warmeiibertragungsparameters 6/7. 


Verschiebung des turbulenten Ablésungspunktes in Funktion der Warmetibertragung an die Wand 
fiir eine Mach-Zahl M¥ = 2,40 (M6 12), Rjoo = 10? in verzégerter Strémung U/U. =1—102/l 
(0 shoe). 


Ablésung 

Durch Kiihlung der Wand wird offenbar die kinetische Energie der wand- 
nahen Grenzschichtbereiche vergréssert, so dass die Grenzschicht gréssere 
Druckanstiege tiberwinden kann. Bei Heizung der Wand tritt eine entgegen- 
-gesetzte Wirkung ein. 

Der Zeitaufwand zur Durchfiihrung solcher Rechnungen ist bei Beniitzung 
der entwickelten graphischen Hilfsmittel und Rechenschemen nur wenig 
grosser als fiir Rechnungen ohne Warmeiibergang. 


3. Naherungstheorie mit Beriicksichtigung eines Druckgradienten 
senkrecht zur Wand (0//0y + 0) 


Es ist ein Kennzeichen der Prandtlschen Grenzschichtvereinfachungen, 
dass 0p/dy = 0 gesetzt wird. Zur Behandlung des allgemeinen Falles einer 
Grenzschicht mit 06/dy + 0 miissen wir daher unmittelbar an die Navier- 
Stokesschen Gleichungen ankniipfen: 


: Ou , Ou 
CM wae Oy | 


— 
| 
» - 


‘ 
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, - ou ov 
as 7 00 Dy. 

1 
ba re TOD 4 0 ey Ov 2 Ou 0 Ou ov oe 
4 Oy oy Miva Ov 3 mel x Ox [v es * al : 


Da eine strengere Lésung dieser Gleichungen natiirlich noch schwieriger als 

_ die der Prandtlschen Grenzschichtgleichung (1) erscheint, wurde eine Nahe- 

tungslésung in der Richtung versucht, dass die Aussage dieser Gleichungen 

nach dem Grundprinzip von v. KARMAN-PoHLHAUSEN durch eine partielle 
Integration in y-Richtung gemittelt wurde. 

Man kann damit aus diesen zwei partiellen Differentialgleichungen zu- 

nachst mindestens je zwei gemittelte Impuls- und Energiesiitze, also insgesamt 

_mindestens 4 gewéhnliche Differentialgleichungen ableiten, die zur Bestim- 
mung von 4 Grenzschichtunbekannten bei vorgegebenem Verlauf von M¥(x) 
dienen kénnen‘). 

Es liegt nahe, zur weiteren Vereinfachung des Problems wieder einpara- 
metrige Geschwindigkeitsprofile einzufiihren und als Grenzschichtunbekannte 
zumindest wieder die Grenzschichtdicke 6 bzw. die Grésse z nach Gleichung (5) 
und den Formparameter H einzufiihren. 

Als dritte Unbekannte bietet sich der Druckunterschied Ap zwischen der 
Wand [Druck (x, 0)] und dem Rand der Grenzschicht [Druck (x, 6)] an: 


Ap(x) = p(x, 0) — p(x, 0). (22) 


Die Theorie wurde zunachst auf der Basis dieser 3 Unbekannten mit nur drei 
Gleichungen entwickelt. Fiir #(«, y) wurde dabei ein linearer Verlauf senk- 
recht zur Wand vorausgesetzt : 


AP(X) ,« 
| pH, 9) & Bw, d) — AE? (6-9). (23) 
Die drei Gleichungen kénnen dann auf folgende Form gebracht werden: 
adM* /dx ; 

ete are Hi — Fe = C(H, 2/0, M$, 0,/0...), (24) 

dH* dM ¥ /dx FE j 
+ H* Mi FB, — -4+ = C,(H, 2/6, Mj, 6/6...) , (25) 
LE a eS. eee ee (26) 


en — “gs U® 


4) Durch dieses Prinzip der partiellen Integrationen kann aus den Navier-Stokesschen Glei- 
chungen oder auch aus der Prandtlschen Grenzschichtgleichung ein simultanes System macndien 
vieler gewohnlicher Differentialgleichungen mit unendlich vielen 3 peat ate ibe pe 
Jedoch nur zwei Gleichungen davon, namlich Impuls- und Energiesatz, sind physikalisch anschau- 
lich. Die Beriicksichtigung weiterer Gleichungen dieses Systems bringt ohne Zweitel eine cae 
Anndherung an die exakte Lésung. Grundsatzliche Untersuchungen in dieser Richtung sind im 


Gange. 
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Die ersten beiden Gleichungen, (24) und (25), unterscheiden sich, wie man sieht, 
von den Gleichungen (9) und (10) der normalen Naherungstheorie nur dadurch, 
dass auf der rechten Seite nicht Null, sondern Korrekturglieder Cy bzw. C, 
stehen. Diese stellen nichts anderes dar als den tiber die Grenzschichtdicke 6 
gemittelten Unterschied zwischen der Prandtlschen Grenzschichttheorie und 
der strengen Navier-Stokesschen Theorie. 

In diesen Korrekturgliedern sowie in dem Ausdruck fiir 4f/93 U® sind ins- 
gesamt etwa 20 universelle Integralausdriicke 6, nach Art der schon bekannten 
Ausdriicke 6,, 55, 63, 6, enthalten, die sich unter der Voraussetzung leicht aus- 
werten lassen, dass die Korrekturen C3, C,, 4p/o5 U? relativ klein sind. 

Eine solche Auswertung wurde fiir laminare und turbulente Grenzschicht 
(Hartree- und Potenzprofile) bis zu M¥ = 2,40 (M, ~ 12) durchgefiihrt. 

Zur Lésung des Gleichungssystems (24), (25), (26) kann man ein iteratives 
Verfahren versuchen, solange Cy, C, und Ap/o;U? klein sind gegeniiber den 
Funktionen F, und Fy, beginnend mit C, = 0, Cy = 0, Ap/osU? = 0. 

Ein solches Verfahren wurde an einigen Beispielen erprobt, bei denen aus 
systematischen Griinden eine verzégerte Str6mung vom Typ 


U(x) 21a (27) 


angesetzt wurde. 

a = 0 ergibt den Fall der ebenen Platte, a = 100 eine Strémung mit star- 
kem Druckanstieg in Strémungsrichtung von der Gréssenordnung der Druck- 
anstiege, wie sie im Bereich von Verdichtungsstéssen beobachtet werden. 

Der Vollstandigkeit halber wurde auch der Fall der ebenen Platte, a = 0, 
in die Reihe der durchgerechneten Beispiele einbezogen. Da in diesem Fall bei 
grosser Reynoldsscher Zahl die Giiltigkeit der Prandtlschen Grenzschichttheo- 
rie bestens bewiesen ist, miissen sich die Korrekturen C,, C, und Ap/osU? als 
vernachlassigbar klein herausstellen. Aus Figur 7 ist zu ersehen, dass dies tat- 
sachlich zutrifft. Ein Einfluss dieser Korrekturen ergabe sich erst, wenn sie 
die Gréssenordnung 10-? iiberschreiten wiirden. Tatsichlich sind diese Werte 
aber kleiner als 10-3. 

Zur Vorderkante der Platte zu nehmen jedoch diese Korrekturen zu, wie 
dies wegen der mit x abnehmenden Reynoldsschen Zahl zu erwarten ist. Die 
Zunahme der Korrektur C, lasst es sogar méglich erscheinen, dass in unmittel- 
barer Nahe der Vorderkante Strémungsablosung eintritt. Dieses Problem 
konnte jedoch noch nicht naher untersucht werden. 

Im Beispiel a = 100 erreichen die Korrekturgréssen schon eine kritische 
Gréssenordnung, wie aus den Figuren 8 und 9 zu ersehen ist. Sie sind jedoch 
noch so klein gegeniiber den Hauptfunktionen /, und I, dass das Iterations- 


verfahren, wie ebenfalls aus den Figuren 8 und 9 zu erkennen ist, noch funk- 
tioniert. 
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Figur 7 
Ebene Platte. Korrekturglieder C,, Cy und 
Apjos U? der neuen Theorie, in Funktion 
von lg (x/l). 
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Figur 9 
Berechnete Grenzschichtwerte H, R und dy in 
Funktion von +/J (1., 2. und 3. Naherung), be- 
rechnet mit den Korrekturgliedern aus Figur 8. 
Beispiel einer stark verzégerten Stromung. 
U/Ug = 1— 1002/1; Ms = 9; Rio = 10’, 
turbulente Grenzschicht. 
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Figur 8 


Korrekturglieder C,, Cy und Apjo U? der 
neuen Theorie, in Funktion von x/J; 1., 2. 
und 3. Naherung. Beispiel einer stark ver- 
zogerten Stromung. U/Ug = 1— 100 #/l; 
M6 = 0; Kyo = 10’, turbulente Grenzschicht. 


1,90-—4000 1.30 
H! oS 
t \ y70 
1,80 1,20 
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1,60 1,00 
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tl 
Figur 10 


Dick ausgezogen: Messwerte; dunn ausge- 
zogen: 1. Naherung der neuen Theorie, H(x), 
R(x). Turbulente Grenzschicht im Bereiche 
eines Verdichtungsstosses nach ACKERET, 
FELDMANN und Rorr [13]. 


Als wichtigstes Beispiel wurde die Grenzschicht in einem tatsachlichen 
Verdichtungsstossbereich, fiir den eine Messung von ACKERET, FELDMANN und { 
Rott [13] als Vergleich zur Verfiigung stand, mit Hilfe der neuen Naherungs- — 
theorie rechnerisch untersucht. Aus dieser Messung konnten experimentelle 
Werte fiir M*_(x), R(x) = 05 U 6/4», H(x) und Ap/g5 U*(x) entnommen wer- 
den (siehe Figur 10). 

Bei diesen Rechnungen zeigte es sich, dass die Korrekturgréssen Cy, Cy — 
und Af/o; U2 so gross werden, dass eine iterative Lésung des Gleichungs- 
systems (24), (25), (26) nicht mehr méglich ist. Da aber diese Gleichungen bei 
Bewertung der Korrekturen als Hauptgréssen Ableitungen bis zu 3. Ordnung 
der Unbekannten enthalten (die Glieder mit Ableitungen 3. Ordnung kénnen 
notfalls vernachlassigt werden), miissen gewohnliche Differentialgleichungen 
von mindestens 2. Ordnung gelést werden. 

Eine Verbesserung der Theorie in dieser Richtung konnte bis jetzt noch 
nicht in Angriff genommen werden. 

Um priifen zu kénnen, ob wenigstens die Gréssenordnung des Druckunter- 
schiedes Af/o, U? innerhalb der Grenzschicht von der neuen Theorie richtig 
wiedergegeben wird, wurde diese Grésse unter Umgehung des Iterationsver- 
fahrens aus den gemessenen Verlaufen H(x) und R(x) nach Gleichung (26) be- 
rechnet und in Figur 11 mit den verfiigbaren Messpunkten (leere Kreise) ver- 
glichen. Die gréssenordnungsmissige Ubereinstimmung bestatigt sich. 
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"O14 O15 016 017 018 019 0,20 0.21 022 023 024 025 026 027 0,28 
a 
Figur 11 
Druckunterschied Ap/o9g U? zwischen Wand und Grenzschichtrand. 
Dick ausgezogen: theoretische Rechnungen auf Grund gemessener Werte H(x) und R(x). 

. Offene Kreise (gestrichelt verbunden): Messergebnisse. 

Turbulente Grenzschicht im Bereiche eines Verdichtungsstosses nach ACKERET, FELDMANN und 
Rorrt [13]. 
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Summary 


Calculations of turbulent boundary layers in a compressible flow with heat 
transfer at the wall require the knowledge of empirical laws for the wall-friction 
and dissipation valid under these general conditions. An approximate theory is 
developed which involves a generalization of the empirical wall-friction and 
dissipation laws well known for the incompressible case to be valid up to about 
Mach number 10 and arbitrary heat transfer conditions. Universal functions 
occurring in this theory have been evaluated so that practical calculations may 
be performed in a short time. Comparisons of theoretical results with experiments 
show good agreement. ras 

The fundamental idea of deriving averaged boundary layer conditions may 
also be applied to the complete equations of NAVIER and StToxEs, thus creating 
a fairly simple method of checking or improving’ the results of PRANDIL'S 
simplified theory, e.g., in cases, where the conditions Op/dy = 0 and high 
Reynolds numbers are no longer fulfilled. This approximate theory, however, 
has so far been advanced to a preliminary state only. 


(Eingegangen: 6. Juni 1957.) 
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Bewegung und Ansammlung von Ionen und sonstigen 
Schwebeteilchen in Wirbelstromungen 


Von FRIEDRICH WENK, Friedrichshafen a. B., Deutschland?) 


Einleitung 


Man beobachtet zuweilen, dass kleine, leichte Schwebeteilchen, die sich in 
einem fliissigen oder gasférmigen Medium unter der Wirkung eines Kraftfeldes 
bewegen, im Gebiet einer Wirbelstrémung dieses Mediums festgehalten oder gar 
angesammelt werden. Die vorliegende Arbeit versucht, einige dieser Bewe- 
gungsvorgange physikalisch zu erklaren in der Absicht, dadurch eine Deu- 
tungsmoglichkeit zu schaffen insbesondere fiir verschiedene luftelektrische Er- 
scheinungen, die bisher noch wenig untersucht wurden. 

Angeregt wurde die Untersuchung bereits vor langerer Zeit durch die luft- 
elektrischen Studien von W. KoLHORSTER und A. WIGAND und durch stro6- 
mungsmeteorologische Beobachtungen des Verfassers im Rahmen von nicht- 
veréffentlichten Arbeiten am Preussischen Aeronautischen Observatorium 
Lindenberg. Da eine hierauf beziigliche Literaturzusammenstellung durch die 
Kriegsereignisse verlorenging und da die seitherige Auslandsliteratur dem Ver- 
fasser nicht zuganglich war, muss hier auf die Nennung von Literaturstellen 
verzichtet werden. In der deutschen aerophysikalischen Literatur wurden wah- 
rend der Nachkriegsjahre bisher keine Arbeiten bekannt, die mit dem vorlie- 
genden Problem enger zusammenhangen. 

Die im folgenden dargelegte Teiluntersuchung wurde in der Nachkriegszeit 
durchgefiihrt, da verschiedene Beobachtungen und Uberlegungen aus den 
Gebieten der atmospharischen Aerophysik, der Gasentladungen, der Radar- 


technik und der Staubtechnik ein Interesse an der Untersuchung zu begriinden 
schienen. 


Untersuchung der Bewegungsvorgange 


Die vorliegende Untersuchung betrachtet die Bewegung von kleinen, 
leichten Schwebeteilchen in einem sie allseitig umgebenden, zusammenhangen- 
den Medium, einer Fliissigkeit oder einem Gas, und zwar im Gebiet einer 
irgendwie gearteten Wirbelstrémung dieses Mediums. Auf diese Schwebeteil- 


1) Dornier-Werke GmbH. 


wie 
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_ unabhangig ist und auch von eventuellen raumlichen Anreicherungen der 


_ Schwebek6rperchen nicht merklich deformiert wird. Ein solches Kraftfeld kann 


beispielsweise durch das Erdschwerefeld reprasentiert werden, wenn die Schwe- 
bekérperchen ein im Medium gewogenes Gewicht aufweisen, oder durch ein 
elektrisches Feld, wenn die Kérperchen Ladungstrager sind, deren unipolare 
Konzentration das Feld nicht wesentlich beeinflusst. Auch sind physikalische 
Falle denkbar, in denen ein elektromagnetisches Feld die Rolle eines solchen 
Kraftfeldes titbernimmt. Derartige Kraftfelder kénnen sich superponieren. Das 
resultierende Kraftfeld wird im folgenden als homogen und parallel voraus- 
gesetzt. Seine zeitliche Konstanz wird nur fiir Sonderfalle angenommen. Die 
Wirbelstr6mung wird dagegen der Einfachheit halber als stationar betrachtet. 
Der Bewegungswiderstand der Schwebekérperchen im Medium mége propor- 
tional ihrer Relativgeschwindigkeit gegeniitber dem Medium und zu dieser 
parallel gerichtet sein, was fiir kleine K6rperchen in allen reibungsbehafteten 
Medien angenommen werden kann und fiir kugelf6rmige Kérperchen dem 
Stokesschen Gesetz entspricht. 

Unter diesen Umstanden folgt die Bewegung der Schwebeteilchen im 
Gebiet einer Wirbelstr6mung eigenartigen raumlichen Bahnen, die den Haupt- 
gegenstand der folgenden Betrachtung bilden. 

Die Betrachtung kann sich, zumindest bei Wirbelgebilden mit langerer, 
schwach gekriimmter Achsenerstreckung, auf eine Ebene beschranken, die 
senkrecht zur Wirbelachse gerichtet ist. Die verbleibende Feldkomponente 
parallel zur Wirbelachse ist fiir die hier zu betrachtenden Vorgange uninteres- 
sant. Der Durchstoss der Wirbelachse durch die Koordinatenebene mége als 
Koordinatenanfangspunkt gewahlt werden. Bei stationarer Wirbelstromung 
sind demgemiiss die Stromlinien des Mediums konzentrische Kreise um den 
Koordinatenanfangspunkt. 

Zur rechnerischen Untersuchung werden folgende Gréssen und Gréssenbe- 
zeichnungen verwendet : 

p Feldkraft ; 

bz, Py Feldkraftkomponenten ; 

Pe Einheitsfeldkratft ; 

v Relativgeschwindigkeit der Schwebekérperchen ; 
Uz, vy, Komponenten der Relativgeschwindigkeit ; 

Ve Einheitsgeschwindigkeit ; 

w Geschwindigkeit der Wirbelstromung ; 

w@,, @, Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit ; 
We Einheitsgeschwindigkeit der Wirbelstromung ; 
Ws Tangentialgeschwindigkeit der Wirbelstromung ; 
0 Dichte der Schwebekérperchen ; 

Oo: Dichte des Mediums; 

Q Volumen der Schwebekérperchen ; 
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Q, Volumen der «scheinbaren Masse » des Mediums; 
‘ om der Polarkoordinaten ; 

Y Winkel 

ie Einheitsradius; 

t laufende Zeit; 

if reduzierte laufende Zeit; 

Ie reduzierte Feldkraft ; 

R reduzierter Radius. 


Hiermit ergeben sich zunachst die beiden dynamischen Gleichungen fir 
die Bahn und die Bahnbewegung eines Schwebeteilchens in folgender Form: 


pa 77% p= 0 (0 + 2 On) ¥ — Om (OQ + On) toe (1) 


py — 2 = 4, = 0 (2+ 2% On) J — Om (O+ Om) toe 2) 


Sind die Feldkraftkomponenten f, und #, Komponenten der Schwerkraft, also 
(positive oder negative) Restgewichtskomponenten der im Medium schwim- 
menden K6rperchen, so werden rein mechanische Bewegungsvorgange hervor- 
gerufen, wie man sie beispielsweise beobachtet beim anhaltenden Schweben 
von Laub- oder Papierblattern oder auch von nicht ausgewogenen Freiballonen 
in Windhosen mit horizontaler oder schrager Achse oder in den stationaren 
Windwalzen in Gebirgstalern. Im allgemeinen kann man hierbei, auch bei 
starkem Uberwiegen der effektiven Zahigkeitskrafte, die auf der rechten Seite 
stehenden Beschleunigungsglieder in den dynamischen Gleichungen nicht ver- 
nachlassigen. 

Wirken jedoch auf die Schwebekérperchen die Krafte eines verhaltnismas- 
sig starken elektrischen oder elektromagnetischen Feldes ein, so kann es durch- 
aus zulassig werden, diese Beschleunigungsglieder zu vernachliassigen, besonders 
dann, wenn es sich um hinreichend kleine, leichte Schwebekérperchen handelt. 
Die meisten Arten der atmospharischen Luftionen entsprechen dieser Bedin- 
gung. Die folgende Betrachtung wird sich auf diese Falle beschranken. 


Hier gelten also mit hinreichender Genauigkeit die vereinfachten dynami- 
schen Gleichungen: 
+ — w, 
Px eon v = Pe , (3) 


e 


Ve 


Py ary Ve ee Pe (4) 


Mit Ricksicht auf die Form der Wirbelstrémung empfiehlt sich besonders die 
Darstellung in Polarkoordinaten. Wahlt man als Pol den bisherigen Koordi- 
natenanfangspunkt, als Polarachse (y = 0) die bisherige positive x-Achse und 
nimmt man das Kraftfeld in Richtung der negativen y-Achse an, so dass pa = 0 


ae ee 
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: und #, = — wird, so erhalt man die dynamischen Gleichungen in folgender 
- Form: 
| y=—vsing, (5) 
1 
: Yr p=—vcosp + w,. (6) 


P 


Hierbei ist die Relativgeschwindigkeit der Schwebekérperchen im Medium 
_ definiert durch 


und der Betrag des Geschwindigkeitsvektors der Strémung durch 
W, = fy - 
In der angenommenen stationaren Wirbelstrémung ist der Geschwindigkeits- 


vektor der Str6mung tiberall senkrecht zum Radiusvektor gerichtet, und sein 
Betrag ist lediglich eine Funktion des Radius. 


eset aaa 


/ 


Wirbelkern scm) Pofentialwirbel-Feld 
ee STNG 


Figur 1 
Geschwindigkeitsprofile in Wirbelfeldern. Z Wirbelachse. 


Fiir den vorliegenden Zweck geniigt es, wenn man sich eine Wirbelstromung 
in kreisringférmige Gebiete aufgeteilt denkt, deren Geschwindigkeitsverteilung 
drei verschiedene Typen aufweist (siehe Figur 1): 

a) Geschwindigkeit proportional dem Radius (Wirbelkern) ; 

b) Geschwindigkeit konstant tiber dem Radius (Zwischenfeld) ; ih 

c) Geschwindigkeit umgekehrt proportional dem Radius (Potentialwirbel- 


feld). 
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Fiir die Formulierung der Stromungsgeschwindigkeit im Wirbelgebiet kann 
daher der Ansatz BY 
Ww, == w,(—-] 


verwendet werden, wobei die Einheitsgréssen w, und 7, geeignet zu wahlen sind. 
Es gilt sodann: 

m = + 1 fir Fall a) (Wirbelkern) ; 

n=O fiir Fall b) (Zwischenfeld) ; 

n = — 1 fiir Fall c) (Potentialwirbelfeld). 


Die Wirbelstromungen der Technik und der natiirlichen Atmosphare weisen 
meist Geschwindigkeitsprofile auf, die sich hierdurch mit hinreichender Annahe- 
rung darstellen lassen, wobei das Radialverhaltnis zwischen a) und b) sehr ver- 
schieden sein kann. Im folgenden werden die Bewegungsbahnen der Schwebe- 
k6érperchen in den einzelnen Gebieten getrennt betrachtet. Mit Hilfe der Ein- 
heitsgréssen lassen sich die massfreien Grdéssen definieren: 


See RS See 22 
1, a vw, 2," 
Die Feldstarke des Kraftfeldes wird hier durch die Grésse P gekennzeichnet, 
die voraussetzungsgemass entweder als zeitlich konstant oder als variabel mit 
einem irgendwie vorgegebenen zeitlichen Verlauf anzunehmen ist. Die Richtung 
des Kraftfeldes wird dagegen stets als konstant betrachtet. 
Mit diesen massfreien Gréssen lauten die dynamischen Gleichungen: 


dR : 

ae SEP (7) 
R ap = —P ! n 

ie <= COS P ae R 5 (8) 


Hieraus lassen sich die Ahnlichkeitsgesetze der untersuchten Bewegungsvor- 
gange erkennen. Allgemeine Aussagen aber, wie sie als Endergebnis der Unter- 
suchung angestrebt werden, kénnen erst durch weitere Rechnungen gewonnen 
werden, wobei auch die Zulassigkeit der getatigten Vernachlassigungen noch 
liberpriift werden miisste. 
Zunachst sei daher der Spezialfall P = const untersucht. 
Aus (7) und (8) erhalt man 
a(R cosy) Lae TR oh 
vee =—R" sing = aes ek 
Hieraus ergibt sich als erstes Integral 
R 
“bre 
R cosg — Ry cos = 5 | R dR. (9) 


Ro 
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3 Fur alle Spezialfalle P = const sind also die Bahnen der Schwebekérperchen 
stationar, und die Form der Bahnen hangt lediglich von der Geschwindigkeits- 


verteilung der Wirbelstrémung ab: 
sake (R? — Re) fiir einen Wirbelkern, 


R cosp — Ry cosm) , = -5 (R— R,) fiir ein Zwischenfeld, 


ae Sle 


R ae ek : , 
 e lei fiir ein Potentialwirbelfeld . 


Fir einen Wirbelkern mit m = + 1 ergeben sich kreisformige Bahnen mit 
einem exzentrisch auf der Polarachse gelegenen Mittelpunkt (Figur 2), wie man 
aus der allgemeinen Kreisgleichung in Polarkoordinaten ersehen kann. 


Feldrichtung 


Figur 2 


Bahnen der Schwebeteilchen in einem Wirbelkern. Z Wirbelacbse. 


Fiir ein Zwischenfeld mit = 0 ergeben sich elliptische Bahnen, deren 
grosse Achse auf der Polarachse liegt (Figur 3). Dies kann aus der Ellipsenglei- 
chung in Polarkoordinaten geschlossen werden, wenn man als Bezugspunkt den 
linken Brennpunkt der Ellipse wahlt. . 

Im Fall des Potentialwirbels bei » = — 1 teilt sich das interessierende 
Gebiet der Bahnlinien in zwei Teilgebiete. Im Innern eines auf die engere Um- 
gebung der Wirbelachse beschrankten Teilgebietes, dessen Umriss etwa die 
Form eines Tropfenquerschnitts besitzt, bewegen sich die Schwebekorperchen 
auf geschlossenen Bahnen, die nach dem Innern zu von der Tropfenform tiber 
die Eiform zu einer Kreisform tibergehen und stets den mit hinreichend kleinem 
Durchmesser vorausgesetzten Kernwirbel umschliessen. Ausserhalb dieses Teil- 
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Feldrichtung 
i 
_ Y 
P=08 
Figur 3 
Bahnen der Schwebeteilchen in einem Zwischenfeld. Z Wirbelachse. 
Feldrichtung 
Figur 4 
Bahnen der Schwebeteilchen im Feld eines Potentialwirbels. Z Wirbelachse; |||| Gebiet der 


geschlossenen Bahnen, 


gebiets jedoch werden die Schwebekérperchen nicht auf geschlossenen Bahnen 
festgehalten, sondern sie umschwimmen das innere Teilgebiet auf Bahnen, wie 
sie angenahert das Stromlinienbild der Umstrémung eines Flettner-Rotors auf- 


weisen kann (Figur 4). 


Auch der zeitliche Ablauf der Bewegung eines Schwebekérperchens auf 


seiner Bahn kann fiir den Spezialfall P = const aus den Gleichungen (7) und (8) 


berechnet werden; jedoch ist dies bei der vorliegenden Problemstellung von 


geringerem Interesse. 


bal ee 
—— —— ——__- -__—- 


eas 
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; 


Als das hauptsichlich interessierende Ergebnis der Untersuchung des Spe- 
zialfalles P = const lasst sich vielmehr folgende Aussage gewinnen: 

Die unter der Wirkung eines stationiren Kraftfeldes stehenden Schwebekorper- 
chen eines Mediums kinnen unter Umstdnden in gewissen Teilgebieten einer 
Wirbelstrimung dieses Mediums festgehalten werden, im Gegensatz zu ihrer son- 
stigen Tendenz, das Medium in Richtung des Kraftfeldes zu durchschwimmen. 

Nunmehr ist der allgemeine Fall zu untersuchen, bei dem P eine irgendwie 
gegebene Funktion der Zeit ist. 

Da die vorliegende Untersuchung zunachst nur den Nachweis dafiir anstrebt, 
dass unter Umstanden die Bahnformen der Schwebeteilchen zu einer betracht- 
lichen értlichen Anhaufung derselben fithren kénnen, so darf sich die Rechnung 
hierzu auf geeignete Zahlenbeispiele beschranken. 

Hierfiir empfiehlt sich unter anderem ein Rechnungsgang, der die Bahnen 
punktweise zu bestimmen gestattet. Er kann sich der Gleichung (9) bedienen 
unter Verwendung so kleiner Zeitintervalle, dass fiir ein solches Intervall mit 
hinreichender Genauigkeit ein Mittelwert P abgeschdtzt werden kann. Die 
raumliche Distanz zweier Bahnpunkte lasst sich gewinnen entweder aus (7) 


Ry — Ry = [—P sing] pitte: AT 


oder aus (8) 
n- dee 
ad tie [R ae R phe ee 
Die erste Gleichung ist vorzuziehen bei vorwiegend radialer Bahnrichtung, 
die zweite Gleichung bei vorwiegend tangentialer Bahnrichtung. Im Fall des 
Potentialwirbelfeldes lasst sich die Bahnberechnung unter Verwendung der 


Gleichung (8) durchfiihren mit Hilfe der Beziehungen: 


poet To ipo] LS iy eek se 5 
, pede it ee aes 
Pr» 
Po — 1 = (hy — COS) R. Axs 


Dieser Rechnungsgang licfert Bahnkurven, bei denen die Ungenauigkeiten der 
Naherung fiir P lediglich den zeitlichen Verlauf von P verzerren, was fiir die 
vorliegende Untersuchung von untergeordneter Bedeutung ist. : 

Mit Hilfe dieses Rechnungsgangs wurden einzelne Bahnkurven der Schwe- 
bekérperchen in einem Potentialwirbel-Feld berechnet, dessen innerer, von der 
Potentialstromung abweichender Kern so klein angenommen wurde, dass er 
durch die Bahnkurven nirgends geschnitten wurde. Allgemein konnte aus diesen 
Einzelbeispielen ersehen werden, dass ein Teil der Schwebekérperchen, die bei 
konstantem Kraftfeld an dem Potentialwirbel vorbeischwimmen wirden, bei 
zeitlich abnehmendem Kraftfeld in das Innere des Wirbelgebiets hineingezogen 
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werden. Es kann also in solchen Fallen wahrend eines gewissen Zeitraums eine 


relativ dicke Schicht des Schwebeteilchenstromes zu einem rohrenférmigen — 


Raumgebilde um die Wirbelachse herum zusammengerollt werden (Figur 5). 


Figur 5 


Einrollung einer Schicht von Schwebeteilchen in das innere Gebiet eines Potentialwirbels 
(schematische Skizze). 


Der Vorgang lasst sich demgemass etwa durch folgende Aussage beschreiben: 

Im Stromungsgebiet eines stationdren Potentialwirbels kann bei einer zeitlichen 
Abnahme des Kraftfeldes ein Teil der den Wirbel sonst umschwimmenden Schwebe- 
stoffe in das Innere des Wirbelgebiets abgelenkt werden, so dass dort ein verhiltnis- 
massig kleines geschlossenes Raumgebilde wihrend einer gewissen Zeitspanne eine 
Zufuhr von Schwebekorperchen erfihrt. 

Ein solcher Vorgang kann, wie aus der Definition von P entnommen werden 
kann, nicht nur durch eine Abnahme der Feldstarke ~, sondern auch durch 
die Zunahme der Wirbelstr6mungsgeschwindigkeit hervorgerufen werden. 

In jedem Fall kann bei einem solchen Vorgang nach anfanglich homogener 
Verteilung der Schwebeteilchen unter Umstainden deren Konzentration inner- 
halb eines réhrenférmigen Raumgebildes zeitweise auf ein Vielfaches gesteigert 
werden, wenn nicht andere Effekte massgebend dem entgegenwirken. Bei Luft- 
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_ Ionen beispielsweise wiirde das Zustandekommen der Wiedervereinigung eine 


solche Konzentration stets vermindern und nach Beendigung der Zufuhr von 
Schwebeteilchen schnell abklingen lassen. Trotzdem wird auch in solchen 
Fallen immer noch voriibergehend eine erhebliche Schwebeteilchenkonzentra- 
tion entstehen. Es wird also in einem Strémungsgebiet, das nach den Helmholtz- 
schen Wirbelsdtzen stets aus den gleichen Teilen des Mediums besteht, ein 
gegeniiber dem Aussenraum héher ionisiertes Raumgebilde erzeugt. Das hoher 
ionisierte Raumgebilde wird sich deshalb luftelektrisch wie ein im Medium 


schwebender halbleitender fester Kérper auswirken. 


Der entsprechende umgekehrte Vorgang bei zeitlich zunehmendem Kraft- 
feld oder bei zeitlich abnehmender Wirbelgeschwindigkeit wurde rechnerisch 


nicht naher verfolgt. 


Schlussbemerkungen 


Die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung kénnen, abgesehen von 
Naturbeobachtungen, ohne Schwierigkeiten auch im Laboratorium experimen- 
tell nachgepriift werden. Bereits mit Hilfe von einfachen aerodynamischen Ver- 
suchsgeraten lassen sich Wirbelstromungen erzeugen, deren Geschwindigkeits- 
profile sich fiir diesen Zweck eignen. Fiir den iibrigen Teil des Versuchs kommen 
vor allem luftelektrische Methoden in Frage, da sie eine einfache Feldregu- 
lierung und Beobachtung gestatten. Fiir manche der untersuchten Fragen 
k6nnten die Versuche modellahnlich ausgelegt werden. Ausser einigen qualita- 
tiven Versuchen im Rahmen von Entstaubungsuntersuchungen sind jedoch 
bisher keine physikalischen Versuche bekannt geworden, deren Ergebnisse zur 
experimentellen Nachpriifung der vorliegenden Uberlegungen verwendet wer- 
den kénnten. 

Die Verwertung der Untersuchungsergebnisse ist auf naturwissenschaftli- 
chem Gebiet denkbar vor allem im Bereich der Aerologie, wahrend die techni- 
schen Anwendungsméglichkeiten besonders auf dem Gebiet der Gasentladun- 
gen und der Stabtechnik liegen werden. 

Die Aerologie interessiert sich fiir die Deutung zahlreicher luftelektrischer 
Vorgange, mit denen die vorliegenden Untersuchungsergebnisse in Zusammen- 
hang gebracht werden kénnen. An derartigen Vorgangen sind zu nennen: Die 
Entstehung von atmospharischen Scheinzielen bei der W etterbeobachtung mit 
Hilfe von Radargeraten, die Bildung von Kugelblitzen, Perlschnurblitzen 
und sonstigen Besonderheiten der Blitzbahn, die Anreicherung von radio- 
aktiven Schwebestoffen in einzelnen Schichten der Substratosphare und ahn- 
liche Naturerscheinungen. Naturgemiss werden alle diese Erscheinungen durch 
eine Reihe von anderweitigen luftelektrischen und atmospharischen Vorgangen 
massgeblich beeinflusst werden ; die in dieser Notiz geschilderte Modifikation 
der Ionenbewegung kénnte aber dennoch einen wesentlichen Beitrag zur Kla- 


rung fraglicher Teilvorgange liefern. 
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Auch die Betrachtung der Gasentladungen weist auf Teilprobleme hin, zu 
deren Lésung die obigen Untersuchungsergebnisse vielleicht beitragen kénnen. 
In der Staubtechnik lassen sich die Untersuchungsergebnisse besonders auf 
dem Teilgebiet der kombinierten elektrisch-mechanischen Entstaubungsgerate 


| 
| 


anwenden. Doch sind auch bei rein mechanischen oder rein elektrischen Geraten — 


einzelne Anwendungsfalle denkbar. 

Fir besondere Problemstellungen in Naturwissenschaft und Technik kann 
die vorliegende Untersuchung in vielfacher Hinsicht erweitert und umgeformt 
werden. 


Summary 


The present study relates to the motion of ions and other suspended particles 
in turbulent flows. It is attempted to describe particularly interesting motional 
phenomena by virtue of their physical laws. Mention is made briefly of the 
possibilities of an experimental examination of the results of the investigation 
and their scientific and technical interpretation. 


(Eingegangen: 5. Oktober 1957.) 
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Ein Beitrag zur Untersuchung stetiger und unstetiger 
dreidimensionaler Stromungsfelder in Turbomaschinen 
Von JoHN R. WESKE, College Park, Maryland, USA?) 


In seinen Arbeiten zur theoretischen Berechnung des Strémungsfeldes in 
den Kandlen von Schaufelgittern [1]?) hat Herr Professor ACKERET als erster [2] 
auf die Bedeutung der durch periodische Schwankungen der Zirkulation verur- 
sachten nichtstationaéren Vorgange hingewiesen. Diese letzteren sind erst in 
jiingster Zeit in ihren praktischen Auswirkungen voll erkannt [3] und daher 
weiterer theoretischer Behandlung unterzogen worden [4]. 

Seit den friihen Ackeretschen Arbeiten bestand indessen das Problem, den 
theoretischen Methoden der Behandlung nichtstationarer Strémung in festen 
oder umlaufenden Schaufelgittern eine entsprechende experimentelle Methode 
zur Seite zu stellen, um auf beiden sich erganzenden Wegen zu genauerer Kennt- 
nis und Beherrschung dieser fiir die Wirtschaftlichkeit der Turbomaschinen 
bedeutungsvollen Vorgange vorzudringen. 

Den hier bestehenden Bediirfnissen entspricht die von H. BOMELBuURG [5] 
am hiesigen Institut entwickelte und von J. HERZoG [6] den Erfordernissen der 
Str6mungsmaschinenforschung angepasste elektrische Funkenserienmethode. 
Diese Methode unterscheidet sich von der alteren Townendschen Funkentechnik 
dadurch, dass der vom ersten Funken ionisierte Luftfaden als Weg geringsten 
elektrischen Widerstandes von nachfolgenden hochfrequent periodischen Fun- 
ken benutzt und wiedererleuchtet wird. Wenn der Plasmafaden sich in stré- 
mender Luft verlagert, entsteht ein Netz von Funkenwegen, die eine Strom- 
flache bezeichnen (Figur 1). Diese Funkenserien werden mit normalen Mitteln 
der Radartechnik erzeugt. Will man eine sich mit Schallgeschwindigkeit bewe- 
gende Strémung durch ein Netz von Funken mit 2 mm gegenseitigem Abstand 
aufnehmen, so muss die Pulsfrequenz gegen 170 kHz sein, was technisch durch- 
aus moglich ist. Fiir eine Funkenstrecke von 30 mm Linge ist die Spannung 
50 kV, die Stromstarke etwa 1 A. Da die Funkendauer 1 ys nicht tibersteigt, 
ist die Energie des Funkens sehr gering. 

Bei ihrer Anwendung zu Messungen sind gewisse Eigenschaften dieser 
Methode zu beachten. Aerodynamische Stérungen durch den Funken werden 
auf ein zulassiges Mass reduziert, indem der Strom die zur Leuchtwirkung er- 


1) Institute for Fluid Dynamics and Applied Mathematics, University of Maryland. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 724. 
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Figur 1 
Funkennetz einer dreidimensionalen Stromung. 


Figur 2 


Funkenbilder der Relativbewegung am Austritt eines rotierenden Zentri- 
fugalkompressor-Laufers. 


Oberes Bild: Axialprojektion; unteres Bild: Radialprojektion. 
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forderliche Minimalstarke hat. Nachfolgende Funken haben die Tendenz, 
scharfe Biegungen des Plasmafadens abzurunden. In beschleunigter Strémung 
erfahrt die durch den Funken erhitzte Luft grossere Bewegungsanderungen als 
die sie umgebende kiihlere. Die aus den letzteren beiden Vorgangen sich erge- | 
benden Fehlerquellen lassen sich durch Eich-Formeln [7] bei der Auswertung 
der Funkenphotographien ausschalten. 


Figur 3 
Funkenspuren im Nachlauf eines Gitterprofiles. 
Oberes Bild: bei M = 0,67; unteres Bild: bei M = 0,815. 


Die Funkenserienmethode lasst sich ebensoleicht fiir umlaufende wie fiir 
ruhende Schaufelgitter verwenden, da ein Netz der Relativstromung auf ein 
solches der Absolutstr6mung umgezeichnet werden kann. Strémungsvektoren, 
die aus den Verlagerungslinien im allgemeinen nicht unmittelbar zu ciency 
sind, kénnen nach Grésse und Richtung a. SC enoneor deren Funken- 

cel ickri ng fallt, festgestellt werden (Figur 2). 3 
ee evar Gc naigeasoeinen(orseimg hat es sich als oe 
erwiesen, dass die Funkenserienmethode im Vergleich zur Hitzdrahtmethode, 


724 Joun R. WESKE ZAMP 


die bestenfalls ein Geschwindigkeitsprofil liefert, momentane Strémungszu-_ 
stande tiber einen Flachenstreifen festhalt und zudem auch den zeitlichen 
Ablauf der Strémung zum Beispiel fiir 10 Funken von 100 kHz wahrend einer 
Zeitdauer von 1/10000 s wiedergibt. 

Da die Genauigkeit der Messung mit der Funkenserienmethode mit wach- 
sender Luftgeschwindigkeit zunimmt, bietet diese Methode besondere Vorteile 
bei Untersuchungen im schallnahen Bereich (Figur 3). Es lassen sich mit ihr 
insbesondere die in der Nahe der Schallgeschwindigkeit sich haufenden und 
den Charakter der Strémung beherrschenden Geschwindigkeitsschwankungen 
- und Strémungsverlagerungen sowie deren Auswirkungen auf Kern- und Grenz- 
schichtstrémungen erfassen. Es steht zu erwarten, dass weitere Einblicke in 
diese Zusammenhange neue Wege zur Erhéhung der Leistung und Wirtschaft- 
lichkeit von Turbomaschinen bei hoher Mach-Zahl eréffnen werden. 
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Summary 


Flow patterns in fixed or rotating passages of turbomachines, for steady or 
nonsteady, two- or three-dimensional flow may be photographed by means of 
series of electric sparks produced at very high frequencies. Characteristics of this 
experimental method, which is suitable particularly at transonic speeds, are 


discussed. Spark photographs are presented to demonstrate its applicability to 
turbomachines. 


(Eingegangen: 9. Oktober 1957.) 
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The Use of an Electronic Computer in Diffuser 
Boundary-Layer Investigations 
By Fritz ALFRED L. WINTERNITz, East Kilbride, Glasgow, Scotland?) 


1. Introduction 


The problem of flow in a diffuser, that is the development of the turbulent 
boundary layer under the effect of an adverse pressure gradient, has received 
considerable attention over the past sixty years [1] 2). The available information 
relates, however, chiefly to two-dimensional flow. There is, as URAm [2] has 
pointed out, an almost complete dearth of data from detailed boundary-layer 
investigations of the three-dimensional type which could be analysed to predict 
boundary-layer growth, the development of the velocity profile in the direction 
of flow and the onset of separation. In a diffuser, if inlet conditions and ge- 
ometry were known, this would allow an estimate of performance. 


2. The Diffuser Research Program at the Mechanical Engineering 
Research Laboratory 


A systematic study of three-dimensional boundary layers is in progress at 
the Mechanical Engineering Research Laboratory, East Kilbride, as an experi- 
mental contribution to the development of semi-empirical methods for cal- 
culating turbulent boundary layers. Conical diffusers are used to generate the 
simplest form of three-dimensional flow, that with axial symmetry. The 
variables in this investigation are the diffuser angle, the roughness of the 
diffuser walls, both natural and artificial, and the inlet conditions. The infor- 
mation required includes inlet Reynolds number; pressure rise and distribution 
across the diffuser; the variation in the direction of flow of two- and three- 
dimensional boundary-layer displacement and momentum thicknesses and the 
resulting shape parameters; the energy coefficients at stations along the dif- 
fuser; terms comparing the different boundary-layer paramieters and a number 
of other terms describing diffuser effectiveness. 

1) Fluid Mechanics Division, Mechanical Engineering Research Laboratory, Department of 


Scientific and Industrial Research. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 736. 
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3. The Experimental Investigation 


All readings on the rig are taken with reference to a datum pressure (Figure 1) 
and are non-dimensionalized by dividing by the contraction pressure differential. 
This makes them independent of changes in through-flow conditions during 
an instrument traverse and provides direct comparison for different traverse 
data. Air temperature, humidity and barometric pressure are also recorded. 


Ba 1G 


Datum 
Ae aa ROW Elae ce 


Ap 


Figure 1 
Diffuser rig measurements. 


x, y traverse positions; g, Pitot total pressure; P,, wall static pressure; gg contraction differential; 
7AN diffuser pressure rise; Ba barometric pressure; H humidity; 7 temperature; J traverse station 
at inlet; E traverse station at exit. 


Tests are carried out in the ‘incompressibility range’ at five different inlet 
Reynolds numbers between approximately 2 x 105 and 12 x 105; for each of these, 
Pitot traverses are taken on two diameters at not less than five different cross 
sections of the diffuser. In view of the magnitude of the program, some 
twenty diffusers are being examined, it soon proved necessary to investigate 
possible ways in which progress could be expedited. On the experimental side, 
there are physical limitations which restrict the rate of output; thus, for 
instance, automatic carriages with remote control, which certainly facilitate 
the experimental procedure, cannot reduce the time required for a traverse 
below that dictated by the minimum response time of the boundary-layer probes 
used for the point-velocity measurements. Savings in time thus procured are 
unimportant by comparison with the time required for evaluation, the latter 
being the obvious target for any attempt at improving the rate of output. 
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4. Methods of Evaluation 


Quantities required for further analysis are listed in Table 1 together with 
their definitions, and are indexed for further reference undera later heading. Five 
_ of the terms are seen to require integration of the measured velocity profiles 
with respect to area or distance, and it is this operation which accounts for most 
of the time expended on evaluation. Graphical integration is generally used. 


1°07 


2—~ 9-84 
= 


eras . 
SIS0-6 /, | 
“oO e 


u 
U, 


Velocity distributions 
= 
— 


+ = ——— 
0 0:05 01 
Wall distance y/D, ——— 
Figure 2 A 
Contraction velocity profiles, no entry length. 
© u/U,, contraction I; e u/U,, + (u/U,)?, a (u/U,)%, contraction II. 


4.1 Evaluation by Graphical Integration 


Numerical readings taken on the rig must by numerical treatment be 
suitably converted for plotting. They are then approximated by curve fitting 
and finally planimetered to yield a result which is again numerical, a process 
taking several hours per traverse to complete. Apart from being time Raed a 
graphical integration also affects the test procedure since, if ambiguity in t e 
curve fitting is to be avoided, an adequately large number of point-velocity 
measurements must be taken. Even if the individual bias in preparing the 
graphs from a finite number of points is minimized, the actual sale Ss 
integration is subject to random errors. To demonstrate this, specimen ve eu 
distributions have been chosen from the three groups of velocity profiles 
encountered in the experimental investigation [3], Figures 2 A to C, and a 
been integrated graphically with respect to distance and area es ie ne ‘a a 
and (u/U,)%, using standard techniques. Table 2 presents the standard deviatio 
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Table 1 
Terms to Be Computed 


Definition 


Quantity 


Mean velocity 


‘Pipe factor’ 


Mean dynamic pressure 


Pressure coefficient 
Inlet Reynolds number 


Two-dimensional displace- 
ment thickness 


Ratio of displacement 
thickness to inlet diameter 


Two-dimensional momen- 
tum thickness 


Ratio of momentum thick- 
ness to inlet diameter 


Shape factor 


Three-dimensional 
displacement thickness 


Ratio of displacement 
thickness to inlet diameter 


Ratio of displacement to 
inlet area 


Three-dimensional 
momentum thickness 


Ratio of momentum thick- 
ness to inlet diameter 


Ratio of momentum to 
inlet area 


Shape factor 


distributions 


Lg 


Velocii 
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Table 1 
Quantity Definition 


Ratio of displacement 
thicknesses 


Ratio of momentum thick- 
nesses 


Ratio of shape factors 


Energy coefficient 


in Pressure efficiency 


Neony . | Conversion efficiency 


Approximate conversion 


ne eae 
conv efficiency 


eed Energy efficiency 


u axial point velocity; U, centre line velocity; A, diffuser pressure rise; @ density; js viscosity. 
Suffices: 15 inlet, outlet; , traverse position along diffuser. 


Velocity distributions 
E 


ee : = 0 sini , - 4 “ 
° 0-1 OPS At le U9 0 15 Ra 2s) 
Wall distance y/D, ——— Wall distance y/D, ——= 
Figure 2 B Figure 2 C 
Contraction velocity profiles, with entry length. Diffuser exit velocity profiles. 


e ufU.3 + (uJU,)?; (u/U,)?. 
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in percent which were obtained from up to twenty integrations of the curves by 
different operators. For velocity distributions with thin boundary layers, the 
percentage deviations may amount to as much as 6% for certain of the bound- 
ary-layer parameters; although this is less for thicker boundary layers, 
percentage errors of up to 2:5 and 1% respectively are possible in the graphical 
determination of the boundary-layer parameters for the velocity distributions 
of Figures 2B and C. They may be larger still if fewer than twenty results 
are used in the evaluation. 
Table 2 
Random Errors of Graphical Integration Method. 
Results Obtained from Twenty Graphical Integrations by Different Operators of U/ ip (U/ gays 
(U/U,)8 Against Distance and Avea for Three Different Types of Velocity Profiles. 


| Figure 2A Figure 2 B Figure 2 C 
Quantit (O¢ © 1 mm) (O¥ » 5 mm) (O* ~ 50 mm) 
uantity 
| ~yi%) | ~wt%) |  ~wt%l 
U 
= <0-1 (0-:1)0:3 (0-2) —0-3 
c 
oe ie ty (0-1)—0-3 (0-1) —0-3 
6 >4 (0-5) —2-5 (0-2) —0-7 
H (2-0) —6-0 (0-5)—2:5 (0-4) —1-0 
a (0-1) —0-4 (0-2) —0-5 (0-3) —0-7 


oO 
y = percentage error of individual result = =e alOO? 
Mean 


o = standard deviation. 


(Figures in brackets are values from four results selected for minimum 
deviation.) 


Graphical methods of evaluation, while in this context universally appli- 
cable, are time consuming and limited in the degree of accuracy attainable, 
their only apparent advantage being that a visual check on the experimental 
results is obtained. A numerical method of computation, by comparison, would 
allow the processing of the numerical data obtained on the rig without inter- 
mediate transformation, thereby eliminating the possible random errors of 
curve fitting and the systematic and random errors of the graphical integration. 
Further, if fitting functions can be chosen which, for practical purposes, are 
adequate representations of the measured velocity profiles, it should be possible 
to obtain equivalent results from fewer point measurements than required for 
graphical integration, thereby reducing the time spent on the rig. Lastly, 
further improvement is possible by introducing automatic recording of test 


- teen 
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a data combined with simultaneous registration in a form suitable for processing 
on an electronic computer. 


4.2 Evaluation by Numerical Methods 


Tf the analytical functions used to represent the velocity distributions or 

_ their powers are discussed in the sequence of the sections in Table 1, the first 

objective is the determination of the mean velocity of flow U at any cross 

section along the diffuser. It has been shown [4] that, for velocity profiles of 

_ the type presented in Figures 2A to C, this is possible with adequate accuracy 
by integrating an expression of the form 


u= A*+ B* log (3) iC (5) ; (1) 


where u is the point velocity; y the distance from the wall; D the traverse 
diameter; A*, B*, C* are constants fora given velocity distribution, all having 
the dimension of velocity. 

Pitot traverse positions were determined such that, for a section of the area 
of through-flow, the true mean velocity would be measured at the selected 
gauging point, provided equation (1) represented the velocity profile in a satis- 
factory manner. This approach has here been applied to the outer quarter of 
the area of the circle which confines the traverse plane, but the number of tra- 
verse positions was increased for improved accuracy. 

The quarter area has been subdivided into five concentric rings with area 
ratios 1:1:2:4:8; in each of these, two ordinates were determined such that 
the mean log(y/D) of the two points was the mean log(y/D) of the ring and 
their mean (y/D) the mean (y/D) of the ring. Details of the calculation are 
given in reference [4]. This placed ten traverse points within a distance of an 
eighth of the radius from the wall. Weights used are proportional to area. In 
the inner three-quarter area of the circle, six further traverse positions are 
chosen so as to make numerical integration exact for seventh-degree poly- 
nomials of a variable which is proportional to area; integration is by TCHEBY- 
SCHEF’S rule [5]. A radial traverse consists thus of sixteen positions, to which 
the centre line- and one more near-wall reading are added; this must be 
compared with the 25 to 50 point-velocity measurements which are normally 
considered necessary in this type of investigation. It is contended that an 
equivalent accuracy may be obtained from the sixteen-point traverse which 
can, of course, by the same approach, be extended to contain an arbitrarily 
larger number of points if required. Experimental procedure does include, how- 
ever, readings at other positions than those specified to provide additional 


information for future reference. 
If the mean velocity U is thus determined, all terms in section I of Table 1 


can be computed. 
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Numerical determination of the two-dimensional boundary-layer para- 


meters of section II necessitates the use of the test results from the sixteen — 


traverse positions in the integration, which is now no longer carried out with 
respect to area but with reference to distance from the wall. It was found that 


this was possible with adequate accuracy if, in the outer quarter of the cross- | 


section, weights proportional to ring width were chosen, the numerical integra- 
tion again being carried out for log (y/D) and (y/D). The remaining inner three- 
quarters of the area is divided into two sections, in which the approximation is 
by quadratic polynomials of y/D; two triplets of weights are applied. 

It will be noted that in the definitions for the two-dimensional boundary- 
layer parameters, section II, the limits of the integration have been extended 
from the conventional boundary-layer thickness usually defined at 0-99 u/U, 
to the diffuser centre line. This modification, which simplifies numerical inte- 
gration is thought justified on the strength of the available evidence which 
suggests that differences due to the two different definitions are in general 
smaller than the random errors of the graphical method of evaluation, Table 2. 

In order to deal with the third section of Table 1 by numerical analysis, the 
definitions of 6¥ and 63: 


D/2 D/2 


e-fe- a) gra, anf Be ery @ 


c 


are expanded and non-dimensionalized by division with the inlet diameter D,, 
the resulting expressions being 


yey aed eae pe ees ela 


1 


which are readily computable. 

The fourth and fifth sections of Table 1, consisting of composite expressions 
of terms already determined in the sequence of calculation, are calculated by 
simple algebraic operations. 

By use of the assumptions outlined, the diffuser test data can be processed 
entirely by numerical methods using fewer points per radial traverse than 
generally considered necessary. This is permissible only if results obtained are 
in adequate agreement with the values found by use of a larger number of test 
points and conventional methods of evaluation. Such a comparison is presented 
in Table 3, again for velocity profiles of the types shown in Figures 2 A to C, 
but using traverse results from a minimum number of 35 points per radial 
traverse. It is seen that the percentage differences are adequately small, by 


comparison with the possible percentage error of the standard graphical 
method of evaluation. 


* v tie 
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Table 3 
Comparison of Results Obtained by Graphical and by Numerical Methods of Evaluation 
Summarized Results for Twenty-Five Diffuser Tests 


Figure 2 A Figure 2 B- Figure 2 C 
Gussie (O¥ = 1mm) (O# & 5 mm) (O¥ & 50 mm) 
U 
a < < 0-2 <<\Qe3 
of *8)—2°5 (0-3)—0-8 (0-3)—0:8 
oF *8)—2:5 (0-3)—0-8 < 0-4 
05 -5)—7:0 (0-3)— 2-0 (0:5)—1-2 
03 -0)—3°5 (0-8)—1-7 (0-3)—0°:5 
Talis *8)—5°5 (0-6)— 2-0 (0-5)—2-0 
i, -2)—2:0 << U5) (0-2)—1-1 
a -2)—0-4 (0-1)—0-4 (0-3)—0-9 


page ie (22a e 100) 5 


Qcr = quantity graphically determined (two integrations) ; 
QAn = Quantity analytically determined. 


(Figures in brackets are values from four results selected for minimum 
deviation.) 


On the strength of these and further results, numerical evaluation was 
adopted. It was found that, by using electric desk machines, the time required 
for computing the results from a single traverse could be reduced to about 
one quarter or one fifth. The time spent on the rig was also cut down, aithough, 
in general, additional point velocity measurements are taken. The next step 
towards automation of the rig was the coding of the evaluation program for 
processing on an electronic computer. 


5. The Digital Computer Program 


The detailed coding of the computation for the machine used, a high-speed 
digital computer at the National Physical Laboratory, Teddington, was carried 
out by the Mathematics Division of that Laboratory. The following is a brief 
outline of the preliminary programming which was done at the Mechanical 
Engineering Research Laboratory, Table 4 summarizing input and output data. 
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Table 4 
Computer Quantities 
Loe 1 a ee Oe ee ee ee 


Input quantities, punched 


Ga» Ta» 13» Cy 4, fy fo, Test No., Card label, YY (91; 42, 92» Cq, @ fy fe) 


Output quantities, printed 


Test No., w — Wyq, 5p, 9p, Hy, 6;, 9;, 4, O, 4, He, RB, %, Cys Ne» NE> Ne Np 


The computation was subdivided into five sections A to E which are cross- 
referenced by transfer through the computer stores. 


5.1 Section A 


Of the input data, point total pressure readings of the traverse and related 
static pressure measurements are made non-dimensional by dividing by the 
contraction pressure differential. Dynamic pressures and their mean as well 
as the non-dimensional mean velocity are calculated. Next, the velocity distri- 
bution is non-dimensionalized with U, the resulting w-terms being printed. In 
addition the w-terms are cubed and their mean stored for use in section EF. 
Similarly U d? is computed for use in sections D and E. 


5.2 Section B 


Integration of the non-dimensional dynamic pressure and velocity distri- 
bution is carried out with respect to distance, the weights forming, as in the 
case of the determination of U, part of the coding instructions. Output terms 
Oy, 9, and H, are calculated and printed. 


5.3 Section C 


All quantities required to calculate the three-dimensional boundary-layer 
parameters are available and the machine computes 46,, 0;,H3 as well as 
A, 0, x, and the six terms are printed. 


5.4 Section D 


The Reynolds number at inlet is calculated by use of correction factors 
which take account of atmospheric pressure, air temperature and humidity. As 
programmed, the inlet Reynolds number is determined from the results of 
each single traverse by use of the continuity equation. The ratio of these to the 
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_ value obtained directly from the inlet traverse with d?—1 is a measure of 
agreement between test results and continuity equation. 


5.5 Section E 


Lastly, the energy coefficients and the terms denoting diffuser effectiveness 
are computed at every traverse station with reference to the one at inlet, and 
are printed. 

At present the input data are punched by hand; to the terms listed in 
_ Table 4 are added the sum of the columns gq, and g, and the terms f,, f,, d and 
C,; the total is used to check the correctness of the punching. Each of the 
eight cards carrying the input data relating to one traverse is labelled indi- 
vidually and with the test number. 

The manometers used are in the process of being modified for output in 
digitized form, after which recording on cards or tape will be automatic. 


6. Time Comparison for Different Methods of Evaluation 


From the experience available, the time required to produce the output 
data on Table 4 for one radial velocity traverse of at least 25 points and the 
related pressure measurements is of the order of 12h if graphical integration 
is used. 

If the same computation is carried out numerically with electric desk 
machines, and the results from the sixteen-point traverse are used, this reduces 
to approximately 3 h. 

The computation time on the electronic machine is of the order of 10s, 
approximately 1/4000th of the original time requirement. The previous limi- 
tation on output has therefore been removed, but by comparison with the 
available computation capacity the test facilities have now become inadequate. 
The modifications planned are of importance to the work of the Fluid Mechanics 
Division, since the diffuser rig is used in a pilot experiment which will assist the 
introduction of automation on the large test facilities of the Hydraulic Ma- 
chinery building, and in the evaluation by the electronic digital computer which 
will shortly be available at the Mechanical Engineering Research Laboratory. 
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Zusammenfassung 


Eine systematische, im Mechanical Engineering Research Laboratory, East 
Kilbride, in Durchfiihrung begriffene Untersuchung der Auswirkung von Ein- 
laufverhaltnissen und Wandrauhigkeit auf die Str6mung in geraden, konischen 
Diffusoren konnte durch Auswertung der experimentellen Resultate auf einer 
Elektronenrechenmaschine bedeutend geférdert werden. 

Die in den verschiedenen Abschnitten des Berechnungsganges anstelle der 
ublichen graphischen Integrationsverfahren zur Verwendung kommende nume- 
rische Auswertung wird kurz beschrieben und die Genauigkeit bei verringerter 
Anzahl der MeBstellen als geniigend aufgezeigt. 

Fir jedes mit dem Staurohr gemessene Geschwindigkeitsprofil und die ent- 
sprechenden statischen Druckmessungen werden fiir weitere Auswertung sech- 
zehn verschiedene Ausdriicke, darunter zwei- und dreidimensionale Grenz- 
schicht-Parameter berechnet und das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil an- 
geliefert. 


(Received: September 24, 1957.) 
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Three Hundred Years of Vibration Engineering 


By STEPHEN J. Zanp, Erie, Pennsylvania, USA!) 


To most engineers specializing in vibration, the theory of oscillation is a 
new science confined to their individual fields be it airplanes, power plants, 
automobiles or ships. Vibration occurs when a sudden application of a force 
disturbs the equilibrium between the internal (elastic) forces of a body and the 
external forces, thus this definition indicates that vibration is a universal 
phenomenon of nature. To name but a few examples, the theory of oscillation 
is applicable to a vast variety of problems encountered in clocks and watches, 
where the oscillations can be seen, musical instruments where the oscillations 
can be heard and in such minute particles as molecules where interatomic 
oscillations can be calculated by the same formulae as those used for finding the 
period of a pendulum. 

The development of the theory of vibration, a branch of dynamics, extends 
over a period of more than 300 years and since “The inventions of to-morrow 
can be predicted if it is known what went on yesterday’ this discourse will 
sketch the history of the researches conducted in physics and applied mathe- 
matics which bear on oscillatory phenomena. 

The pace in engineering science to-day leaves a minimum of time for histori- 
cal studies, hence only few realize how little fundamental knowledge has been 
added to theories resulting from observation or analysis set forth as far back as 
three hundred years ago. One is amazed at the results obtained in that remote 
time with the crudest equipment; also, one can hardly believe that so many 
basic truths were discovered by virtue of pure philosophical speculation, mere 
intellectual effort, without technical aids. Take for instance the obvious fact 
that the period of a pendulum of a length L is constant and independent of the 
mass. Any first-year engineering student can prove this fact by writing the 
energy equation but three hundred years ago such simple reasoning was not 
possible as laws of motion and the concept of energy were not yet formulated. 
As a matter of historical fact it was the observation of the behavior of the pen- 
dulum which led to the formulation of such laws. 

In 1579 a young medical student at Pisa was worshipping in the Cathedral. 
Save for the annoying rattle of a chain there was silence in the auditory. A 
sacristan had just filled a hanging oil lamp and left it swinging The noise of 


1) Registered Consulting Engineer. 
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the oscillating chain interfered with the student’s meditations and started him 
upon a train of thought that was far removed from his devotions. He observed 
the rhythm of the swinging lamp, it seemed to him that its beat was regular, 
that the swinging lamp was taking exactly the same time in each of its oscil- 
lations although the amplitude was constantly diminishing. 

Was his observation correct? If so, he had come upon a fundamental fact. 
At home he took two threads of the same length and attached them to two 
pieces of lead of the same weight. He then tied the other ends to separate nails 
and was ready for detailed observations. 

He took the two pendulums, drew one of them to a distance of two hands’ 
breadth from the perpendicular, the other to four hands’ breadth and then 
released them simultaneously. With an assistant he counted and compared the 
oscillations of the two threads. The total was exactly the same — one hundred 
counts in each case. The two threads, in spite of the great difference in their 
starting points, ended their swinging at the same time. 

And thus, in the swinging motion of a cathedral lamp, this young man 
discovered the rhythmic principle of nature which to-day is applied in the 
counting of the human pulse, the measurement of time on the clock, the eclipses 
of the sun and the movement of the planets. This young man was GALILEO 
(1564-1642) the founder of the science of kinematics and also the one who 
first realized that the theory of sound and the theory of oscillation are essen- 
tially one and the same. 

In GALILEO’s Discourses Concerning Two New Sciences, first published in 
1638, there is a remarkable discussion of the vibration of bodies. Beginning 
with the description of the experiment reported above, GALILEO goes on to 
describe the phenomenon of resonance. He then reviews the common notions 
about the relation of the pitch of a vibrating string to its length and then 
expresses the opinion that the physical meaning of the relations is to be found 
in the number of vibrations per unit of time. He says he was led to this point 
of view by an experiment in which he scraped a brass plate with an iron chisel 
and found that when a pure note of definite pitch was emitted the chisel marked 
the plate with a number of fine lines. When the pitch was high the lines were 
close together, while when the pitch was lower they were farther apart. GALILEO 
was actually able to tune two spinet strings with two of these scraping tones; 
when the musical interval between the string notes was judged by the ear to be 
a fifth, the number of lines produced in the corresponding scrapings in the 
same total time interval bore precisely the ratio 3:2. It seems plain from a 
careful reading of GALILEO’s writings that he had a clear understanding of the 
dependence of the frequency of a stretched string on its length, tension and 
density. There was, of course, no question then of a discussion of the dynamics 
of the motion of the string, for the theory of mechanics had not advanced far 
enough. But GariLeo did make an interesting comparison between the vibra- 
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tions of strings and pendulums in the endeavor to understand the reason why 
sounds of certain frequencies, i. e., those whose frequencies are in the ratio of 


_ two small integers, appear to the ear to combine pleasantly, whereas others not 


possessing this property sound discordant. He observed that a set of pendulums 
of different lengths, set to oscillating about a common axis and viewed in the 
original plane of their equilibrium positions, present a pleasing pattern to the 
eye if the frequencies are simply commensurable and a complicated jumble if 
they are not. This is a kinematic observation of great ingenuity and illustrates 
the fondness of the great Italian for analogy in physical description. 

While GALILEO explained the elementary phenomena of motion, CuRI- 
STIAAN HUYGHENS (1629-1695) provided precise definitions pertaining to funda- 
mentals of dynamics and laid the groundwork for the coming Newtonian 
era. His investigations of dynamics of interest to vibration engineering were 
the studies of the compound pendulum, analysis of restricted motion along a 
circular path, and researches on the theory of elastic shock and wave propaga- 
tion. In this work the concept of the dynamic center of gravity is first intro- 
duced. His researches also extended to optics where he was the first to point 
out that light is a form of vibration which spreads outward from the source 
just as sound does in air. HUYGHENS correctly observed that light which propa- 
gates 7m vacuo must be a different form of vibration from sound but the final 
explanation of the nature of light was elaborated by NEwTON and completely 
and brilliantly made clear by MAXWELL in the middle of the 19th century. 

HuyYGHENS applied his theories to the practical solution of time measure 
ments and built the first pendulum controlled clock. The theories and practical 
results were published in a book, Horlogium Oscillatorium (1673). HUYGHENS’ 
pendulum clock raised the precision of time measurements in both science and 
daily life to hitherto undreamed-of accuracy. Clocks consisting of concentric 
hands actuated by falling weights through a gear train were known even before 
GALILEO but they ran irregularly and unreliably for they were regulated by 
friction which is always variable. The introduction of a pendulum of a fixed 
period of oscillation was a tremendous step forward in the art of clock making — 
the result was trustworthy measurement of time. 

In navigation, because of the oscillation of the ship, the usual pneu 
depending upon gravity, was not satisfactory in spite of HUyGHENS’ special 
efforts. He therefore proceeded to work on elastically controlled pendulums 
(balance wheels) for these clocks, pendulums such as we still find to-day in the 
balance wheel and escapements of pocket watches and ships’ chronometers. 
Here again, the introduction of a fixed-period device is the only point of 
novelty. Pocket watches with trains or wheels, driven by a spring, existed 
already; because of their external form, and their main place of origin, they 
were known as ‘Nuremberg eggs’. The actual introduction of the spring-con- 
trolled balance wheel as an equivalent to the gravity pendulum is generally 
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credited to HooxE but, by his own admission, he was led to this invention by 
HvUYGHENS’ researches. 

The middle of the 17th and the beginning of the 18th century can rightly 
be designated as the beginning of the reign of the applied and theoretical 
physicist. To enumerate the achievements of all the men who during that 
period contributed directly or indirectly to the theory of oscillations would 
require the writing of a two-volume book. The scientific highlights of these 
times are the researches on stress and strain by Hooke. KEPLER, HALLEY and 
WREN must be mentioned for their work on oscillations in celestial mechanics. 
Also, one must pay tribute to that great French philosopher DESCARTES 
(CaRTESIUS) (1596-1650), inventor of the system of coordinates bearing his 
name and the first to formulate a method of conducting a scientific investiga- 
tion. This system paved the way to the study of sound. Many more giants of 
science. of that era should be included but space limitations forbid — forcing us 
to confine ourselves to the one who was the greatest and the profoundest of 
them — the one upon whose teachings all modern mechanics, acoustics, optics 
and thermodynamics are based. He was Isaac NEwTon (1643-1727), who was 
born a year after GALILEO’S death’). 

Woolstrope, in East Anglia, where he first saw the light of day, could have 
small inkling that it would produce the author of one of the greatest scientific 
revelations ever made to mankind. NEwTon discovered universal gravitation, 
the force which holds the heavenly bodies together, which guides the earth, the 
planets and the moons in their orbits, which acts according to a simple fixed 
law and is the same force which causes a stone to fall to the ground. Indeed, 
this force acts on all matter earthly or heavenly, great or small. The laws of 
gravitation formulated by NEWTON were so fundamental that they remained 
unchanged for two hundred years until 1905 when ALBERT EINSTEIN broadened 
the laws without, however, changing their basic concepts. 

NEWTON also gave us a tool without which the solution of oscillatory prob- 
lems could not be attempted. He gave us calculus, the key to the solution of 
all kinematic questions. He investigated phenomena of flow and formation of 
eddies in liquids, oscillations of liquids in U-tubes, propagation of waves, inter- 
nal friction of viscosity, damped oscillations, and many similar problems. He 
thus became the founder of the science of acoustics. As the result of a profound 
insight into the phenomena of waves, he developed the method of calculating 
the velocity of sound, finding it to be equal to the square root of the ratio be- 
tween elastic force (pressure of the air) and density (specific gravity), and con- 
cluded from this fact that the velocity of sound must increase with increase of 
temperature. It was a hundred and thirty years later that Lapracg, by intro- 


i) In one of the best popular biographies of GALILEO (The Star Gazer, by ZoLT DE Harsy1) the 
closing sentence of the book states that the very year, the very day, the very hour when GaLILEo 
died, Newron was born — a dramatic ending for the book but historically incorrect. 
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ducing into this formula the ratio of specific heats, made it agree with the 
measured velocity of sound in air. NEWTON also developed the fundamental 
and simple relationships, holding for all wave processes, between velocity of 
propagation, wave-length, and period of vibration, or frequency’). He then 
calculated the wave-length of a note of known frequency, and found it to be 
double the length of the open pipe producing the note. 

The velocity of water waves, and its dependence upon the wave-length was 
also calculated by NEwron directly (for small amplitudes). He assumed in this 
research rectilinear motion of the particles of water; but he rightly remarks that 
the motion is actually circular, which fact was finally completely explained by 
WILHELM WEBER a hundred and forty years later. Subsequently, mathe- 
maticians, led by BERNOULLI and leaning on NEwron’s foundations, have 
succeeded in calculating the velocity of propagation of such waves for any 
amplitude. Nothing of fundamental novelty, however, concerning these oscil- 
latory phenomena has been added. 

NEwrTon’s scientific thinking was based on a creed ‘Hypotheses non fingo’ 
by which he meant that mere supposition — what has not been properly deduced 
from phenomena — should not be put forward as science. If the investigation of 
nature is to remain what all great men of science have held it to be — the 
gathering of knowledge of the truth — then the warning in this statement is 
certainly of permanent validity. 

The vibration of a string excited the imagination of the early acoustical 
experimenters. In this phenomenon vibration and acoustics are obviously com- 
bined, as vibratory excitation by plucking or bowing the string produces an 
audible note. Just as the pendulum was the portal to analytical kinematics, 
so the vibrating string was the gate to the establishment of a branch of physi- 
cal science, originally called wave mechanics and later vibration and acoustics. 
To-day the terms vibration and acoustics can be used interchangeably because 
it is known that sounds which are heard are nothing other than vibrations lying 
within a certain frequency range and having a finite amplitude. 

After NEwron’s introduction of calculus and formulation of the basic laws 
of mechanics, a younger contemporary of his, BRooK TAYLor (1685-1731), the 
British mathematician who established the infinite series bearing his name, 
worked out the strictly dynamical solution of the vibrating string and was able 
to derive the formula for the frequency of its vibration within certain boun- 
daries, a formula which corroborates the data recorded by GALILEo. More ela- 
borate mathematical techniques, in particular the introduction of partial deri- 
vatives worked out by EULER (1707-1783), D’ALEMBERT (1717-1783), DANIEL 
BERNOULLI (1700-1782) and finally LAGRANGE (1736-1813) solved the problem 


completely without any limiting conditions. 
3) V = fA; v velocity; / frequency; A wave length; f = 1/22 (1/g)1/2; f frequency; / length of a 
pendulum; g gravity. 
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In 1755 DANIEL BERNOULLI published his famous principle of superposi- 
tion) which was a bold anticipation because of the limited mathematical 
knowledge then available to the physicist. The rigid proof of this principle 
with extensions and practical applications to the theory of oscillations and 
acoustics was made in 1822 by FourrER (1768-1830) who also postulated and 
proved a theorem®) which is of fundamental practical importance, in daily use 
in all vibration engineering. 

Any review of technological improvements or of the development of the 
sciences will reveal that they follow a certain historical pattern. With but few 
exceptions successful inventions and new theories are put forth at the time 
when the world is-ripe for them. When technology is starved for new materials, 
different processes, new manufacturing methods, etc., some outstanding per- 
sonality is born who integrates the isolated, already existing approaches to 
separate but related problems and gives the world the practical method of 
exploiting that science. 

This was precisely the state of affairs with respect to the theory of oscil- 
lation and sound in the middle of the 19th century. Industry had progressed 
to a point where all kinds of machines were being built. Theaters, auditoria, 
arenas, sports palaces were being erected all over the world. The machines often 
vibrated and broke down, the magnificent edifices were sometimes acoustical 
monstrosities built without regard to science and had to be rebuilt frequently 
to make understanding of speech and appreciation of music possible. 

The man who integrated all the available knowledge on vibration and 
sound, filling in the existing gaps by his own researches, to whom this and 
future genérations of engineers are indebted for the first complete, formal and 
highly practical presentation of the theory of vibration and sound is JOHN 
WILLIAM STRUTT, Baron RAYLEIGH (1842-1919). Lord RAYLEIGH was able to 
make a complete synthesis of the experimental data and rewrite the theory for 
the engineer who, unlike the theoretical scientist, has to work under real and 
not idealized conditions. Most of the experimental findings available at that 
time had been discussed by their authors in impractical ways with little attempt 
at a true dynamical explanation. RAYLEIGH checked such experiments and 
presented the data with the necessary rigid mathematical proofs. 

During his lifetime Lord RAyLEIcH published some 450 scientific papers 
covering all branches of physics. Of these, 128 were devoted to vibration and 
acoustics. These were later collected, edited and put together in a two-volume 
book entitled The Theory of Sound, published in 1870. A second edition 
appeared in 1894 which was reprinted without change in 1926, 1929 and 1945. 
As one of his biographers, Prof. B. Linpsay, says: ‘This record of devotion to 


4) The total displacement of a system acted on by a number of forces can be found by solving 
the prcerens for each applied force separately and adding together all the resulting solutions. 
) Any periodic function can be represented as a sum of sines or cosines. 
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a ‘Single department of thought is undoubtedly unique in the annals of 
science.’ 

RAYLEIGH’S original contributions to the science of vibration engineering 
are many. A few of the less well-known may be mentioned here. He was the 
first to measure sound objectively and his classical method is based on the 
finding that a suspended disk tends to set itself at right angles to the to-and-fro 
motion of the particles in a sound wave. In using this device, the disk, sup- 
ported by a torsion-bar suspension, is placed where an antinode will be situated 
in a resonating tube, its plane making an angle of 45° with the axis of the tube. 
When a sound is established in the tube, a torque will act on the disk and 
deflect it, the torque being proportional to the intensity of the sound. The 
method by which it is possible to find approximately the lowest (fundamental) 
frequency of a string or a bar with variable cross section is due to him and led 
AUREL STODOLA (1860-1943) to the publication in 1907 of a method of calcula- 
ting natural frequencies of crankshafts and turbine disks. RAYLEIGH was the 
first to point out the physical nature of sound absorption giving formulae 
relating the porosity of a material with its sound absorbing qualities and also 
gave the architectural profession several useful ideas pertaining to optimum 
reverberation time in an auditorium. 

RAYLEIGH’S book contains all the basic information on vibration the specia- 
list needs. Even such up-to-date design ideas as decoupling of the modes by 
establishing the coincidence of the center of gravity with the elastic center will 
be found in this work. 

Many problems in vibration engineering are solved by assuming small 
displacements, thereby linearizing the equation of motion. RAYLEIGH cor- 
rectly warns his readers that such a procedure may not always be correct, 
thereby anticipating the latest development in oscillatory science — nonlinear 
mechanics. 

After RAYLEIGH’s death, vibration engineering continued to develop 
rapidly particularly in the branches which he had not explored in his researches. 
The great expansion of telephone networks throughout the world and especially 
in the United States, Sweden and Switzerland, made the understanding of the 
physical aspect of speech and hearing of paramount importance. At the same 
time, due to electronic developments, the technique of reproducing, recording 
and measuring objectively the amplitude, frequency and wave form of sound 
became routine laboratory assignment. Thus in the 1920’s one finds the nature 
of speech and hearing explored by Dr. FLETCHER of Columbia University in 
such a way that the engineer, the physiologist and the physician speak the 
same language and work towards better acoustics in vehicles, quieter factories 
and offices, better reproduction of speech in theaters and classrooms, better 
hearing aids for the deaf. Simultaneously, the work on acoustical materials, 
concepts of sound absorption, transmission loss, attenuation, ultimate rever- 
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beration time, etc., are clarified and formulated by Drs. WALLACE C. SABINE 
of Harvard and VERN KNUDSEN of the University of California, pioneers of © 


American architectural acoustics. 
While in RAYLEIGH’s time acoustics and any other vibration phenomenon 


were treated together, in the last thirty years, due to the vast amount of in- | 


formation available, four distinct specialties have developed: mechanical vibra- 
tion engineering, acoustical engineering, flutter engineering, electrical oscil- 
lation engineering. All four are of equal importance to aeronautics and each has 
its experts — many of them will be remembered as pioneers in specialized vibra- 
tion problems. Some, still young to-day, have already earned permanent niches 
in the engineering hall of fame. 

Mechanical vibration, its elimination or isolation, elastic stability and its 
influence on fatigue life of airplane structures, became better understood after 
the publication of a formal book by the Russian-American STEPHEN TIMO- 
SHENKO. His treatise, Vibration Problems in Engineering (now in its fourth edi- 
tion) is almost as fundamental as RAYLEIGH’S. Davis of the NPL in England 
and CHRISLER of the NBS in the USA (in 1929) provided a theoretical founda- 
tion for the subsequent soundproofing of airplanes applied practically in the 
USA by the author®). Von KARMAN, THEODORSEN, FREBERG, and KEMLER gave 
us theories of flutter generation and a method of designing so as to prevent the 


occurrence of this dangerous phenomenon. In electrical engineering, VAN DER - 


Pot laid before the world a whole series of oscillatory phenomena which are 
found also in problems dealing with supersonic flow and in many automatic 
control designs. 

It is VAN DER Pot’s work which alerted the engineers and made them take 
the nonlinearity of some of the problems (correctly predicted by RAYLEIGH) 
seriously under consideration, and in doing so they were catapulted into an 
entirely new branch of mechanics — the whole field of nonlinear oscillation. 

Nonlinear mechanics is a branch of physics where the equation of motion 


cannot be represented by the familiar second order differential equation with 
constant coefficients’). 


EULER, LAGRANGE, PorNnsor, in the 18th century, already realized that such 


problems would be encountered. Their efforts to provide solutions followed the 
tendency to linearize by confining the parameters to small motions. Applying 
the same thought to large displacements, one finds that this approach is com- 
pletely inadequate. At the end of the last century, Porncart discovered that 
nonlinear problems have certain closed characteristics, called ‘limit cycles’, 
giving at least an indication of the general character of the solution. For 

8) S. J. Zanp, Etude du comfort au bord d’avion de transport, L’ Aeronautique 1936 (June), and 
S. J. ZAND, Acoustics and the Aeroplane, SAE Jl. 1934 (February). 


i“) ry pieal linear: m x + 2h%-+4+ K = F(t); motion of mass under influence of spring with 
friction. 


Typical nonlinear: * + (“2 — 1) # + % = 0; Van der Pol-vacuum tube oscillator. 
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_ example, while there is no general solution of the Van der Pol equation, it is 

known (1) that there is a unique periodic stable solution, and (2) that every 
solution tends asymptotically to the periodic solution. This knowledge is of 
great practical significance. For a quarter of a century POINCARE’s work — 
except in astronomical circles — remained hidden in philosophical files until 
brought to light by VAN DER Pot some thirty years ago. Strangely, the theore- 
tical continuation of VAN DER Pot’s ideas was largely conducted in the USSR 
under the direction of MANDLESTAM, PAPALEXI, KRYLOFF and BoGOLIUBOFF. 
In America Von KARrMAN introduced this science to the aeronautical pro- 
fession§), while MINoRSky’s excellent text) permitted a deeper insight into a 
number of nonlinear hydrodynamic problems. 

The established design principles of aeronautics — lightness, great power 
output per unit of weight, high velocities — are applied as criteria in other 
branches of engineering. The aeronautical methods, while sound, and from 
the point of economy, supreme, are, however, most conducive to the genera- 
tion and transmission of vibration. Thus vibration engineering in the future 
will play an even more important role in technology. 

Vibration is not always destructive — it can often be used to advantage: 
mixing paints, sorting coal, separating different sizes of many materials, 
making cores for castings, etc. 

Knowledge of vibration is of utmost importance in atomic physics because 
the particles of the universe are constantly subject to periodic oscillations. Let 
us for an instant approach vibration engineering from a molecular point of 
view, and select, from atomic physics, just one single example. Suppose two 
atoms, one of mass m, the other of mass m, are considered. At small displace- 
ments, let these atoms be connected by a force of attraction F which is approxi- 
mately linear. This relation is that found in the diatomic molecules H3, O., Cl, 
etc. In all of these molecules, m, is equal to m,. Plotting the potential energy 
versus increasing interatomic distance point A (see figure) is the point of 
minimum potential energy, corresponding to the equilibrium separation of the 
atoms. 

If, because of external forces (electric or magnetic field), the atoms separate, 
a force of attraction tends to return them to A; if they are compressed toward 
each other, a repulsive force tends to return them to the original position A. 
Atoms joined in this manner do, at ordinary temperatures, vibrate about the 


point A with a frequency equal to 
1 /F\1e2 
merges " 


8) Tu. von KArMAN, The Engineer Grapples with Nonlinear Problems, Amer. math. Soc. 46, 8 


) 
(1940). 
9) N. Mrnorsky, Introduction to Nonlinear Mechanics ( 


gan, 1947). 


Edward Brosthers, Ann Arbor, Michi- 
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where F is the spring force between the atoms, and 
_ MM, 
w=, +M,* 


F can be expressed as 2a?D, where D is the heat required to decompose the 
dumbell molecule. F is a constant, characterizing the curvature at A of the 


Potential energy ——— 


Increasing interatomic distance ——— 


Potential energy versus interatomic distance. Point A is the point of minimal potential energy. 


ere 


potential energy-separation diagram. Equation (1) is the classical vibration 
equation describing any mass spring system. If m, = m., then the frequency 
fim = 1/2 (K/m)*, where K = 2 F. Of what actual significance is this molecular 
frequency? Due to thermal excitation, the atoms constituting a molecule 
possess energy of vibration. This particular frequency of vibration is the infra- 
red frequency of the molecule. Thus a molecule consisting of two atoms, with 
a force holding the nuclei at a fixed distance apart will have one and only one 
characteristic vibration frequency /,,. This frequency is due to the vibration 
of the atoms towards and away from each other. Furthermore, it has been 
shown that this frequency is the frequency of radiation emitted by the mole- 
cule and finally the frequency absorbed during permanent excitation. We also 
know that the fundamental molecular frequency determines the Raman spectra. 
In the Raman scattering process, in which the molecule is not permanently 
excited to a higher level, the frequency of the scattered light is always less than 
that of the incident light, by the value /;—/, = fm, where f; is the frequency 
of the incident radiation, f, that of the scattered radiation, and f,, is the natu- 
ral molecular frequency derived previously. The laws and methods applied 
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in the analysis of mechanical, acoustical or electrical vibration are obviously 


valid and applicable in the study of atomic or nuclear physics. Since nuclear 
physics deals with the most fundamental concepts of matter, one should really 
say that all vibration laws derived in nuclear physics are universally applicable. 

The most important tool in all researches, as this resume purports to show, 
is the human mind. Let us continue our studies not only to make our machines 
better but to explore the basic mysteries of the universe. Let us believe with 


_ Poincaré that ‘what makes these periodic solutions so valuable is the fact that 


they are, so to speak, the only breach through which we can penetrate a realm 
heretofore deemed inaccessible’, namely the Infinite. 


Résumé 


Le probléme des vibrations dans la technique moderne, particuliérement dans 
Vaviation, est un objet de recherches trés approfondies auxquelles participent des 
savants et des ingénieurs de tous les pays. On croirait qu’il s’agit d’un phénoméne 
découvert dans notre siécle, mais, une étude superficielle déja, comme celle de 
lVauteur, démontre que GALILEE fut le premier a étudier les oscillations d’un 
pendule simple et que grace a lui HuyGHENS, HooKE et quelques autres purent 
inventer des horloges et des montres de précision, munies de pendules soit linéaires 
soit A torsion. Les contributions de NEwTon vont davantage au fond de la question, 
particuliérement dans ses recherches sur la théorie des ondes. L’ére de BER- 
NOULLI, FourIER et LAGRANGE est discutée briévement et sert d’introduction 
aux travaux de Lord Ray LerGcu, un des géants de l’acoustique. Les contributions 
des ingénieurs et physiciens des derniéres soixante années sont mentionnées ainsi 
que des observations sur les phénoménes nonlinéaires. Pour conclure et pour 
démontrer que les problémes vibratoires sont universels, l'article se termine par 
une citation d’un exemple de la physique atomique. 


(Received: July 26, 1957.) 
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An Attempt to Generalize Onsaget’s Principle, 
and its Significance for Rheological Problems’) 


By Hans ZIEGLER, Ziirich, Schweiz’) 


1. Introduction 


Recent developments in rheology emphasize the thermodynamic aspect of 
the problems treated. In thermoelasticity, for instance, the field of classical 
elasticity is extended to include influences of temperature differences and heat 
flow [1]8). While the phenomena considered here are reversible (by definition), 
other trends of research are concerned with irreversible processes. A. P. GREEN 
[2] and W. PRAGER ([3], p. 83) have pointed out that in the solution of problems 
of plastic flow it is indispensable to assure a positive sign of the rate of dissi- 
pation work throughout the body. M. A. Bror [4] stressed the importance of 
irreversible thermodynamics for viscoelasticity. He used the relations of 
L. ONSAGER [5, 6] to establish a perfect analogy between problems of elastic 
deformation and viscous flow. This proof of the so-called viscoelastic analogy 
has the advantage of being independent of any conditions of symmetry or 
isotropy; it is restricted, however, to linear rheological laws, since ONSAGER’S 
relations are meaningful only in the linear case. 

In a recent paper [7]}*) the author suggested (without proof) a generalization 
of ONSAGER’S theory for nonlinear phenomenological laws. Such a generali- 
zation is of particular interest in connection with rheology, since it allows to 
establish the viscoelastic analogy in full generality, and at the same time to 
lay a foundation for the theory of plastic potential of R. v. Mises [8] which, 
in the generalized form due to W. PRAGER ((3], p. 18), is one of the central 
pillars of the theory of plasticity. 

This paper is an attempt to prove the suggested generalization of ONsa- 
GER’s relations. This can be done in full generality for arbitrary irreversible 
processes (sections 4 and 5). Since, however, the need for this generalization 


1) The results presented in this paper were obtained in the course of research sponsored by the 
Office of Ordnance Research, Department of the Army, under Contract No. DA-19-020-3487. ‘ 
The author is indebted to Professors W. PRAGER and R. S. Rivtirn for their helpful advice. 
2) ETH, 1956/57 Brown University, Providence, R. aR SVN 
3) Numbers in brackets refer to References, page 762. 
4) This paper was written in ignorance of Biot’s work. 
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_ arose in connection with rheology, the exposition of the problem (sections 2 
and 3) and the evaluation of the results (section 6) will be restricted to this 
particular field. 


2. The Rheologic Problem 


In certain rheologic bodies (Maxwell body, Prandtl-Reuss body) each of 
the deformations x, (k = 1, 2,...) is the sum 


i ee (2.1) 


of an elastic and an inelastic component, where the distinction between the 
two types of deformation is based on a definition to be given presently. If 0 
is the temperature of the body, the quantities x%, x1, and 0 may be considered 
as the independent thermodynamic state-variables. In order to assure that the 
state of the body at any time is entirely determined by these quantities, it is 
necessary to confine the following considerations to sufficiently small bodies or 

to sufficiently slow changes of state. 
The work of the external forces X; in an arbitrary change of state is given by 


dW = X, (dxt + dx’) 5), (2.2) 


If dQ denotes the induced heat, the first fundamental theorem of thermody- 


namics takes the form 
qdw+dQ=daU, (2.3) 


where U(xé, xi, 6) is a single-valued state-function, called the internal energy 
of the body. 
From (2.2) and (2.3) follows 


0U Rais eel au 
dQ= dU — dw = ie ue X,) dxé + ters - X,) dx + 5 d0. (2.4) 


According to the second fundamental theorem of thermodynamics 
a =0US ; (2.5) 


where S(xé, we 9) is another single-valued state-function, called the entropy of 
the body. For reversible changes of state (2.5) is an equality; for irreversible 
processes it is an inequality. es é 
We now distinguish between x% and xj, by the definition that the elastic 
deformations be reversible changes of state, while the inelastic deformations 
are irreversible. From (2.4) and from relation (2.5), interpreted as an equation 


5) Throughout this paper the summation convention is adopted for subscripts. 
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for elastic processes dxi, = 0, we obtain 


—E——EOeee 


aU , eSph ee | 
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It follows that | 
5-1 eu os. ft Om pi 
oe Temi s) p0 mtv Od “POR cat 


For the partial derivatives 0S/0x; no similar relations hold. 
It is useful to introduce a third single-valued state function 


F(x, x,,0)=U—O0S, (2.8) 
called the free energy of the body. According to (2.7) and (2.8) 
OF OF 
Ae oe’ carla Yi (2.9) 


Thus the dependent state-variables X;, — S can be obtained as partial deriva- 
tives of the free energy with respect to the corresponding independent variables 
x%, 0. The function F therefore is sometimes called the thermoelastic potential 
of the body. According to (2.9) the thermoelastic behaviour (the elastic 
constants, the thermic deformation coefficients and the specific heats) is fully 
determined by the function F and generally depends on the inelastic defor- 
mations «i. 

From now on we confine ourselves to bodies the thermoelastic behaviour of 
which is independent of the inelastic deformations. On account of (2.9) the 
free energy of such a body is a sum of the form F(x%, 8) + f(x). According to 
the last equation (2.9) the entropy has the form S(x%, 8), and due to (2.8) the 
internal energy is given by U(xé, 0) + f(x). Reviewing relations (2.1) 
through (2.9) we note that the function f(xi) only appears in (2.4). As a 
consequence of this the inelastic-thermic behaviour (e. g., the specific heats of 
the inelastic body and its response to given external forces) generally depends 
on the inelastic deformations. We exclude this dependence as well, setting 
f(x,) = 0, so that U = U(x, 6) and S = S(xé, 6). 

In the discussion of the elastic behaviour it is customary to use the fact that 
the heat production is small. If the changes of state are isothermal, the tempera- 
ture is no more a state-variable. The free energy, dependent on the elastic 
deformations x, alone, becomes the elastic potential @(x4), and the forces are 
given, according to (2.9), by 


0@ 


S iwike. (2.10) 


u 


The changes of state, however, can also be considered as adiabatic. Setting 
dx, = 0 and dQ = 0 in (2.2) and (2.3), we obtain in this case dU = X, axs. 
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The internal energy again is independent of the temperature, and the forces 


_ follow once more from (2.10), where P(x;,) now is the internal energy. 


Relation (2.10) represents the general rheologic law for isothermally or 


adiabatically elastic bodies. This law can be linearized for small deformations 


by assuming that @ is a (positive definite) quadratic form 


D(x) = 4,5 af ¥ (2.11) 


of the elastic deformations. The generality of (2.11) is not restricted by the 


further assumption that the matrix be symmetric, i. e., that 


any = ask . (2.12) 


The law (2.10) now takes the form 


Xj = Gp Xp» (2.13) 
and due to (2.12) we have 

ot IO 

oe a (2.14) 


If also inelastic deformations are present, (2.5) is to be interpreted as an 
inequality. According to (2.4) through (2.6) 


dQ =60dS —X,dxi,<6dS. (2.15) 
Thus the so-called dissipation work dW4 = X, dxi, is subject to the inequality 
dW4= X,dxi>0, (2.16) 


and the increase of entropy is given by 


dS =~ (dQ + dW’). (2.17) 


From (2.16) and (2.17) follows as expected that every adiabatic inelastic de- 


formation increases the entropy. 
According to CARNoT and CLAusius the entropy increment dS may be 


th 
considered as the sum sour: gst @ 4 dSi (2.18) 


of the entropy supply dS’ = dQ/6 from outside and the entropy production 
inside the body which, according to (2.16) through (2.18), is given by 


ast 2" _* xX, ax,>0. (2.19) 


While . 
Lt=X, xj > 0 (2. 20) 
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represents the rate of dissipation work, the rate of entropy production is 


Sia =F X,a§>0. (2.21) 

The foregoing considerations are based alone on the fundamental theorems 

of thermodynamics. As far.as the thermoelastic behaviour is concerned, the 

results are complete, as soon as the free energy is known. Concerning the 

inelastic behaviour, however, little is known apart from the fact that the 
dissipation work is always positive. 


3. Onsager’s Relations 


In certain cases ONSAGER’S theory [5, 6] supplies the additional information 
needed concerning the inelastic behaviour of the body under consideration. 
ONSAGER’s theory applies to any kind of irreversible process. It is based essen- 
tially on the assumption of microscopic reversibility and can be stated as 
follows: 

Bet 


£3 ==> Xy Xn (3.1) 


be the rate of dissipation work of an irreversible process. Provided the ‘velo- 
cities’ x, and the corresponding ‘forces’ X, are connected by the linear relations 


Xi, = An Xx» (3.2) 


then the matrix (a;;) is symmetric, i. e., 


Ani = Aix (3.3) 


The linear relations (3.2) are called the phenomenological law of the process, 
and (3.3) are ONSAGER’S reciprocal relations. 

In a rheologic process the x, are the inelastic rates of deformation: Since 
the elastic behaviour has been disposed of, the superscript 7 can be suppressed 
from here on. The X; are the external forces; (3.2) is the rheologic law of a 
linear inelastic body, and (3.3) represents the same symmetry as (2.12) in the 
case of a linear elastic body. The coincidence of (2.12) and (3.3) establishes 
the visco-elastic analogy for linear bodies (i. e., between a linear Newton body 
and a linear Hooke body or between the inelastic and elastic responses to 
external forces of a linear Maxwell body). 


The symmetry expressed by (3.3) also holds for the inversion of the phenome- 
nological law, 


Xt os Dns XxX; with Dn; - (3.4) 


I 
| 


Vol. IXb, 1958 An Attempt to Generalize Onsager’s Principle 753 


where a= | a;,| and A,, is the cofactor of a;, in this determinant. For from 
_ the symmetry of (a,,) follows A;,; = A;, and hence 


bin = Ops. (3.5) 


Due to (3.2) ONSAGER’s relations (3.3) can also be written in the form 


OX, 0%, 


Oe. Us. (3.6) 
It follows that the forces are the partial derivatives 
0® 
X; == 04; (32 7) 
of a function 
: 1 ae 
D(x,) = Vik Xi Xx. (3.8) 


This means that the force vector X;, is ‘vortex-free’ in the space x, and hence 
is the gradient of a potential D(x,). 
Similarly (3.4) and (3.5) yield 


Wey OH, 62) 
and thus 
Xp = aia (3.10) 
with 
P(X) =F bei Xp Xi (3.11) 


The connection between the functions @(%,) and Y(X,) is, according to (3.11), 
(3.2), (3.4), (3.3) and (3.8), 


1 ae 1 A, sie 
Y(X;) Ste Ons Ay 24 Xp X= | * = An 5 Ait XX 
(3.12) 
1 salle 1 7 me 
ee O55 O51 Xj Ky = o Biri 41 = D(x) , 


where x, and X; are values connected by the phenomenological law (3.2). This 
means that the velocity vector %, is ‘vortex-free’ in the space X; and hence is 
the gradient of a potential ¥(X,). 

The phenomenological law (3.2) supplies a reversibly single-valued transfor- 
mation of the space %; (the space of deformation rate) onto the space X, (the 
force space). The inversion of this transformation is given by (3.4). From 
® = const follows, according to (3.12), Y% = const and vice versa: the potential 
surfaces in one space are the images of those in the other space. According to 


ZAMP IXb/48 
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(3.2) and (3.4) the rate of dissipation work is 
L4 = A;4,%;%,= 20 or Lt=b,,X, 57220: (3.13) 


Due to (2.20), i. e., to the second fundamental theorem of thermodynamics, 
these expressions are positive for any nonvanishing vector «, or X; respectively. 
Hence the matrices (a) and (b,,) are positive definite, and the surfaces 
@® = const and ¥ = const are ellipsoids. 

Figure 1 illustrates the results in two dimensions, the quadratic forms 
(3.13) being transformed on normal coordinates. 


Figure 1 
ONSAGER’s law (3.7), (3.8) and its inversion (3.10). 


4. A Generalization 


In order to prove his relations (3.3), ONSAGER considered the statistical 
aspect of the fluctuations occuring in irreversible processes, making use of the 
following assumptions [6]: In the first place, the microscopic fluctuations about 
a state of equilibrium are assumed to he reversible. In the second place, it is 
supposed that the regression of fluctuations obeys the same laws as a macro- 
scopic process. 

For nonlinear phenomenological laws ONSAGER’S relations are meaningless. 
In the form given by (3.6) or (3.7), however, the results can be generalized, if 
two assumptions are accepted that correspond in a certain sense to ONSAGER’S 
postulates. 

From the viewpoint of statistical mechanics, a thermodynamic system with 
the state variables x,, is a mechanical system with a great number of degrees 
of freedom most of which are latent from the phenomenological point of view. 
Beside the external coordinates x, there are a large number of internal coor- 
dinates q, (A=1, 2,...). If T is the kinetic energy of the system and if the Q, 
are its generalized forces, the motion for given values of the external coordi- 
nates %,, may be obtained by LAGRANGE’s differential equations 


chy (ayaly OT 
dt Ogn Oga =). (4.1) 


Vol. IXb, 1958 An Attempt to Generalize Onsager’s Principle 755 


It is customary to assume [9] that the system is conservative and nongyro- 
_ scopic [10]. Clearly this assumption is equivalent to ONSAGER’s first postulate 
(microscopic reversibility). The generalized forces then are the negative partial 


_ derivatives ; 
Q,=-=— V(q, Xp) (4.2) 


Oga 
of a potential energy dependent on the internal and external coordinates. 

Let us now assume that the external velocities *,, are prescribed constants. 
Then the partial derivatives dV /dg, are known functions of the g, and of t. Inte- 
gration of (4.1) supplies the g, as functions of the time and of the initial con- 
ditions. In other words: the motion of the system is entirely determined by the 
initial conditions and the velocities %,. Hence, also the rate of increase U of 


the total energy Tent ae as 
=T+ 


only depends on the initial conditions and on the x,. 
From the phenomenological point of view the rate of energy increase can 


be considered as a mean value U over a sufficiently long time interval. It only 
depends on the %,, and this remains true in the case where the x, are functions 
of the time, provided they vary so slowly that they can be considered constant 
over the time intervals needed for the averaging process just mentioned. The 
phenomenological rate of energy increase in an adiabatic process of this type 
thus is represented by a dissipation function 


a pay (4.4) 


This function, defined without reference to the external forces, can be repre- 
sented in velocity space by means of surfaces D = const (see Figure 2, illus- 
trating this statement for two dimensions). 

Let us now consider the case where instead of the x, the external forces X; 
are prescribed constants. The velocities x, then fluctuate about certain mean 
values x7", and the connection between these mean values x,” and the X; 
obviously represents the phenomenological law of the process. If we assume 
that the fluctuations bi =< iy — a (4.5) 
are slow compared with the molecular velocities (this assumption corre- 
sponding to the second of ONSAGER’S postulates), the energy increase (4.4) at 
any instant depends on the actual velocities %;. According to the first fundamental 
law the rate of work of the X; in an adiabatic process must be equal to the rate 
of increase of the internal energy. We have therefore 


Maan = Dix,); (4.6) 
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and due to the second fundamental theorem this quantity is positive for any 
nonvanishing state of motion *,. 
Let us now — still under the assumption that the X; are kept constant — pick 
out two states of motion %” and x, = x%" + 6x, for which D(x;') = D(#,), their 
representative points (Figure 2) thus lying on the same surface D = const. 


D=const 


Figure 2 


Vector X; and surface D = const. 


From (4.6) follows 

Xp xe = Xy hp = Xy (HG + 6 xx) (4.7) 
or 
ae 3 Ay 04, =.0; (4.8) 


hence, the vector X; must be normal to the surface D = const in the domain 
of the values x;, compatible with X,. 

Phenomenologically, the fluctuations 6%, under a given vector X; are 
imperceptible. From this point of view a force X, defines a velocity x,, and 
the superscript m can now be dropped. If (4.6) is applied to this phenome- 
nological velocity %,, we have 


L4 = X;, x, = D(x,) positive definite. (4.9) 


Condition (4.8) is equivalent to the statement that X;, is parallel to the gradient 
of D at x, According to (4.9) the scalar product X;, %, is positive in the whole 
space %;, with the exception of the origin. The surfaces D = const therefore are 
concave with respect to the origin. 

Analytically the fact that X; is perpendicular to the surface D = const at x, 
is expressed by aD 


X;= fla) =, (4.10) 


where I(x) is an arbitrary function. Due to (4.9), however, the functions f(%,) 
and D(x,) are connected by the condition 
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7 It follows that the phenomenological law has the form 


OD a 0D 
ee one 4x) oe (4.12) 
Relation (4.12) [or (4.10) together with one of the relations (4.9), (4.11)] is 
the generalization of ONSAGER’s theory we were looking for. It represents the 
most general phenomenological law for a purely irreversible process subject to 
the two assumptions made in the derivation. 
If we require that the X;, be linear functions 


X= Qin Be (4.13) 
_ of the x,. D(%,), according to (4.9), is a quadratic form 
D = 4i4 %i Xn, (4.14) 
positive definite, but not necessarily symmetric. Due to (4.10), however, 
X; = f(Xx) (Aix + Gea) Xn- (4.15) 


Since (4.13) and (4.15) must be identical for any values of 7 and k, we obtain 
f=1/2 and 
Ani = Uk» (4.16) 


i, e., ONSAGER’s relations (3.3). 


5. An Important Special Case 


From a physical point of view we are particularly (if not exclusively) 
interested in phenomenological laws of a special kind, namely in laws where 
the directions of the vectors x, and X, determine each other independently of 
their magnitudes. In other words: the vectors X; for all points %, On a radius 
from the origin in the space x, have the same direction. It follows at once that 
in this case the surfaces D = const are similar and similarly situated with 
respect to the origin. 

Let usassume that an arbitrary function G(«,) has similar surfaces G = const, 
similarly situated with respect to the origin. If we start from different points %;, 
on an arbitrary surface G = const and carry out small steps 


AX K = Xt dé (5.44 
in the directions and proportional to, the vectors %,, then, according to (9.1), 


OG meas 0G. 
lege = ‘ 3.2 


dG 
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Due to the similarity assumed these steps end on another surface G = const. 
Hence the right-hand side of (5.2) is the same for all starting points, 1. €., 

OG - 
og, *e = 8G). (3:3) 


Applying (5.3) to the dissipation function D and making use of (4.11), we 
obtain 


7 = 8(D). (5.4) 
It follows that / is a function of D, 1. e., 
f(%x) = (PD) - (5.5) 
Let a function ® be defined by 
o= / (D) dD (5.6) 
and let the additional constant contained in (5.6) be fixed by setting 
DD = 0) = 0; (5.4) 
Then 
d® 
Dries “dD ? (5. 8) 


and the rheologic law (4.10) becomes, due to (5.5) and (5.8), 


rue OD a) Gon 00 
Pe a ae nant 
or 
-  ® 
Xx; i Ox. (5.10) 


as in (3.7). Hence, the force vector X; again is the gradient of a potential O(x,) 
in velocity space, and since such a gradient is ‘vortex-free’, the generalized 
Onsager relations (3.6) 
OX, OX; 
oa, 7 OR, Ply 


t 


hold. 


If (5.10) or (5.11) are interpreted as rheologic relations, either of these equa- 
tions [by comparison with (2.10) or (2.14)] establishes the viscoelastic analogy 
for non-linear Newton and Maxwell bodies with rheologic laws satisfying the 
condition stated at the beginning of this section. 

The potential ®(%;,), however, is not an arbitrary function. According to 
(5.6) the surfaces ® = const coincide with the surfaces D = const. Hence, they 
are similar and similarly situated with respect to the origin. It follows that 
a relation of the type (5.3) also holds for ®; the potential function thus must 
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satisfy the condition ao 


ES Xp = h(®). (5.12) 
_ It is easy to see that this condition is satisfied by any homogeneous function [11] 
of the x,, particularly by any entire rational function of arbitrary degree n. 
There are, however, more general solutions of (5.12). 

By means of LEGENDRE’s transformation [12]®), these results can be 
extended. Let us assume for convenience that the phenomenological law (5.10) 
is single-valued. Due to (5.7) and to the fact that D = 0 at the origin o of the 
space %,, the function ®(x,) vanishes at o. Relation (5.10) supplies a single- 
valued transformation of a domain g in the space x, (the domain of definition 
of the function ®) onto a domain G in the space X;. Let us assume further that 
the inversion of the phenomenological law, 


Xn = %n(Xi), (5.13) 


is also single-valued, supplying a single-valued transformation of G onto g. 
Figure 3 illustrates these transformations in two dimensions. According to 


Xp A 


X 


% fe) X 
Figure 3 
Generalization (5.10), (5.17) of ONSAGER’s law. 


section 2 there are no irreversible changes of state without dissipation. Hence 
the origin O in the space X;; is the image of 0; consequently g contains o and G 
contains O. : ' 

Let c be an arbitrary curve in g, connecting o with a point b with coordinates 
%,. Let further the point P with coordinates X,, be the image of # in G. Then 
the image C of c in G connects the points O and P, and we have 


a X, da, + [x eee / LS em (5.14) 
c G 


8) The analogous transformation for nonlinear Hooke bodies leads to the so-called comple 


mentary energy [13]. 


: 
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Making use of (5.10) and of the fact that ® vanishes at 0, we may write instead | 


iE: ix, = Xx 4 — D(Xp)- (aL) | 
Cc 


If on the right-hand side %, is expressed in terms of X, by means of (5.13), 7 
the integral on the left-hand side appears as a function 


if i, dX, = P(X;) (5.16) 


c 
of the coordinates X;, of P, and from (5.16) follows 


: wy 
i (5.17) 
k 
Thus, also the inversion (5.13) of the rheologic law can be represented by 
means of a potential Y¥(X,) which, due to (5.16) and (5.15), vanishes at O. This 
potential may be called complementary to O(x;,). 
Due to (5.10) and (5.17), the dissipation function (4.6) may be written in 


either one of the two forms 
D=——“£,, D=— A’ (5.18) 
on 


Thus, D in both spaces is the scalar product of the gradient of the potential 

and the radius vector. Since D is positive definite, both potentials increase 

monotonically on every radius from the origin. The potentials 6(x,) and Y(X,) 

hence are single-valued functions of their arguments (obviously also in cases 

where the phenomenological law or/and its inversion are not single-valued). 
Due to (9,16) and (5.15) 


P(x,) + P(X) = X_x,= D. (5.19) 


According to (5.6) the surfaces D = const in the space x, are also the surfaces 
® = const. If x;, varies on such a surface, ¥/(X;,), according to (5.19), is constant 
as well. It follows that the surfaces Y= const are the images of the surfaces 
® = const and vice versa, and that both types of surfaces also are the surfaces 
D = const in the corresponding space. 

Since ®(%,) increases monotonically on each radius from 0, a given radius 
intersects a given surface ® = const in no more than one point #. Hence, 
there exists on the corresponding surface Y= const only one point P the 
normal of which has a given direction. It follows that the surfaces Y% = const 


are convex. In an analogous way the convexity of the surfaces ® = const may 
be proved. 
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6. An Application to Plasticity 


Let the Xr be the plastic rates of deformation of a perfectly plastic body 
under the action of the stresses X,, and let the yield locus H be regular and 


determined by the equation 
es at (6.1) 


where the function y is chosen in such a manner that 7 lonside de Its 
physically evident that this surface is closed and containing the origin O. 
Moreover, it is generally accepted that the yield locus is convex. According to 
the theory of plastic potential of R. v. MisEs [8], as generalized by W. PRAGER 
([3], p. 18), the velocity vector %, for a given stress vector X, at the yield limit 
is given by 

(6.2) 


where / is an arbitrary non-negative factor of proportionality. 

In this theory two items are extremely probably, but have not been proved 
so far in a direct and convincing manner. The first one is the convexity of the 
yield locus’) ; in the second place there are the relations (6.2)8). In both cases 
a direct proof is possible on the basis of our theory if we make the plausible 
assumption that a Prandtl-Reuss body may be considered as the limiting case 
of a non-linear Newton body with a rheologic law of the type considered in 
section 5. 

In the case of a perfectly plastic body the vector %; is zero when the end 
point of X; lies in the interior of the yield locus H. Thus the transformation 
supplied by the rheologic law is such that the whole interior of H in the space X; 
corresponds to the origin o in the space x,. On the other hand, plastic flow 
occurs under vectors X; with end points on H. Hence, the whole space «, with 
the exception of the origin o is transformed onto the yield locus H in the 
space X,. Thus the domain g of section 5 is the entire space x,; the domain G 
contains the yield locus H and its interior. Neither the rheologic law nor its 


inversion are single-valued. If 
Rixigeex (6. 3) 


is the magnitude of an arbitrary radius vector in the space X;, the direction of 
this vector is determined by the ratios 
x; 
a; — a (a; a; == 1) . (6.4) 


7) In applications the yield locus is always convex, and from considerations of uniqueness it 
seems highly probable that this is always the case. A direct and convincing proof, however, has not 


been given so far. ' as 
8) R. v. Mtses gave no proof for his relations. W. PRAGER [14] showed that (6.2) is a sufficient 


condition for a certain uniqueness theorem. A proof given by D.C. Drucker [15] is based on an 
assumption which itself is hypothetical. 
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The yield locus (6.1) may be described also by an equation of the form 


R=h(a,). (6.5) 
If we set 2 
P(X) = Fea , (6.6) 


W is a function in the space X; which equals 1 on the surface H and increases 
on any radius with the -th power of the distance from 0. If R /A(a;) is constant, 
W is constant; the surface Y= const therefore are similar and similarly 
situated with respect to O. 

A comparison with section 5 shows that the function Y given by (6.6) 
defines a nonlinear Newton body with the rheologic law 


UA 


If we assume that > 1, the gradient of V is zero at O and increases towards H ; 
hence, the body defined by (6.7) has a viscosity decreasing with increasing 
stress. If 7 is increased, the region K where the magnitude of the gradient of Y 
exceeds an arbitrary small quantity ¢ spreads out more and more towards the 
surface H. At the same time, the magnitude of the gradient increases more 
and more on H. By increasing sufficiently, the region K can be made as 
small as desired, and at the same time the magnitude of the gradient can be 
made arbitrarily large at any point P of H. On a radius connecting O and P, 
therefore, the gradient assumes all values of an interval tending to 0--- co 
with increasing ” in a vicinity of P tending to zero, and its direction, perpen- 
dicular to the surfaces Y = const, is that of the normal to H at P. Hence, in 
the limit, (6.7) assumes the form (6.2) with 4 =O. Thus, the relation of 
R. v. MisEs is justified under the assumption that the Prandtl-Reuss body is 
a limiting case of a nonlinear Newton body with a rheologic law of the type 
treated in section 5. Moreover, this assumption requires that H be a convex 
surface. According to section 5 the surfaces ¥Y% = const must be convex, and it 
is clear that they cannot supply in any limit process a non-convex yield limit. 
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Zusammenfassung 


Wenn ein irreversibler Prozess durch die «Geschwindigkeiten» %, und die 
«Krafte» X,; (und somit durch die Dissipationsleistung X;, 7;,) charakterisiert ist 
und wenn das phanomenologische Gesetz X; = /;(#;,) dieses Prozesses linear, das 
heisst von der Form X;=4,;,, #, ist, dann etabliert die Onsagersche Theorie die 
Symmetrie a,;=4,;, der Matrix (a,;,). Das phaénomenologische Gesetz kann 


daher in der Form A 
oi 1 
pO. (1) 


u 


geschrieben werden. RAP ~ hei 
Diese Arbeit stellt einen Versuch dar, Onsacers Theorie fiir nichtlineare 


phanomenologische Gesetze zu verallgemeinern. Es stellt sich heraus, dass ein 
solches Gesetz von der Form 


0D aly 0.0) 

© 3) pee 2 
ie ler *) 0%; i) 
sein muss und dass sich (2) im speziellen, aber praktisch wichtigen Falle, dass 
die Vektoren #,, und X; ihre Richtungen gegenseitig unabhangig von den Betragen 
bestimmen, auf (1) reduziert. ' ; 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet ist die nichtlineare Rheologie. Wenn etwa 
ein ideal-plastischer Kérper als Grenzfall eines nichtlinearen Newton-Korpers 
aufgefasst wird, dann folgt die Konvexitat der Fliessflache und v. MIsEs 
Theorie des plastischen Potentials aus dem rheologischen Gesetz (1). 
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Der senkrechte Verdichtungsstoss am gekriimmten Profil 


Von JURGEN ZieEREP, Aachen, Deutschland’) 


Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit einem Verdichtungsstoss, der 
sich in stationdrer Stromung an einer ebenen, gekriimmten Wand ausbildet. 
Man kann dabei etwa an ein lokales Uberschallgebiet denken, wo haufig ein 
solcher Stoss die Begrenzung stromabwarts zur Unterschallseite hin darstellt, 
oder auch an Gitterstromungen, wo der Stoss gegebenenfalls von der einen 
Wand bis zur anderen reicht. Wir legen uns von vornherein nicht auf den einen 
oder den anderen Typus fest. Zum Vergleich mit unseren theoretischen Ergeb- 
nissen benutzen wir die Messungen von ACKERET, FELDMANN und Rott [1]?), 
und zwar insbesondere diejenigen mit turbulenten Grenzschichten, da wir uns 
nur mit einem Stoss an der Wand beschaftigen wollen. 

Es gelingt auf theoretischem Wege, die geometrische Form dieses Stosses 
in Kérpernahe anzugeben. Er sitzt senkrecht auf dem Profil (solange keine 
Ablésung eintritt), jedoch im allgemeinen mit unendlicher Kriimmung, wie 
unten nachgewiesen wird. Die Stossform ist eine Neilsche Parabel mit Spitze 
auf der Kérperoberflache, bei der die beiden Aste méglich sind. Dazu ist fol- 
gendes zu sagen: Die von uns entwickelte Theorie arbeitet «lokal», das heisst, 
alle Bestimmungsgréssen des Stosses werden in Wandniahe auf bekannte Grés- 
sen im Punkte S (Figur 1) zuriickgefiihrt. Dabei bleibt dann im Ergebnis eine 
gewisse Willkiir bei der Auswahl der Stossaste. Es ist daher durchaus nicht von 
vornherein von der Hand zu weisen, dass die von aussen aufgepragte Strémung 
die Entscheidung iiber die Stossiaste selbst durchfiihrt. Nehmen wir bei einem 
konvexen Profil denselben Ast, wie er sich im Experiment [1] ergibt, so folgt 
ein recht interessantes Verhalten von Druck und Geschwindigkeit hinter dem 
Stoss. Der Druck nimmt in Stromrichtung iiber den Stoss hinweg sprunghaft 
zu, um dann danach noch einmal mit unendlichem Differentialquotienten ab- 
zufallen. Dieser Nachexpansion entspricht eine kraftige Beschleunigung der 
Strémung, die sich gewiss giinstig auf die Grenzschicht auswirkt und mit der 
Beobachtung zusammenhangt, die haufig gemacht worden ist, dass bei kon- 
vexen Profilen die Strémung oft sogar tvotz eines Stosses nicht ablést. Dieser 
Effekt ist in [1], S.52, experimentell vollauf bestatigt, eine qualitative Er- 
klarung findet man in [1], S. 51. 


1) Institut fiir theoretische Gasdynamik der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt e. V. 
“) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 776. 
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A Die explizite mathematische Herleitung unserer Ergebnisse ist bisweilen 
etwas mihsam, da wir recht allgemein vorgehen. Wir benutzen einerseits die 
strengen nichtlinearen gasdynamischen Gleichungen und rechnen andererseits 
hinter dem Stoss nicht wirbelfrei (nicht isentrop). Beziiglich aller in dieser 
Arbeit nicht mitgeteilten Einzelheiten der Zwischenrechnungen sei auf die aus- 
fihrliche Darstellung des Verfassers in [2] verwiesen. Hier wollen wir uns bei 


Figur 1 
Die beiden Koordinatensysteme (x, y) und (&, 7). 


den mathematischen Ableitungen kurz fassen (haufig werden wir nur refe- 
rieren), dagegen werden wir mehr den Gang der Herleitung selbst hervortreten 
lassen. Herrn Prof. Dr. K. Oswatitscu bin ich wegen der Anregung zu dieser 
Arbeit sowie wegen vieler Ratschlage bei der Abfassung derselben zu Dank ver- 


pflichtet. 


1. Die Grundgleichungen und die Formulierung der Aufgabe 


Wir wihlen zunichst geeignete Koordinaten, um den Stoss bequem er- 
fassen zu kénnen. Dazu gehen wir von dem (x, y)-System zu einem neuen ortho- 
gonalen (&, 7)-Koordinatennetz iiber. Es sei € = 0 die Stossfront und 7 = 0 die 
Profilkontur (Figur 1). Die Geschwindigkeitskomponenten w, v im alten Sy- 
stem lassen sich leicht in die Gréssen W,, W, des neuen Systems iiberfiihren. 
Man hat nun die Grundgleichungen ebenfalls in das neue System zu transtor- 


mieren. Fiir die Kontinuitatsgleichung 


X(eu) , olor) _ g (1.1) 
On 


und den Croccoschen Wirbelsatz 


w x rotw = —T grads (1.2) 
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erhalt man (beachte hierzu [3], S. 192/193)°) 


h, Wret h, Ve = —h, W, Bs a (1.3) 
und is 
hy Wag + fy Wy Be — fig Way + tty We B, = In ap 82> (1.4) 
: T 
h, Woe + hy W, Be — Ita Wry + Iho We B, = he Fe Sy - (1.4b) 


Hierin bedeutet 6 den Schnittwinkel der Linien x = const und & = const. hy 
und /, sind Ma8stabsfaktoren auf den neuen Koordinatenachsen. Sie hangen 
in folgender Weise mit den Transformationsfunktionen § = &(x, y), 7 = 9(%, y) 
zusammen : 


b=VEFE, b=Ve +a: 
Damit bestatigt man leicht (beachte hierzu [3], S. 192): 


h, Be = Rew = Krimmung der Linie 7 = 7 , 


h, B, = = Kriimmung der Linie = & . 
Ribs n) 


R,(E, No), Ro(&o, 7) sind die zugehérigen Kriimmungsradien. Im folgenden wird 
die Kriimmung des benutzten Profils in S als stetig und von Null verschieden 
vorausgesetzt. 

Zu den Differentialgleichungen (1.3) und (1.4a, b) (sowie den Eulerschen 
Gleichungen, siehe unten) kommen nun die Bedingungen am Rand und am 
Stoss. 


Rand: 7=0 W,=0, das heisst auch W,.=0, (1.5) 
Stoss: £=0 W,=W,, 0W,=6W,. (1.6) 

Damit gelten langs des Stosses auch 
Won = Won» (0W,), = (6%), - (1.6a) 


Hier haben wir die Werte hinter dem Stoss durch ein Dach gekennzeichnet. 
Das erste Ziel der kommenden Betrachtungen ist nun, aus den Gleichungen 
(1.3, 14a, 1.4b) sowie den Eulerschen Gleichungen im Verein mit den Be- 


dingungen (1.5) und (1.6) eine Aussage tiber /, 8, im Punkte S, das heisst tiber 
die Stosskriimmung am Profil zu machen. 


3) Die Indizes &,” bedeuten stets partielle Ableitungen. 


ee 
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2. Die Stosskriimmung am Profil 
Wir gehen aus von den Eulerschen Gleichungen in der Form 
ft 2 
or gradp = grad = WX rot wp (2.1) 
oder mit (12) 
il Ww? 
— gradp = grad—5— + T grads. (2.2) 
Hiermit kann man zunachst leicht die Ableitungen der Dichte 9 in (1.3) eli- 


_ minieren. Man erhalt nach einigen elementaren Umformungen aus (1.3), (1.4) 
und (2.2) die folgenden Darstellungen fiir W,, und (0 W),: 


(1-2) Vege (1 | Wy. (1 42) W, B, + (1+ 24), B @ % 
ae Ms 3 et Ws, + Sms"). ; 

(1-2) + om, = 4 (1- BY) m, 

+m [I (8) +0 (tA) 

+W, [B, (1— SE) (1- SE) - A" 8, (1+ 25] 

Be eM, 

c Cc 
= s,[472 : z a + W, (1 aa = (1 ay (1 et 


Mit diesen Ausdriicken erfiillt man nun die Stossbedingungen (1.6), (1.6a) 
fiir €=0, 7 + 0 und bildet anschliessend in den Gleichungen den Grenz- 
iibergang 7 > 0. Dabei hat man dann sowohl die Randbedingung (1.5) als auch 
die Endlichkeit der Profilkriimmung /, £:(+ 0) und die Konstanz von s langs 
der Profilstromlinie zu beachten. Es kommt im Grenzfall ein lineares System 
fiir die beiden Unbekannten: /, W, Wye und h, W, B,. Fiir die zweite Grésse 
kommt als Lésung 


S \ 
limh, W, B, = lim™, (1, y= hy APs). (2.5) 
n—0 v 
4) Hierin ist R/m = Cy — Cy, # = Cy/[Cy. 


5) Aus Griinden der einfacheren Sehreibune haben wir in (2.3) und (2.4) #,(0/0&) durch 0/0& 
und (0/0) durch 0/07 ersetzt. 
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A und » sind hierin Funktionen, die nur von der Mach-Zahl M = W,/c vor dem 

Stoss abhangen (Figur 2) ®). 
Man erkennt sofort an (2.5), dass die Stosskrimmung am Profil unendlich 

werden muss, wenn der Klammerausdruck auf der rechten Seite einen von Null 


p5}+—++ aa | 


05 + 

Ce ey JS Sub ecaiiege 9 

i. G5: Labge 28 aD 85g ae mem 
Figur 2 


Die Mach-Zahl-Funktionen 4 und yp in (2.5). 


verschiedenen Limes hat. (Man beachte, dass W, am Rande verschwindet!) 
Hierzu bendtigt man allerdings den Entropiegradienten s,. Er lasst sich aus 


den Gleichungen fiir den schiefen Verdichtungsstoss’) ermitteln. Dann kommt 

fiir (2.5 ’ 

Ange) limh, W, , = —limh, o W, Be (2.6) 
n—>0 


n—>0 


Fiir den Entropiegradienten selbst gilt 


limh, —”- —limh, t Be . (2.7) 


y—0 Cy n—0 


8) In der numerischen Auswertung ist x = 1,40 gewahlt worden. 
”) In der Umgebung der Wand miissen wir mit einem schiefen Stoss arbeiten. 
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Sowohl o als auch 7 sind wieder nur Funktionen von M (Figur 3). o hat einige 
charakteristische Eigenschaften, die wir hier anfiihren, da wir spater auf sie 


_ zuriickgreifen. 


Figur 3 
Die Mach-Zahl-Funktionen o und T in (2.6) und (2.7). 


o hat eine Nullstelle bei 
eer, es i * 
Dios eee - Ve) Stew 662 , 


o hat eine Polstelle bei 


o geht nach co wie 


*=? jy2— 0,25. M?. 
346 


Fiir transsonische Betrachtungen bendtigt man den Wert o(1) = (% + 1)/2. 


ZAMP IXb/49 
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Jetzt kénnen wir aus (2.6) den Schluss ziehen, dass, abgesehen von der 
Nullstelle, von o bei M = 1,662 die Stosskriimmung am Profil unendlich werden 
muss. Wir merken fiir das folgende noch an, dass wir in S sowohl h, = 1 als 
auch A, = 1 normieren wollen. Um Unklarheiten zu vermeiden, sei betont, dass 
es sich bei der eingangs durchgefiihrten Transformation x, y> &, 7 nicht um 
eine konforme Abbildung handelt, bei der im ganzen betrachteten Bereich 
h,/h, = 1 wird. 


3. Die Stossform in Profilnahe 
Benutzt man (2.3) fiir 7> 0 und (2.6), so fiihren die Ansatze 
B,=an °, We=yn? (a, y, 6 = const) (3.1) 


zu dem Ergebnis 


o il jee OMG op as 
b= \z bere. W, = 2W,|/5 8.Vn 9). (3.2) 


Durch Integration kommt fiir die Stossform in dem tangentialen Koordinaten- 
system 2, H (Figur 4) 


= +f 2 + 2/2 
e=+4|/% p,HP= 44 Pre (3.3) 


Figur 4 


Die beiden Koordinatensysteme (&, n) und (&, H). 


Wir erhalten also eine Neilsche Parabel, deren Spitze auf der Kérperoberflache 
liegt. 

Betrachtet man die beiderseitige Umgebung der Stromlinie 7 = 90, so hat 
man in (3.3) nur H durch || zu ersetzen®), 

Studiert man die Abhangigkeit der Stossform von der Mach-Zahl M, so 
erkennt man, dass, beginnend bei M =1, sich beide Aste immer mehr aufsteilen, 


8) o, Be und W, sind hierin die Funktionswerte im Punkte S. 
®) Die Stromlinienkriimmung sei auch in diesem Fall in S stetig und von Null verschieden. 
Inwieweit der Stoss dies andert, soll hier nicht erértert werden. 
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bis sie bei M = 1,662°) in einen streng senkrechten Stoss tibergehen. Fiir die- 
sen Grenzfall wird die Stosskriimmung gleich Null. Geht man zu grosseren 
- Mach-Zahlen iiber, 1,662 << M < 2, so wird wegen o < 0 die Stossform nicht 
mehr reell, wahrend fiir M > 2 wieder eine reelle Stossform méglich ist??), 

Es ist gewiss nicht sinnvoll, den obigen Resultaten der reibungsfreien Rech- 
nung bis zu grossen Mach-Zahlen zu folgen, da dann sicherlich die Voraus- 
setzung eines Stosses an der Wand nicht mehr erfiillt ist. Es kommt zu Stoss- 
gabelungen, die die Ergebnisse wesentlich abandern. 


4. Der Verlauf von Druck und Geschwindigkeit in der Nihe des Stosses 


Die Ableitungen des Druckes ergeben sich aus den Eulerschen Gleichungen. 
Es kommt zunachst vor dem Stoss 


lim — = pe = lim W, Wie, (4.1) 
n> > 
al ‘ W? 
im — Slim 4h. 4.2 
Aa Q py sh Rk, ( ) 
Hinter dem Stoss wird 
ee gee (4.3) 


lim - = lim K(M) (4.4) 
n—>0 + Ww? CB n—>0 
mit K(M) in Figur 5. ; 
Ganz entsprechend kommt zum Beispiel 
. Wie é 2 Wy - 4.5) 
ole ere ee ee Lip ( 


Wir erkennen zundchst an (4.3) und (4.5), dass sowohl #, als auch W,¢ fir 
n-> 0 nach Unendlich gehen miissen, da B, (abgesehen von M = 1,662) diese 
Eigenschaft hat und die rechten Seiten der entsprechenden Gleichungen end- 
lich und von Null verschieden sind. Sei, Saee 
Bevor wir jedoch diese Singularitaét in der Druck- und Geschwindigkeits- 
ableitung beziiglich € weiter untersuchen, gehen wir zum Druckverlauf senk- 


10) Diese Grenz-Mach-Zahl findet man auch in [4]. Die Herleitung erfolgt dort auf einem anderen 


in ei hang. 
Wege und in einem anderen Zusammen ou xg 
1h) Bisher ist das Vorzeichen der Kriimmungen nicht detiniert. Wir arbeiten mit dem Abso 


lutbetrag. In Kapitel 4 wird vermége (4. 2) eine Unterscheidung von konkay und konvex durch- 
g. 


gefiihrt. 
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recht zum Profil iiber. Bei einem konkaven Profil folgt aus (4.2) und (4.4) mit 
Figur 5, dass, beginnend bei M = 1, der Druck in 7-Richtung sowohl vor als 
auch nach dem Stoss abnimmt. Im konvexen Fall!?) nimmt der Druck auf 
beiden Seiten zu. Dieses Ergebnis fiihrt uns zwangslaufig zu einem Problem, 


130 stein 


K(M) 


125 | = 


35. 40 M 


Figur 5 
Die Funktion K(M) in (4.4). 


das in der Literatur zu finden ist (siehe zum Beispiel [3], S. 366) und sich auf 
die von uns untersuchte Strémung bezieht. Man schloss frither wie folgt: Bei 
der Umstrémung eines konvexen Profils muss der Druck (vor und hinter dem 
Stoss) mit dem Profilabstand zunehmen. Bei einem Stoss, der noch in einiger 
Entfernung vom Profil senkrecht ist, ergeben aber die héchsten Drucke vor 
dem Stoss die kleinsten nach dem Stoss, was mit dem soeben aus der Konvexi- 
tat Gefolgerten im Widerspruch steht. 

Dieser Widerspruch lést sich bei uns sofort, da wir erkannt haben, dass die 
Stosskriimmung im allgemeinen unendlich ist und damit die Voraussetzung, 


12) Man hat hierzu nur 7 durch —7 zu ersetzen. 
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_ dass der Stoss noch in einiger Entfernung von Profil senkrecht ist, im allge- 
meinen nicht zutrifft 


Den Einfluss der Stosskriimmung auf den Druckverlauf senkrecht zur Wand 
kann man noch durch die folgende kleine Rechnung veranschaulichen. Wir 
bilden die Differenz der Druckableitungen in y-Richtung hinter dem gekriimm- 
ten und dem streng senkrechten Stoss. Bezeichnen wir die erste mit (P,) , und 
die zweite mit (b,) » So kommt nach einigen elementaren Rechnungen im 


Grenzfall 7 > 0 : . y, 
( wk ee (B,)s Pa We Be o “x+1 (4.6) 
oder mit (2.6) 
- “ 4 
(P,)x ot (P,)s 80 W, W, ioe Pa aay (4.7) 


Das heisst, es ergibt sich eine Differenz der Druckableitungen hinter dem Stoss 
allein auf Grund der Tatsache, dass = W, ,, endlich und von Null verschieden 


ist. Im Grenzfall o = 0 (das heisst M = = " ,662) verschwindet die obige Differenz, 
beide Stdsse sind dann ja auch senkrecht. 

Es ware jetzt etwas zu sagen iiber die Eindeutigkeit der Lésung unseres 
Problems. Wir wollen uns hier kurz fassen. In [2] wird auseinandergesetzt, dass 
es mit der vorgetragenen Methode nicht méglich ist, zu entscheiden, welcher 
Ast der Neilschen Parabel als Stosskurve zu nehmen ist. Wir haben alle Bestim- 
mungsgréssen des Stosses auf die Werte von M und f: im Punkte S zuriick- 
gefiihrt und damit den Stoss durch die Jokalen Daten festzulegen versucht. Im 
Resultat ist eine Doppeldeutigkeit — bei der Auswahl der Stossaste — geblieben. 
Es ist durchaus denkbar, dass die Aussenstrémung, die in ihrer Struktur bei 
uns ja nicht eingeht, diese Auswahl unter den Asten selbst trifft. Es ist natiirlich 
genau so gut mdéglich, dass bei einer Theorie, die noch die Anderung der Kriim- 
mung mit 7 zu berechnen gestattet, diese Doppeldeutigkeit fortfallt. 

Nehmen wir im Falle des konvexen Profils den linkslaufigen Ast, wie er in 
den Experimenten in [1] auftritt, so kénnen wir (3.2) mit (3.3) in (4.3) eintragen 
und die Integration durchfiihren. Es kommt fiir den Druckverlauf hinter dem 


Stoss 


= Bele 6 (Sa (Lt tke Oa) (FAS. 8 
2Q t 


Zum Vergleich mit den Messergebnissen fithren wir als Bezugsdruck den adia- 
batischen Ruhedruck fy ein. Dann wird 


iat ; 
ica A A a ee ns Bala S** oe (4.9) 
Po “+1 (oo my ° ie ae 
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Der Druck steigt zunadchst sprunghaft tiber den Stoss hinweg an, um danach 
noch einmal rapide abzufallen. Dies geschieht gemass (4.8) oder (4.9) mit nega- 
tiv unendlichem Differentialquotienten. Ein ganz entsprechendes Verhalten 
zeigt die Geschwindigkeit (Figur 6). Sie sinkt sprunghaft tiber den Stoss 
von Uberschall- auf Unterschallgeschwindigkeit, um dann noch einmal stark 
anzusteigen. Diese Nachexpansion ist experimentell ({1], 5. 52) vollauf besta- 
tigt und wirkt sich bestimmt giinstig auf die Grenzschicht aus. Vielleicht liefert 
unsere Theorie einen Beitrag zu der Feststellung, die bei Windkanalmessungen 
an turbulenten Grenzschichten wiederholt gemacht wurde, dass die Grenz- 
schicht haufig tvotz eines Stosses nicht ablost. 


W P 


5 r=) 
Figur 6 
Qualitativer Verlauf von Druck und Geschwindigkeit tiber den Stoss hinweg beim konvexen Profil. 


In Figur 7 haben wir die Ergebnisse der Theorie mit dem Experiment ver- 
glichen. Hierzu muss gesagt werden, dass die theoretische Druckkurve den 
Sachverhalt unmittelbar an der Wand (7 = 0) wiedergibt, wahrend sich die in 
Figur 7 aufgenommenen experimentellen Ergebnisse auf 7 = 15 mm beziehen. 
Die Druckmessungen an der Wand (yn = 0) zeigen natiirlich wegen der vor- 
handenen Grenzschicht den oben geschilderten Druckeffekt nicht. Wir haben 
nun in Figur 7 fiir p(0), das heisst fiir den Ausgangspunkt der Druckspitze, 
zunachst denjenigen Wert gewahlt, der sich hinter dem Stoss im Abstand 
4 = 15 mm von der Wand ergibt. (Theorie I in Figur 7.) Nimmt man fiir p(0) 
den Wert hinter dem senkrechten Stoss an der Wand, so verschiebt sich unsere 
theoretische Kurve parallel zu sich nach unten (Theorie II in Figur 7), und wir 
haben eine recht gute Ubereinstimmung zwischen der Theorie (bei 7 = 0) und 
dem Experiment (bei 7 =15 mm). 

Zum Abschluss sei noch kurz darauf hingewiesen, dass unsere Ergebnisse 
nattirlich die transsonischen Ahnlichkeitsgesetze enthalten. Wir fiihren den 
Nachweis etwa an der Gleichung fiir Wye (4.5) sowie an der Stosskurve (3.3) 
vor. Wir verwenden die Transformationen in der Form, wie sie im Buch von 
OswatitscuH ([3], Kap. IX, Gleichung (33)) angegeben werden. Als Bezugslange 
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‘ip, 


0,65 = 
215 
0,64 
0,63 
Pip 
0,60 
0,61 eee 
\ a se 055 
0,60 ! \ —— 050 
: \\ Tear 
a 0.45 
059 |} " ; 
: Experiment 0.40 
035 oe 
Oe 220 260 mm 
0,57 


Figur 7 
Quantitativer Vergleich im Druckverlauf mit dem Experiment beim konvexen Profil. 
(M =1,30, B.(S) = 0,015'cm +.) 
Rechts: Druckverlauf in Strémungsrichtung im Abstand 4 = 15 mm vom Profil nach [1], S. 52. 
Links: Vergrésserung der rechtsseitigen Umgebung der Spitze und Vergleich mit der Theorie. 


wahlen wir jedoch nicht die maximale Dicke, sondern den Kriimmungsradius 
R, des Profils in S. Da die Profildicke und der Kriimmungsradius umgekehrt 
proportional zueinander sind, lauten die Gleichungen in unserem Fall: 


A 


n= eA Ry, Ge 1= Ge +1) PROP W,. 4-10) 


y und YQ, sind hierin die sogenannten reduzierten Grdéssen. 
Tragt man (3.2) in (4.5) ein, so kommt fiir M w 1 wegen o(1) = (« + 1)/2 
in der rechtsseitigen Umgebung des Stosses 


Also mit (4.10) 
Si tcet (4.11) 


776 Jurcen ZEREP ZAMP 


Genau so folgt fiir die Stosskurve 
Baa yr. | (4.12) 


Es ergeben sich also Formeln, die von dem speziellen Gas (%) und dem Profil 
(R,) vollig unabhangig sind. Damit ist bestatigt, dass die transsonischen Ahn- 
lichkeitsgesetze (4.10) in unseren Resultaten enthalten sind. 
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An keiner der angegebenen Literaturstellen wird der grundlegende Schluss 
gezogen, dass bei stetiger von Null verschiedener Kriimmung des Profils die Stoss- 
kriimmung unendlich werden muss. Auch die iibrigen Ergebnisse gerade auch im 
Hinblick auf die Experimente in [1] finden sich dort nicht. 


Summary 


The present paper investigates a compression shock forming at a curved 
plane surface in stationary flow. The geometric form of this shock adjacent to 
the profile is determined, and the flow in the vicinity of the wall and of the 
shock is investigated. With convex profiles, an effect is confirmed which has 
been known for about 12 years through the measurements performed by ACKERET, 
FELDMANN and Rorrt [1]. Our findings are of importance for both local super- 
sonic flow fields and compressible flow through cascades. 


(Eingegangen: 23. August 1957.) 
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Nachwort 


Im Frithjahr 1957 haben Assistenten und Mitarbeiter Professor J. ACKERETS 
den Gedanken aufgegriffen, ihren grossen Lehrmeister anlasslich seines 60. Ge- 
burtstages durch Herausgabe einer Festschrift zu ehren. Die Ermunterungen, 
denen sie bei der Kontaktnahme mit Kreisen der Wissenschaft und Industrie 
begegneten, veranlassten sie, eine allgemeine Rundfrage an fiihrende Persén- 
lichkeiten auf dem Gebiete der Aerodynamik und verwandter Wissenschaften 
sowie an Freunde, Kollegen und ehemalige Schiiler zu richten mit der Bitte, 
za bekunden, ob und in welcher Form ein Beitrag zur beabsichtigten Fest- 
schrift erwartet werden kénnte. 

Das gewaltige Echo, das die Rundfrage fand, war fiir die Initianten Ver- 
pflichtung, sofort ernsthaft an die Verwirklichung ihres Vorhabens heranzu- 
treten. Da die angekiindigten Beitrage grésstenteils dem Gebiete der Industrie 
und angewandten Mathematik und Physik zugehérten, wurde mit der Redak- 
tion der ZAMP vereinbart, die Festschrift in der Form eines Sonderheftes 
(Doppelnummer) dieser Zeitschrift erscheinen zu lassen. Ferner wurde fiir die 
Herausgabe des Sonderheftes ein Redaktionskomitee gebildet, welches sich 
ausser dem ZAMP-Redaktor aus den folgenden Herren zusammensetzte: 


Z. PLASKOWSKI, 
H. SPRENGER, 
Dr. G. DATWYLER, Ziirich, 

Dr. P. pE Hatter, Winterthur, 

Prof. Dr. F. TANK, Ziirich, 

Prof. Dr. W. TRAUPEL, Ziirich. 

Der grosse Umfang des Sonderheftes verlangte die Bereitstellung betracht- 
licher finanzieller Mittel. Diese sind in grossziigiger Weise von den folgenden 
Industriefirmen zur Verfiigung gestellt worden: 

AG Brown, Boveri & Cie., Baden, 

Escher Wyss Aktiengesellschaft, Ziirich, 

Gebriider Sulzer Aktiengesellschaft, Winterthur, 
Werkzeugmaschinenfabrik Oerlikon, Biihrle & Co., Ziirich. 

Es ist dem Unterzeichneten eine grosse Freude, allen Mitarbeitern, die in 
irgendeiner Form zum Gelingen der Festschrift beigetragen haben, den herz- 
lichen Dank der Redaktion auszusprechen. Ausserdem michte die Redaktion 
auch den oben genannten Firmen danken, die durch ihre Zuwendungen die 
Herausgabe der Festnummer erméglicht haben. 


Institut fiir Aerodynamik der ETH, 


RAYMUND SANGER 


